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1.2 Determinanten 7

1.2 Determinanten

1.2.1 Einführung von Determinanten

Eine Matrix kann durch verschiedene Kennzahlen charakterisiert werden. Für
jede Matrix kann z.B. der Rang angeben werden, welcher der maximalen An-
zahl linear unabhängiger Zeilen bzw. Spalten entspricht.

Grundlagen 1.8. (Rang einer Matrix) [G: 5.2.3]
Die maximale Anzahl linear unabhängiger Spaltenvektoren bzw. Zeilenvektoren
einer Matrix A heißt Rang der Matrix A und wird mit rg(A) bezeichnet.

Die sogenannte Determinante ist eine weitere Kennzahl, welche jedoch nur Determinante

für quadratische Matrizen existiert. Mit Hilfe der Determinante lässt sich z.B.
prüfen, ob eine quadratische Matrix invertierbar ist. Gegebenenfalls kann dann
die Inverse der Matrix bestimmen werden. Darüber hinaus bildet die Determi-
nante eine wichtige Grundlage für die Lösung von Eigenwertproblemen (vgl.
Abschnitt 1.3) bei quadratischen Matrizen sowie für die Differentialrechnung
von reellen Funktionen mehrerer Variablen (vgl. Einheit 2).

Für jede quadratische Matrix A = (aij)1≤i,j≤n ∈ Rn×n ist die n-reihige
Determinante von A definiert durch

det A = det


a11 . . . a1n

...
...

an1 . . . ann

 :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1n

...
...

an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ∈ R.

Bei der Determinante von A handelt es sich um eine reelle Zahl. Für den Fall
n = 1 wird üblicherweise det(a11) anstelle von |a11| geschrieben, um eine klare
Unterscheidung von den Betragsstrichen zu gewährleisten. Es gilt det(a11) =
a11 für alle a11 ∈ R, also z.B. det(−4) = −4.
Auf einen wichtigen Zusammenhang zwischen einer quadratische Matrix und
ihrer Determinante sei bereits an dieser Stelle hingewiesen: Die Existenz einer
Inversen kann mit Hilfe der Determinante überprüft werden.

Eine (n,n)-Matrix A ist genau dann invertierbar (regulär), wenn ihre
Determinante ungleich Null ist: det A ̸= 0.

Folglich gilt im Fall det A ̸= 0 unmittelbar rg(A) = n. Mit Hilfe der Deter-
minante lässt sich somit ebenfalls prüfen, ob Vektoren linear unabhängig sind.
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8 1 Themen der Linearen Algebra

1.2.2 Berechnung von Determinanten

Wie die Determinante von einer quadratischen Matrix berechnet wird, wird
in diesem Abschnitt zunächst für eine 2-reihige, dann für eine 3-reihige und
schließlich allgemein für eine n-reihige Determinante gezeigt.

Die 2-reihige Determinante

Die Berechnung der Determinante für (2,2)-Matrizen ergibt sich aus der Dif-
ferenz des Produkts der Elemente in der Hauptdiagonalen und des Produkts
der Elemente in der Nebendiagonalen.

Für die Determinante einer (2,2)-Matrix A gilt:

det A = det
a11 a12

a21 a22

 =

∣∣∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣∣ = a11 · a22 − a12 · a21.

Beispiel 1.1

a) Gegeben sei die Matrix A =
(

3 1
5 2

)
. Für die Determinante gilt:

det A =
∣∣∣∣∣3 1
5 2

∣∣∣∣∣ = 3 · 2− 1 · 5 = 1.

Somit hat die Matrix A einen vollen Rang rg(A) = 2 und ist invertierbar.

b) Die Matrix B =
(

2 4
1 2

)
ist nicht regulär, d.h. nicht invertierbar, denn für

die Determinante gilt:

det B =
∣∣∣∣∣2 4
1 2

∣∣∣∣∣ = 2 · 2− 4 · 1 = 0.

Bestimmen Sie den Rang der Matrix B (vgl. [G: 5.2.3]). Was fällt Ihnen auf?� L-13

c) Gegeben sei die Matrix C =
(

a 3
2 6

)
mit a ∈ R. Für die Determinante gilt:

det C =
∣∣∣∣∣a 3
2 6

∣∣∣∣∣ = a · 6− 3 · 2 = a · 6− 6.

Somit ist die Matrix C für a ̸= 1 invertierbar, denn es gilt:

det C = 0 ⇐⇒ a · 6− 6 = 0 ⇐⇒ a = 1.
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L-2 1 Themen der Linearen Algebra

Lösung Übung 1.4 auf S. 20:
a) Die 4-reihige Determinante lässt sich wie folgt berechnen:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

4 3 0 2
0 0 2 0
8 9 0 1
8 7 0 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(I.)= −2 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
4 3 2
8 9 1
8 7 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
| · (−2)
←−−−−−−+

| · (−2)

←−−−−−−−−−−−−−−−+

= −2 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
4 3 2
0 3 −3
0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(II.)= −2 · 4 ·

∣∣∣∣∣∣∣
3 −3
1 1

∣∣∣∣∣∣∣ = −2 · 4 · 6 = −48.

Dabei erfolgt in Schritt (I.) die Entwicklung nach der zweiten Zeile oder dritten Spalte
und in Schritt (II.) die Entwicklung nach der ersten Spalte.

b) Die 5-reihige Determinante lässt sich wie folgt berechnen:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 0 1
0 0 0 1 0
0 0 1 0 0
0 1 0 0 0
1 0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)2 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1.

Dabei werden die erste und die fünfte Zeile sowie die zweite und die vierte Zeile ver-
tauscht. Diese zwei Vertauschungen führen zu dem Faktor (−1)2. Für die Determinante
einer Einheitsmatrix gilt stets det(En) = 1.

Lösung Übung 1.5 auf S. 20:
Nach dem Laplace’schen Entwicklungssatz gilt:

+ − + −

0 1 −1 1
− + − +

1 −1 1 0
+ − + −

2 1 1 1
− + − +

−1 0 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 1 0
1 1 1
0 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
=0

−1 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 0
2 1 1
−1 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣−1 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 0
2 1 1
−1 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣−1 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 1
2 1 1
−1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

= −1 ·
1 ·

∣∣∣∣∣∣1 1
1 2

∣∣∣∣∣∣− 1 ·

∣∣∣∣∣∣ 2 1
−1 2

∣∣∣∣∣∣+ 0 ·

∣∣∣∣∣∣ 2 1
−1 1

∣∣∣∣∣∣


−1 ·
1 ·

∣∣∣∣∣∣1 1
0 2

∣∣∣∣∣∣− (−1) ·

∣∣∣∣∣∣ 2 1
−1 2

∣∣∣∣∣∣+ 0 ·

∣∣∣∣∣∣ 2 1
−1 0

∣∣∣∣∣∣


−1 ·
−1 ·

∣∣∣∣∣∣−1 1
1 1

∣∣∣∣∣∣− 0 ·

∣∣∣∣∣∣1 1
2 1

∣∣∣∣∣∣+ 1 ·

∣∣∣∣∣∣1 −1
2 1

∣∣∣∣∣∣
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2.2 Zulässige Lösungen linearer Programme 69

2.2 Zulässige Lösungen linearer Programme

Die Menge der zulässigen Lösungen eines linearen Programms weist einige
Besonderheiten auf. So ist der Zulässigkeitsbereich X eines LPs konvex und
besitzt sogenannte Ecken. Was diese Eigenschaften beinhalten und warum die-
se zur Bestimmung einer optimalen Lösung eines LPs von Bedeutung sind, ist
Gegenstand dieses Kapitels.

2.2.1 Konvexer Zulässigkeitsbereich

Der Zulässigkeitsbereich eines LPs kann äquivalent zur komprimierten Matrix- Zulässigkeitsbereich

schreibweise in (2.3) auf Seite 57 auch geschrieben werden als:

X =


x =


x1
...

xn

 ∈ Rn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 x1 + . . . + a1n xn ≦ b1
...

. . .
...

...

am1 x1 + . . . + amn xn ≦ bm

x1 , . . . , xn ≧ 0


. (2.8)

Zulässig sind demnach alle nichtnegativen Vektoren x, die jeder der m Neben-
bedingungen genügen. Diese Vektoren x ∈ X heißen zulässige Lösungen von
X. Für die Lösungen müssen alle m Ungleichungen simultan und nicht nur zulässige Lösung

einzelne Ungleichungen erfüllt sein. Graphisch kann diese Bedingung am Zu-
lässigkeitsbereich eines LPs mit zwei Variablen veranschaulicht werden. Hierzu
wird das Beispiel 2.1 erneut aufgegriffen.
Beispiel 2.5
Der Zulässigkeitsbereich für Beispiel 2.1, bei welchem zwei Produkte P1 und P2
herzustellen sind, lautet:

X =


(

x1
x2

)
∈ R2

∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 + x2 ≦ 180 (MI)
x1 + 2 x2 ≦ 240 (MII)

2 x2 ≦ 180 (MIII)
x1, x2 ≧ 0 (NNB)

 .

Gemäß dieser Darstellungsweise durchlaufen die beiden Produkte zunächst Maschi-
ne MI und dann Maschine MII. Produkt P2 durchläuft schließlich noch Maschine
MIII. Es sind alle drei Nebenbedingungen zu berücksichtigen, da sonst die begrenz-
te Kapazität einer Maschine vernachlässigt wird.
Der Zulässigkeitsbereich der beiden Variablen x1 und x2 kann in einem entspre-
chenden Koordinatensystem graphisch dargestellt werden. Dazu werden in Abbil-
dung 2.2 schrittweise die einzelnen Nebenbedingungen ergänzt. Aufgrund der NNB
ist nur der erste Quadrant des Koordinatensystems zu betrachten (links oben). Ein-
zeichnen der Restriktion MI schränkt die Menge der zulässigen Lösungen bereits
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70 2 Lineare Optimierung

deutlich ein (rechts oben). Wie die beiden Nebenbedingungen für MII und MIII
diese Menge noch weiter eingrenzen, zeigen die unteren beiden Abbildungen. Der
Zulässigkeitsbereich X ist schließlich in der unteren rechten Abbildung dargestellt.

100 200

100

200

x1

x2

100 200

100

200

x1 + x2 ≦ 180 (MI)

MI

x1

x2

100 200

100

200
(MI)

x1 + 2 x2 ≦ 240 (MII)

MI ∧ MII

x1

x2

100 200

100

200
(MI)

(MII)

2 x2 ≦ 180 (MIII)

X

x1

x2

Abbildung 2.2: Nebenbedingungen des Zulässigkeitsbereichs X

Ergänzen Sie in der Abbildung 2.2 (rechts unten) die zusätzlichen Restriktion x1 ≦ 200. Was
fällt Ihnen auf?� L-25

Eine Nebenbedingung mit den Eigenschaften, wie beispielsweise die Restriktion
x1 ≦ 200 in Abbildung 2.2 oder die Restriktion (3.) aus der Übungsaufgabe 2.4
aufweist, wird als redundant bezeichnet. Durch eine redundante Nebenbedin-
gung i wird der Zulässigkeitsbereich X eines LPs nicht weiter eingeschränkt.redundante

Nebenbedingung D.h. für i ∈ {1, . . . , m} gilt:

X ∩

(x1, . . . , xn)T ∈ Rn

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1
aij xi ≦ bi

 = X. (2.9)

Wie Beispiel 2.5 zeigt, kann der Zulässigkeitsbereich für Probleme mit zwei
Variablen anschaulich graphisch dargestellt werden. Bereits bei drei Varia-
blen wird dieses allerdings wesentlich aufwendiger (vgl. Xb in Übungsaufga-
be 2.5). In höherdimensionalen Beispielen ist die graphische Visualisierung
deshalb meist nicht mehr möglich.
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5 Einführung in Differential- und
Differenzengleichungen

Vorbemerkungen

Wenn sich eine Krankheit ungehindert ausbreitet, so wird häufig von einem
exponentiellen Wachstum gesprochen. Die Ermittlung einer Funktion zur Be-
stimmung der Anzahl an erkrankten Personen zu jedem möglichen Zeitpunkt
führt zur Theorie der Differentialgleichungen. Bei vielen ökonomischen Mo-
dellen sind Funktionen implizit in Form von Differential- oder Differenzen-
gleichungen gegeben, insbesondere im Zusammenhang mit Produktions- und
Nutzenfunktionen sowie Wachstums- und Marktprozessen. Dabei handelt es
sich um Gleichungen, die eine Beziehung zwischen einer Funktion und ihren
Ableitungen oder zwischen einer Folge und ihren Differenzenfolgen darstellen.
Gesucht sind somit die Funktionen bzw. Folgen, die diesen Gleichungen genü-
gen.

In diesem Kapitel wird in die Theorie der Differential- und Differenzengleichun-
gen eingeführt und ihre Anwendung in den Wirtschaftswissenschaften aufge-
zeigt. Weiterhin werden einige elementare Lösungsmethoden behandelt, die
einen ersten allgemeinen Einblick vermitteln.

Differentialgleichungen dienen der Beschreibung stetiger ökonomischer Pro-
zesse. Differenzengleichungen kommen hingegen bei diskreten Prozessen zur
Anwendung, da ökonomische Größen häufig nur für konstante Zeitintervalle
zur Verfügung stehen. Sobald bei Prozessen von der diskreten zur stetigen
Betrachtungsweise gewechselt wird, gehen Differenzengleichungen in Differen-
tialgleichungen über. Umgekehrt ergeben sich Differenzengleichungen durch
die Diskretisierung von Differentialgleichungen. Der enge Zusammenhang von
Differential- und Differenzengleichungen wird bereits an dieser Stelle deutlich
und zeigt sich wiederholt in den Parallelen der Aufgabenstellungen und den
Lösungsmethoden.
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188 5 Einführung in Differential- und Differenzengleichungen

Ähnlichkeitsdifferentialgleichungen

Eine weitere elementare Lösungsmethode existiert für Ähnlichkeitsdifferenti-
algleichungen. Diese DGLn lassen sich in separable DGLn überführen und
schließlich mit der Methode „Trennung der Variablen“ lösen. Bezeichnet wer-
den diese DGLn in der Literatur auch häufig als homogene Differentialglei-
chungen.

Definition 5.4.
Eine gewöhnliche DGL erster Ordnung heißt Ähnlichkeitsdifferentialglei-
chung, wenn sie sich in der Form

y′ = g
(

y

x

)
bzw. y′(x) = g

(
y(x)

x

)
(5.14)

darstellen lässt. Dabei ist g eine auf einem Intervall definierte, stetige
Funktion.

Um Ähnlichkeitsdifferentialgleichungen zu lösen, erfolgt zuerst die Substitution

z(x) := y(x)
x

bzw. y(x) = x · z(x) (5.15)

mit der entsprechenden Ableitung gemäß der Produktregel:

y′(x) = z(x) + x · z′(x). (5.16)

Grundlagen 5.7. (Produktregel) [G: 2.3.3]
(

f(x) · g(x)
)′

= f ′(x) · g(x) + f(x) · g′(x)

Im Folgenden wird zur besseren Übersichtlichkeit die Schreibweise ohne Argu-
ment verwendet, d.h. y′ = z + x · z′. Einsetzen von (5.15) und (5.16) in (5.14)
ergibt die DGL z + x · z′ = g(z).

Um die Lösungsmethode „Trennung der Variablen“ anwenden zu können, ist
zunächst in Schritt T1) eine Substitution von z = y/x notwendig, die dann in
Schritt T5) wieder rückgängig gemacht werden muss (Resubstitution). Dieses
Vorgehen wird im folgenden Beispiel veranschaulicht.
Beispiel 5.13
Gesucht sei die allgemeine Lösung der DGL y′ = y

x
+
(

y
x

)3
.

*0) Typus: Ähnlichkeitsdifferentialgleichung mit g
(

y
x

)
= y

x
+
(

y
x

)3
.
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Lösungen Übungen L-47

Lösungen zu den Übungen

Lösung Übung 5.1 auf S. 180:

(x, y(x)) (−2, − 1) (−2, 1) (−1, 2) (0, 1) (0, 3)
y′(x) = −2 · x 4 4 2 0 0

(x, y(x)) (1, − 1) (1, 2) (2, 1) (2, − 1) (3, 3)
y′(x) = −2 · x −2 −2 −4 −4 −6

−3 −2 −1 1 2 3
−1

1

2

3

x

y(x)

−3 −2 −1 1 2 3
−1

1

2

3

y

x

y(x)

Richtungsfeld der expliziten DGL y′(x) = −2 · x mit Lösung y(x) = 3− x2

Lösung Übung 5.2 auf S. 180:

−3 −2 −1 1 2 3

−3

−2

−1

1

2

3

x

y(x)

−3 −2 −1 1 2 3

−3

−2

−1

1

2

3

y

ỹ

x

y(x)

Richtungsfeld der expliziten DGL y′(x) = y
x

mit den Lösungen y(x) = x und ỹ(x) = 2x.

Aus dem Vergleich möglicher Lösungskurven folgt, dass die allgemeine Lösung die Form
y = c · x mit c ∈ R besitzt.
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Seite: 124 KAPITEL 4. ZUSAMMENHANGSANALYSE

gegeben, wobei die Stichproben(ko)varianzen durch

S(X, Y ) =
1

N − 1

N
∑

n=1

(Xn − X̄)(Yn − Ȳ ) (4.3)

S(X)2 =
1

N − 1

N
∑

n=1

(Xn − X̄)2 = S(X, X) (4.4)

S(Y )2 =
1

N − 1

N
∑

n=1

(Yn − Ȳ )2 = S(Y, Y ) (4.5)

definiert sind.

Explizit kann man auch

Korrelations-

koeffizient

(Stichprobe)
R =

∑N

n=1
(Xn − X̄)(Yn − Ȳ )

√

∑N

n=1
(Xn − X̄)2

∑N

n=1
(Yn − Ȳ )2

(4.6)

schreiben.

4.1.1 Signifikanztest ρ = 0

Bei bivariat normalverteilten Merkmalen (Abb. 4.1)

[

X

Y

]

∼ N

([

µx

µy

]

,

[

σ2

x σxσyρ

σxσyρ σ2

y

])

. (4.7)

ist unter

Test des Korrelati-

onskoeffizienten

H0 : ρ = 0 (4.8)

H1 : ρ 6= 0 (4.9)

die Teststatistik

T =
√

N − 2
R√

1 − R2
∼ t(N − 2). (4.10)



4.1. METRISCHE MERKMALE Seite: 125

Abbildung 4.1: Bivariate Normalverteilung mit ρ = 0.8 und simulierten
Daten (Streudiagramm; r = .877, N = 32, seed = 99).



5.3. KONFIDENZINTERVALLE FÜR
PROGNOSTIZIERTE WERTE Seite: 151

Beispiel 5.3 (BIP 2007 und Inflationsrate (Konfidenzintervall))

Im Beispiel war

α̂ = −0.827

β̂ = 0.601
̂σ2 = .774

σ̂ =
√

.774 = .88
∑

(xn − x̄)2 =
∑

x2

n − Nx̄2 = 107.121.

Daraus findet man den Streuungsterm

√

̂Var(Ê) = σ̂

√

1

N
+

(x − x̄)2

∑

n(xn − x̄)2

= 0.88

√

1

32
+

(x − 5.5275)2

107.121
.

Das 95%-KI ist damit

(−0.827 + 0.601 x) ± 1.7972
√

1/32 + 0.00934(−5.5275 + x)2

mit dem Quantil t(.975, 30) = 2.04227. An der Stelle x = x̄ = 5.5275
ergibt sich der minimale Wert

2.497 ± 0.318.

Abb. 5.5 zeigt das Konfidenz-Intervall als Konfidenz-Band für alle x-
Werte zwischen 0 und 11.

�

5.3.2 Prognoseintervall für individuelles Y0

(Fall 2)

Der individuelle zufällige Wert Y0 = α + βX0 + ǫ0 = E[Y0|X0] + ǫ0 kann

mit Hilfe von ̂Y0 = α̂ + β̂X0 geschätzt werden. Der dabei zu erwartende
quadrierte Prognose-Fehler ist (vgl. 5.91; alles folgende bedingt auf X0)

E[Y0 − ̂Y0]
2 = σ2

(

1 +
1

N
+

(X0 − X̄)2

∑

n(Xn − X̄)2

)

. (5.95)
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Abbildung 5.5: Geschätzte Gerade mit Konfidenzband Ê[Y |X] ± t(1 −
α/2, N − 2)

√

̂Var(Ê).

Man erhält also im Vergleich zu Glg. 5.91 einen zusätzlichen Term σ2,
der durch den Gleichungsfehler ǫ0 im stochastischen Y0 = α + βX0 + ǫ0

erzeugt wird.

Dies kann wie folgt gezeigt werden (bedingt auf X0):

Da E[Y0] = α + βX0 und E[ ̂Y0] = α + βX0 (Erwartungstreue der KQ-
Schätzer) gilt

E[Y0 − ̂Y0]
2 = Var(Y0 − ̂Y0) = Var(Y0) + Var( ̂Y0). (5.96)

Hierbei wurde Cov(Y0, ̂Y0) = Cov(α+βX0 +ǫ0, α̂+ β̂X0) = 0 ausgenutzt,
da die KQ-Schätzer unabhängig vom Gleichungsfehler ǫ0 sind. Außerdem
gilt ganz allgemein für Zufallsvariablen E[Z2] = Var(Z) für E[Z] = 0.

Setzt man noch Var(Y0) = σ2 und Var( ̂Y0) = σ2
(

1
N

+ (X0−X̄)2
P

n
(Xn−X̄)2

)

(Fall

1) ein und ersetzt wieder σ → σ̂, so ergibt sich das gesuchte Prognose-
Intervall
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Das F -Quantil f(.95, 1, 30) = 4.17088 ist wesentlich kleiner als die Test-
statistik, sodaß die Nullhypothese verworfen wird. Dies stimmt mit dem
Resultat des t-Tests überein (Bsp. 5.2). Die T -Statistik war 7.07611. Qua-
driert man diese, so ergibt sich T 2 = 50.0713, was mit der F -Statistik
übereinstimmt. Dies ist kein Zufall, sondern folgt aus dem Zusammen-
hang T (N − 2)2 = N(0, 1)2/χ2(N − 2) = F (1, N − 2) der T , χ2 und
F -Statistik (vgl. Abs. 1.3.4.2, Nummer 4).

�

Der F -Bruch läßt sich auch mit Hilfe des Korrelationskoeffizienten aus-
drücken, da

SQE

SQR/(N − 2)
=

SQE

SQT − SQE
(N − 2) (5.122)

=
SQE/SQT

1− SQE/SQT
(N − 2). (5.123)

Somit gilt

F =
R2

xy

1−R2
xy

(N − 2). (5.124)

Große (betragsmäßige) Korrelationen führen also zu großen F -
Statistiken.

Im Beispiel ist r2

xy
= 0.625 und somit F = 0.625

1−0.625
30 = 50.07.

5.4.4 Residualanalyse

Nach dem Schätzen der Parameter und dem Testen des Modells sollte
auch eine Analyse der Residuen vorgenommen werden (Diagnose). Hier-Diagnose

mit wird überprüft, ob die Annahmen des Modells (vgl. Abs. 5.1.2.2)
zumindest approximativ erfüllt sind oder ob grobe Abweichungen vorlie-
gen.

Beispielsweise sollten die Residuen ǫ̂n unsystematisch streuen und kei-
ne Abhängigkeit von den Regressoren Xn aufweisen. Dies zeigt sich im
Streudiagramm Abb. 5.7. Die eingezeichnete Regressionslinie hat nur ei-
ne sehr kleine Steigung. Man hat allerdings den Eindruck, daß für große



5.4. VARIANZ-ZERLEGUNG, BESTIMMTHEITSMASS
UND GLOBALER F -TEST Seite: 161

Abbildung 5.7: Streudiagramm der Residuen ǫ̂n mit den Regressoren Xn.

Eingezeichnet ist auch eine geschätzte Regressionslinie.

Abbildung 5.8: Histogramm und Normal-Quantil-Plot der Residuen ǫ̂n. Es

sind keine groben Abweichungen von der Normalverteilung zu erkennen.
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Abbildung 12.20: Streudiagramm, Dichte-Graphik (Höhenlinien) (oben) und

3-D-Darstellung der bivariaten empirischen Dichte (unten) von Dax und

Telekom-Rendite (SAS/JMP).
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P = [ψ1, . . . , ψp] : p× p,M = Diag(µ1, . . . , µp) : p× p (Diagonalmatrix).

Die Summendarstellung von Σ wird als Eigenwertzerlegung oder
Spektral-Darstellung bezeichnet. Man spricht auch von Diagonali-

sierung (P ′ΣP = M). Eigenwert-

zerlegungDie Wichtigkeit dieser Formeln kann gar nicht überschätzt werden. Sie
erlauben, eine Matrix als Überlagerung von Projektionen ψiψ

′

i
auf eindi-

mensionale Unterräume darzustellen, mit den Eigenwerten (Spektrum)
als Gewicht.

Ganz allgemein gilt für die Spur (= trace) der Matrix Spur

∑

i

σii := tr(Σ) =
∑

i

µi = tr(M), (14.318)

da tr(Σ) = tr(PMP ′) = tr(MP ′P ) = tr(M).

Übung: Beweisen Sie die zyklische Eigenschaft tr(AB) = tr(BA)
der Spur.

Beispiel 14.9 (Eigenwerte einer Korrelationsmatrix)

Für die (theoretische) Korrelationsmatrix

R =

[

1 ρ

ρ 1

]

(14.319)

ergeben sich die Eigenwerte aus

det(

[

1 − µ ρ

ρ 1 − µ

]

) = 0 = (1 − µ)2 − ρ2 (14.320)

µ1,2 = 1 ± ρ (14.321)

Die Summe der Eigenwerte ist also 2 = tr(R) = Summe der Diagonale
:= Spur = trace. Ganz allgemein gilt

∑

i

Rii := tr(R) =
∑

i

µi = p. (14.322)

Die Eigenvektoren ergeben sich aus den Bedingungen

(R− µ1I2)ψ1 =

[

−ρ ρ

ρ −ρ

][

ψ11

ψ12

]

=

[

0
0

]

(14.323)

(R− µ2I2)ψ2 =

[

ρ ρ

ρ ρ

][

ψ21

ψ22

]

=

[

0
0

]

. (14.324)
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BEI STATISTISCHEN ANALYSEN

Etwa löst
[

ψ11

ψ12

]

=

[

1
1

]

(14.325)

[

ψ21

ψ22

]

=

[

1
−1

]

(14.326)

(14.327)

obige Gleichungen. Das Betrags-Quadrat der Vektoren ist [1, 1][1, 1]′ =
2, [1,−1][1,−1]′ = 2, sodaß man

ψ1 =

[

ψ11

ψ12

]

= 1/
√

2

[

1
1

]

(14.328)

ψ2 =

[

ψ21

ψ22

]

= 1/
√

2

[

1
−1

]

(14.329)

als orthonormierte Eigenvektoren findet.

Übung: Zeigen Sie, daß ψ1, ψ2 orthonormiert sind.

Es ist wichtig, daß die Eigenvektoren gar nicht von der Korrelati-
on ρ abhängen. Sie zeigen in Richtung der Winkelhalbierenden der
Quadranten. Abb. 14.29 zeigt simulierte Daten aus einer bivariaten
Normalverteilung

N

(

0, R =

[

1 0.9
0.9 1

])

. (14.330)

Die Eigenwerte von R sind 1± 0.9 = 1.9, 0.1 und die orthogonale Matrix
der Eigenvektoren lautet

P = 2−1/2

[

1 1
1 −1

]

(14.331)

PP ′ = P ′P =

[

1 0
0 1

]

= I2. (14.332)

Im gedrehten Koordinatensystem gilt daher

y = P ′x =

[

ψ′

1
x

ψ′

2
x

]

= 2−1/2

[

x1 + x2

x1 − x2

]

(14.333)

und Cov(y) = P ′RP = M = diag(1.9, 0.1).
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-2 -1 0 1 2 3

-2

-1

0

1

2

3

Abbildung 14.29: Simulierte normalverteilte Daten xn, n = 1, ..., N = 1000

mit Kovarianz-Matrix R =

[

1 0.9

0.9 1

]

. Die Hauptachsen zeigen in Richtung

der Winkelhalbierenden.
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KAPITEL 15. FALLSTUDIE:

FILIALGESTALTUNG UND KUNDENZUFRIEDENHEIT

Abbildung 15.12: JMP: Korrelationsmatrix aller Variablen (Cluster der Kor-

relationen). Die Stärke der Korrelation ist durch die Farbe markiert (rot:

r > 0, blau: r < 0. Die items der Konstrukte bilden einen positiv korrelierten

Block.
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