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6.1 Einfaktormodelle

6.1.1 Allgemeine Konzeption

Indexmodelle, allgemeiner Faktormodelle, stellen Zusammenhange zwischen
den Renditen einzelner Wertpapiere eines Marktes oder Teilmarktes auf. Die
einfachste Variante ist ein Einfaktor-Indexmodell. In einem solchen Modell

wird die Rendite einer Aktie r; erkliart durch die Rendite eines Index r;:
ri =a; + Birr + €, (6.1)

wobei wir hier aus Griinden der Ubersichtlichkeit zunachst auf den Zeitindex

verzichten.

Das Indexmodell (6.1) stellt einen Zusammenhang zwischen den Renditen ei-
ner Aktie und den Renditen eines Index auf. Der Hintergrund ist dabei, dass
sich Aktien héufig im Gleichklang bewegen und ein Teil der Bewegung einer
Einzelaktie durch die Bewegung eines Index erklart werden kann. An die Wahl
des Index sind dabei keine globalen Anforderungen gestellt. Um einen hohen
Erklarungsgehalt zu erzielen, ist es sinnvoll, einen Index zu verwenden, der
reprasentativ fir die jeweilige Aktie ist — fiir grofle deutsche Aktien mag das
der DAX sein, fiir mittelgrole eher der MDAX.

Anhand Gleichung (6.1) kann die Varianz der Aktienrendite aufgespalten wer-
den in einen indexgetriebenen und einen idiosynkratischen Anteil, wenn unter-

stellt wird, dass die beiden Renditebestandteile unkorreliert sind:
Cov(ry, e;) = 0; (6.2)

Var(r;) = 37 Var(r;) + Var(e;). (6.3)

In Anlehnung an das CAPM wird der indexgetriebene Anteil hiufig auch sys-
tematisch, der individuelle unsystematisch genannt. Man muss sich dabei vor
Augen halten, dass sich ,systematisch” hier explizit auf den gewéhlten Index
und nicht auf den Markt im Sinne des CAPM bezieht.

Abbildung 6.1 stellt die téglichen Uberrenditen des Marktes und der Siemens-
Aktie fiir das Jahr 2015 grafisch dar. Man erkennt einen ausgepriagten positiven
Zusammenhang. Die Regressionsgerade weist eine Steigung von 0,9 auf — diese
entspricht dem Beta-Faktor der Siemens-Aktie, Ss;p = 0.9.

Die Standardabweichung der téglichen Siemens-Renditen liegt hier bei 1,53 %,
die des DAX bei 1,49 %. Skaliert auf eine Periode von einem Jahr (hier 253
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Tsie = To y = 0,9024z + 0,0005

Abbildung 6.1. Tagesrenditen vom DAX und der Siemens-Aktie im Jahr 2015. Die Re-

gressionsgerade liefert einen Beta-Koeffizienten von 0,9.

Handelstagen) mit dem Faktor /253 erhalten wir Var(rs;g) = 0,244% sowie
Var(rpax) = 0,236%. Der Betafaktor betrdgt 0,9. Damit haben wir

0,244% = 0,9% - 0,236 + Var(essg),

also
0,0594 = 0,0452 + 0,0142.

Die Gesamtvarianz der Siemens-Aktie in Hohe von 0,0594 wird zu etwa 76 %
(0,0452) durch die Varianz des DAX erklart, der idiosynkratische Anteil be-
tragt 24 %.

Indexmodelle werden haufig im Rahmen der Portfoliooptimierung verwendet,
da mit ihnen die Datenanforderungen massiv reduziert werden koénnen. Zur
Portfoliooptimierung nach Markowitz im n-Wertpapier-Fall (siehe Lehreinheit
5) bendtigt man die vollstandige Korrelations- bzw. Kovarianzmatrix mit n
Varianzen und n - (n — 1)/2 Kovarianzen. Nimmt man als Anlageuniversum
die 30 Aktien des DAX, so sind dies insgesamt 465 Daten. Im Einfaktormodell
benétigt man lediglich n 4+ 1 Varianzen (die der Aktien sowie die des Index)
und n Betafaktoren — im Beispiel also 61 Daten. In der Praxis sind die Anla-
geuniversen noch deutlich groflier, was eine Reduktion der Datenanforderungen

um so notwendiger macht.?

I Bei n = 1.000 reduziert sich der Umfang von 500.500 auf 2.001 Daten.

Reduktion der Da-
tenanforderungen
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Allerdings wird diese Reduktion des Datenvolumens erkauft durch eine verein-
fachende Annahme, die man an das Verhalten der Aktienkurse bzw. -renditen
stellen muss: Es wird unterstellt, dass die idiosynkratischen Komponenten un-

tereinander unabhéangig sind, dass also
Cov(ei,€;) =0 Vi,j (6.4)

gilt. Dies stellt eine nicht unerhebliche Einschrankung an das Verhalten der
Aktienkurse dar. Die Bedingung besagt, dass es jenseits des Index keine ge-
meinsamen Faktoren gibt, von denen zwei verschiedene Aktienrenditen abhén-
gen. In der Realitdt werden insbesondere branchen- oder regionenspezifische
Faktoren eine Rolle spielen. Solche Faktoren sind im Einfaktor-Indexmodell
nicht vorgesehen.

Unter dieser Annahme lasst sich die Kovarianzmatrix berechnen. Fur zwei
Aktien ¢ und j gilt:

Cov(rs,rj) = Cov(a; + Birr + €, 05 + ;71 + €5)
= B; B;Var(rr) + B; Cov(ry, €j) + B Cov(e;, 1) + Cov(e;, €;)
= 3; B;Var(ry), (6.5)

da alle Kovarianzen in der zweiten Zeile annahmegeméf3 null sind.

Fiir ein beliebiges Portfolio P mit Gewichten wy, . . ., w, ergibt sich die Rendite

rp = sz o; + (Zwl@) T]—FZUJZ' €;. (66)
i=1 =1 =1

Die Varianz betragt
n 2 n
Var(rp) = <Z w; ﬁi> Var(r;) + > w; Var(e;) (6.7)
i=1 i=1

und ist auch wesentlich leichter zu berechnen als mit der Varianzformel (5.22),
da keine Doppelsumme vorkommt.

6.1.2 Parameterschiatzung im Einfaktormodell

Da wir im Weiteren einige Annahmen tiber die zeitabhingigen Bestandteile
des Einfaktor-Indexmodells treffen wollen, fligen wir dem Faktormodell geméafl

(6.1) nun einen Zeitindex hinzu:

Tig = O + i1 + €y (6.8)
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Wir unterstellen, dass Beobachtungen der Renditen 7; und r; iiber n Zeit-
punkte t = 1,... n vorliegen. Das Modell représentiert einen Spezialfall eines
einfachen linearen Regressionsmodells. Hierbei wird angenommen, dass
die idiosynkratischen Komponenten ¢;; unabhangig und identisch verteilt sind
mit

E(es) = 0 und Var(e;;) = o Vt. (6.9)
Zur Konstruktion von Konfidenzintervallen und Teststatistiken wird tiberdies
unterstellt, dass die idiosynkratischen Komponenten normalverteilt sind, also

€it ™~ N(O, 0'2). (610)
In diesem Fall sind auch die Aktienrenditen r;;, normalverteilt mit
E(Ti,t) = + Birry; var(ri,t) = 02, (6.11)

wobei die Aktienrenditen r;; bedingt (auf eine Auspragung des Faktors) unab-
hangig sind. Im Zuge der linearen Regression werden die Modellparameter «;
und f3; nach der Methode der kleinsten Quadrate geschétzt. Hierbei werden die
Schétzer &; und Bl in der Form bestimmt, dass die Summe der quadratischen
Abweichungen

Z gzz,t = Z(Ti,t — Q; — Bﬂ’[,t)2 (6.12)
t

t
bei gegebenen Daten (r;;,7;) minimiert wird.? Anhand der Schitzer &; und
f; erhilt man die geschétzten Aktienkursrenditen:

Tit = Q4 + Bz It (6.13)

Der Schétzer fir die Aktienkursrenditen reprasentiert die Schatzung fir den
bedingten Erwartungswert der Aktienkursrenditen bei gegebenen Realisatio-
nen der Indexrenditen, 74, und kann damit zur Prognose von r;; verwendet
werden. Hat man das lineare Regressionsmodell ausgehend von den Realisa-
tionen (r;,7+) spezifiziert, so stellt sich die Frage nach der Anpassungsgiite
des Modells. Naiv kénnte man versucht sein, iiber die Summe der quadrier-
ten Storterme auf die Anpassungsgiite des Modells zu schlieen. Dies birgt
jedoch zwei Kernprobleme: Zum einen besitzt die Quadratsumme der Resi-
duen keine absolute obere Schranke, zum anderen ist sie mafistabsabhéngig.
Damit ist die Quadratsumme der Storterme kein geeignetes Mafl zur Quantifi-
zierung der Anpassungsgiite. Stattdessen beruft man sich auf das so genannte
Bestimmtheitsmaf3 (R?), um zu ermitteln, wie gut das Regressionsmodell
die Variabilitit in den zugrunde liegenden Daten erklirt. Das R? ist in der

2 Vgl. hierzu z. B. Fahrmeir, Kneib und Lang (2009), S. 90 ff.
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vorliegenden Situation definiert durch
_ Si(Piy —74)? - Se(rie — 74)?
ST — 7i)? Si(riy — 1)

wobei 7; die mittlere Rendite iiber den Beobachtungszeitraum bezeichnet. Das

R? (6.14)

heifit, das Bestimmtheitsmafl wird gegeben durch den Anteil der durch die
Regression erklarten Quadratsumme an der zu erklarenden Quadratsumme.
Naturgemaf nimmt R? Werte aus dem Intervall [0,1] an. Allgemein gilt: Je
hoher der Wert fiir das Bestimmtheitsmaf}, desto hoher die Anpassungsgiite
des Modells an die Daten. Fiir R? = 1 liegt ein perfektes Modell vor, fiir R? = 0
liefert das lineare Regressionsmodell keinerlei Erklarungsgehalt.

Da R? iiblicherweise anhand von Stichproben einer Grundgesamtheit ermittelt
wird, ist in diesem Fall zu hinterfragen, ob der fiir das Bestimmtheitsmaf} er-
mittelte Wert ‘valide’ ist. Anhand eines F-Tests lasst sich R? auf statistische
Signifikanz testen. Hierbei testet man die Hypothese, dass kein linearer Zu-
sammenhang zwischen r; und r; besteht, das heifit, die Hypothese R? = 0. Fiir
(n — 2) Freiheitsgrade ist die Teststatistik des F-Tests definiert als:

2

F=——
1— R?

(n—2). (6.15)

Uberschreitet der ermittelte F-Wert den zu einem vorgegebenen Signifikanz-
niveau zugehorigen kritischen F-Wert, so ist die Hypothese R? = 0 auf diesem
Niveau zu verwerfen. Im obigen Beispiel nimmt das R? einen Wert von 0,762
an; bei n = 252 Beobachtungen folgt

0,7616
F pr— 7’ . 2 p— . ].
om0 =T (6.16)

Bei 250 Freiheitsgraden muss der F-Wert auf dem Signifikanzniveau von 99 %
(bzw. 95 %) die kritische Grofle F' = 6,74 (bzw. F' = 3,88) tberschreiten, da-
mit die Hypothese R? = 0 verworfen werden kann. Bei F-Werten, die kleiner
sind, kann diese Hypothese nicht mit ausreichender Sicherheit verworfen wer-
den. Da der F-Wert im vorliegenden Beispiel die kritischen Niveaus deutlich
iiberschreitet, kann davon ausgegangen werden, dass zwischen den Renditen
r; der Aktie und r; des Index ein signifikanter Zusammenhang besteht.

Neben dem Bestimmtheitsmafl dienen tiblicherweise der Standardfehler der
Schatzung sowie die Standardfehler beziehungsweise Signifikanztests der Re-
gressionskoeffizienten, o; und f3;, zur Uberpriifung der Verlisslichkeit des Mo-
dells. Der Standardfehler der Schiatzung gibt Auskunft iiber die Streuung
der Residuen:

Dot ézZ,t

n—2°

MSE =

(6.17)
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Der Standardfehler von Bl bestimmt sich indes zu:

se() =/ Var(B;) = MSE - ! , (6.18)
Zt(rl,t - 771)2

wobei der Standardfehler von &; definiert ist als:

« - \/ >t T%,t
se(d;) = /Var(d;) = MSE - : (6.19)
\/nzt<7"1,t —7r)?

Die Standardfehler der Regressionskoeffizienten geben einen ersten Anhalt zur
Streuung der Koeffizienten, das heifit, sie quantifizieren die Bandbreite der
erwarteten Werte, die man bei einer Schatzung der Koeffizienten auf Basis

einer anderen Stichprobe annehmen wiirde.

Unterzieht man die Regressionskoeffizienten einem Signifikanztest, so zielt dies
auf die Frage ab, mit welcher Berechtigung sich die Null-Hypothese, a; = 0
beziehungsweise ; = 0, verwerfen lasst. Wére beispielsweise der Regressions-
koeffizient 3; = 0, so bestiinde kein linearer Zusammenhang zwischen r; und
r;. Beim t-Test wird der Schitzer des Regressionskoeffizienten in Beziehung

zu seinem Standardfehler gesetzt:

taa(B) = 5£> ba(de) = — (6.20)

Uberschreiten diese t-Werte die kritischen Werte auf einem vorgegebenen Signi-

fikanzniveau, so bezeichnet man die Schatzer auf diesem Niveau als statistisch
signifikant. Im obigen Beispiel gilt:

tn—Q(Bi) - 28737 tn—Q(@z) = _1704 (621>

Ein Vergleich mit den kritischen Werten der t-Verteilung zeigt, dass f3; auf sehr
hohem Niveau (weit iiber 99,99 %) statistisch signifikant ist, wahrend &; selbst
auf einem Niveau von 90 % nicht als statistisch signifikant eingestuft wird.

Anhand der t-Werte lassen sich ebenso Konfidenzintervalle fiir die Schatzer
der Regressionskoeffizienten angeben: Fir ein Quantil ¢ ergibt sich das (1 —q)-
Konfidenzintervall fir 3; gemaf:

[Bz —lp21-q/2" 56(37;)7 B+ tn—2,1-q/2 " 56(32’)]' (6.22)

In analoger Weise lasst sich ein Konfidenzintervall fiir o; angeben. Eine Bei-

spielrechnung betrachten wir im Lehrvideo.

Statistische Signifi-
kanz der Regressi-
onskoeffizienten
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