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4.2 Zeitdiskrete Bewertung

4.2.1 Einperioden-Binomialmodell

4.2.1.1 Duplikationsprinzip

Zur Bewertung von Optionen werden wir wieder das Duplikationsprinzip an-
wenden. Im Gegensatz zu Forwards und Futures miissen wir allerdings eine
zusétzliche Annahme tiber das Verhalten des Underlying-Kurses treffen. Wir
benotigen Informationen tiber die statistische Verteilung des Kurses bei Fél-
ligkeit der Option bzw. iiber den stochastischen Prozess, dem das Under-
lying folgt.

Zur Hlustration des Bewertungsprinzips betrachten wir in diesem Abschnitt zu-
nachst den einfachsten aller moglichen Prozesse. Bis zur Falligkeit der Option
seien nur zwei Kursbewegungen moglich: Entweder der Kurs steigt um einen
Faktor u (fiir ,up”-Faktor), oder er fillt mit einem Faktor d (fiir ,,down”-
Faktor). Dies entspricht einer Binomialverteilung mit nur zwei moglichen
Kursen* bei Optionsfilligkeit, niamlich Sy - v und Sy - d, wobei Sy den initia-
len Underlying-Kurs bezeichnet. Da die gesamte Laufzeit der Option als eine
Periode aufgefasst wird, spricht man vom Einperioden-Binomialmodell.

Zur Duplikation der Option miissen die Parameter u und d fiir die Aufwérts-
bzw. Abwartsbewegung bekannt sein. Hingegen bendétigen wir keine Informa-
tionen tber die Wahrscheinlichkeit, mit der die beiden moglichen Zustinde
eintreten kénnen! Diese Aussage mag iiberraschen. Wir werden das Thema
der Wahrscheinlichkeiten in Abschnitt 4.2.1.3 noch ausfihrlich diskutieren.

Des Weiteren unterstellen wir, dass das Underlying keinerlei Halteertrige (wie
Dividenden- oder Kuponzahlungen oder etwa eine Convenience Yield) wéh-
rend der Laufzeit der Option generiert und auch keinerlei Haltekosten anfallen.
Dies trifft insbesondere fiir eine dividendenlose Aktie zu, die wir im Weiteren
betrachten. Wir bewerten eine europdische Option, also mit Austibungsmog-
lichkeit nur bei Falligkeit.

4Eine Binomialverteilung mit nur zwei méglichen Werten wird auch Bernoulliverteilung
genannt. Mathematisch prézise ausgedriickt ist die Anzahl der Aufwéartsbewegungen bino-
mialverteilt bzw. bernoulliverteilt.
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Als Beispiel diene eine Kaufoption auf eine Aktie mit aktuellem Kurs Sy, = 80.
Die Laufzeit der Option sei 7" = 1 Jahr. Die Aktie kann innerhalb dieser
Periode entweder mit einem Faktor v = 1,125 auf

steigen oder mit einem Faktor d = 0,875 auf

fallen. Der Basispreis der Option sei X = 75. Wie wir im Weiteren noch sehen,
bendtigen wir zusatzlich den risikofreien Zinssatz (iiber die Optionslaufzeit) —
er betrage r = 5%.

In Bezug auf die Kaufoption sind nun zwei Szenarien bei Félligkeit denkbar
(siche Abbildung 4.7): Steigt der Aktienkurs auf 90, so ist die Option im Geld.
Die Auszahlung f7 betrigt 90 — 75 = 15. Féllt der Aktienkurs auf 70, so ist
die Option aus dem Geld. Die Auszahlung f; betragt 0.

+

fi =15
5" =90

fi=0
57 =170

Abbildung 4.7. Veranschaulichung des Finperioden-Binomialmodells mit Parametern Sy =
80,u = 1,125 und d = 0,875.

Unser Ziel ist es, diese Zahlungsstruktur exakt zu duplizieren. Hierzu ste-
hen uns die zugrunde liegende Aktie sowie eine risikolose Geldaufnahme bzw.
-anlage zur Verfligung. Letztere Moglichkeiten kénnen wir als Zerobond mit
Nominalwert Z B auffassen, der entweder gekauft wird (Geldanlage) oder ver-
kauft wird (Geldaufnahme). Damit die Duplikation gelingt, missen die Zah-
lungen aus dem Duplikationsportfolio in allen beiden moglichen Zustianden

Duplikation der
Option mit Aktie
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identisch sein mit denen der Option. Ist also a die Anzahl der Aktien im Du-

plikationsportfolio (die positiv oder negativ sein kann), so muss gelten:

(i) a-90+ ZB =15,
(ii) a-70+ZB=0.

Wir haben also ein lineares Gleichungssystem mit zwei Gleichungen (fir die
beiden moglichen Zustédnde) und zwei Unbekannten (die Anzahl Aktien a sowie
der Nominalwert des Zerobonds Z B im Duplikationsportfolio). Dieses System
konnen wir mit den Standardverfahren l6sen; beispielsweise konnen wir Glei-

chung (i7) von Gleichung (i) abzichen:
a-20=15.

Hieraus folgt
a=0,75.

Durch Einsetzen in (ii) erhalten wir
0,7%- 710+ 2B=0 = ZB = —-525.

Das Duplikationsportfolio besteht somit aus 0,75 Aktien sowie einer Geldauf-
nahme (negatives Vorzeichen des Zerobonds) mit Riickzahlungsbetrag 52,5.

Wir priifen nach, dass das Duplikationsportfolio tatsiachlich in beiden Zustén-
den eine zur Option identische Auszahlung generiert:

(i)  0,75-90 — 52,5 = 15,
(ii)  0,75-70 — 52,5 = 0.

Nun kénnen wir das zentrale Argument des Duplikationsprinzips anwenden: Da
das Duplikationsportfolio und die Option in allen moglichen Zustédnden (hier
annahmegeméifl genau zwei) identische Auszahlungen generieren, miissen sie
auch denselben Wert aufweisen. Der Wert des Duplikationsportfolios ist aber
einfach zu bestimmen: Wir kennen den Wert der Aktie in ¢ = 0 (der Aktienkurs
So = 80), und wir konnen den Wert des Zerobonds durch Diskontieren mit dem
risikofreien Zinssatz ermitteln. Es ergibt sich der Wert der Option fy:

ZB

fo = a-50+7(1+T)T (4.7)
52,5
= 0,75-80 — T 05

= 10,0.
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Dieser Wert gilt unter unserer einfachen Verteilungsannahme mit zwei mogli-
chen zukiinftigen Aktienkursen. Allerdings haben wir an keiner Stelle in der
Argumentation die Wahrscheinlichkeiten benotigt, mit denen die beiden Zu-
stinde eintreten. Insofern benotigen wir nicht die vollstindige Information
iiber die Verteilung — es gentigen die beiden moglichen Aktienkurse bei Fallig-
keit (bzw. die zugehorigen up- und down-Faktoren), ohne deren Eintrittswahr-

scheinlichkeiten zu kennen.

4.2.1.2 Hedgingprinzip

Wir rollen die Bewertung nun noch einmal aus einer leicht geédnderten Per-
spektive auf. Ausgangspunkt ist weiterhin das Einperioden-Binomialmodell.
Anstelle einer Duplikation sei nun das Ziel, die bestehende Optionsposition zu
hedgen, so dass das entstehende Portfolio aus Option und Hedge moglichst
kein Risiko mehr aufweist.

Als Hedgeinstrumente kommen nach wie vor grundsétzlich die Aktie sowie
ein Zerobond in Frage. Kein Risiko bedeutet, dass das Gesamtportfolio in al-
len moglichen Zustanden — hier genau zwei — denselben Wert aufweist. Es sei
wiederum a die Anzahl der Aktien und ZB der Nominalwert des Zerobonds.
Da die Kaufoption und die Aktie tendenziell gleichgerichtet sind — beide pro-
fitieren von steigenden Aktienkursen —, gehen wir davon aus, dass wir zum
Hedging der Option eine Short- bzw. Leerverkaufsposition in der Aktie einge-
hen miissen, also eine negative Anzahl —a. Im ,,up”-Zustand betriagt der Wert
des Gesamtportfolios

ff—a-Sf+7ZB, (4.8)
im ,,down”-Zustand

fr—a-S;+7ZB. (4.9)

Fiir einen risikofreien Hedge muss gelten
ff—a-St+7ZB=f; —a-S; + ZB. (4.10)

Offenbar spielt der Zerobond fiir den Hedge keine Rolle — unabhéngig vom
Zustand weist er immer denselben Riickzahlungsbetrag auf. Wir konnen daher
auf den Zerobond verzichten und den Hedge ausschliefSlich auf Basis der Aktie
aufbauen:

ff—a-Sf=fr—a- S;. (4.11)
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Es folgt
ft = fr =—a-(Sy — SF)
_ i —fr f’

Diese Zahl wird Hedge Ratio genannt und iiblicherweise mit A bezeichnet.
Sie gibt die Anzahl an Aktien an, die man verkaufen muss, um eine bestehende
Optionsposition risikofrei zu stellen. Im Falle einer Kaufoption besteht der
Hedge also aus einer (Leer-)Verkaufsposition in

i —rfr

A=
S — S5

(4.13)

Aktien.

Wie kann nun diese Erkenntnis zur Bewertung der Option genutzt werden? Das
zentrale Argument lautet: Da das Portfolio aus Optionsposition und Hedge-
position zusammen risikofrei ist, kann der Wert dieses Gesamtportfolios durch
einfaches Diskontieren mit dem risikofreien Zinssatz ermittelt werden. Der
Wert bzw. die Zahlung des Portfolios, bestehend aus einer Option, fr, und
—A Aktien, —A S7, betragt

fr—ASp=ff—A-Sf=f—A-S;. (4.14)

Da dieses Portfolio wie dargelegt risikofrei ist, ergibt sich der Wert des Ge-

samtportfolios in t = 0 durch Diskontieren mit dem risikofreien Zinssatz:

fi—A-SF
(1+nrT -

In dieser Gleichung sind nun alle Gréfen aufler dem gesuchten Optionswert fy

Jo—AS) = (4.15)

bekannt. Durch Umstellen erhalten wir

N
jo= I A5

T A% (4.16)

Im obigen Beispiel erhalten wir die Hedge Ratio zu

15—-0
90 — 70

A= = 0,75.

Man beachte, dass A gerade der Anzahl Aktien im Duplikationsportfo-
lio mit negativem Vorzeichen entspricht. Der Hedge besteht also aus 0,75
leerverkauften Aktien. Ein Portfolio aus der Kaufoption und 0,75 leerver-
kauften Aktien ist risikofrei. In beiden Situation ist der Wert bei Falligkeit
identisch: entweder

15-0,75-90 = —52,5
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oder
0—0,75-70 = —52,5.

Fiir den Wert der Option in ¢ = 0 erhalten wir

_15-0,75-90

= 75 - 80 = 10,0.
fO 1705 + 07 80 )

4.2.1.3 Prinzip der risikoneutralen Bewertung

Das Hedgingprinzip liefert die Grundlage fiir ein weiteres Bewertungsprinzip,
dessen Bedeutung aufgrund seiner allgemeinen Anwendbarkeit kaum iiber-
schétzt werden kann: das Prinzip der risikoneutralen Bewertung. Die Argu-
mentation dieses Prinzips ist wie folgt:

e Das Risiko einer Option kann durch Portfoliobildung (zusammen mit
Hedgeinstrumenten) vollstandig eliminiert werden.

e Es ist daher fiir die Bewertung unerheblich, welche Risikoeinstellung die
Marktteilnehmer haben (wie stark risikoavers sie sind).

e 7u Bewertungszwecken konnen wir somit irgendeine beliebige Risikoein-
stellung der Marktteilnehmer unterstellen — fiir den Wert der Option
spielt das keine Rolle.

e Wir unterstellen eine risikoneutrale Welt als einfachste aller denkbaren
Risikoeinstellungen, also eine Welt, in der alle Marktteilnehmer risiko-
neutral sind. (Wir wissen, dass diese Annahme von der Realitit abweicht.
Wir kénnen aber trotzdem zu Bewertungszwecken diese Annahme tref-
fen, da der Wert der Option ja hiervon unabhéngig ist. Insbesondere gilt
der Wert der Option unter dieser bewusst falschen Annahme auch in der
realen Welt mit risikoaversen Marktteilnehmern.)

Wir tun also so, als seien alle Marktteilnehmer risikoneutral. Das bedeutet,
sie orientieren sich ausschlieflich am Erwartungswert einer Investition, nicht
am Risiko. Das wiederum hat zur Folge, dass die erwartete Rendite aller In-
vestitionen gleich dem risikofreien Zinssatz sein muss. Denn wére dies nicht
so, hétte etwa eine Investition eine hohere erwartete Rendite, so wiirden alle
Marktteilnehmer diese Investition gegeniiber der risikofreien Anlage bevorzu-
gen und nachfragen, so dass der Preis so lange stiege, bis die erwartete Rendite
gleich dem risikofreien Zinssatz ist.

Annahme der
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da Risikoeinstel-
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Erwartete Rendite
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Zins



Erwartungswert
der Aktie durch
Aufzinsen mit risi-
kofreiem Zins

Fiktive Wahr-
scheinlichkeiten
in risikoneutraler
Welt

164 KE 4. Optionen

Was bedeutet diese Annahme einer fiktiven risikoneutralen Welt nun fiir die
Bewertung einer Option? Geméfl der Argumentation muss auch die erwartete
Rendite der zugrunde liegenden Aktie gleich dem risikofreien Zinssatz sein.
Der risikoneutrale Erwartungswert des Aktienkurses bei Falligkeit belduft sich
auf

Eg[St]) = So- (1 +7)T. (4.17)

Die Tatsache, dass dieser Erwartungswert nicht in der realen Welt gilt, sondern
in der risikoneutralen Welt, wird durch den Index ¢ angedeutet.”

Hieraus lassen sich (in der risikoneutralen Welt giiltige) Wahrscheinlichkeiten
fiir die beiden Zustéinde S; und S; ableiten: Sei ¢ die Wahrscheinlichkeit (in
der risikoneutralen Welt), dass der hohere Aktienkurs S7. eintritt, so ist 1 — ¢
die Wahrscheinlichkeit (in der risikoneutralen Welt) fiir S;., und es gilt

Durch Gleichsetzen von (4.17) und (4.18) folgt:

q¢-SF+1—q) Sy =5 -1+nr)"
— q~(S§E—S§):SO-(1+T)T—S;
So- (L+1)" =Sy

T s s

(4.19)

Diese in der risikoneutralen Welt giiltige Wahrscheinlichkeit fiir eine Aufwérts-
bewegung der Aktie wird risikoneutrale Wahrscheinlichkeit genannt.

Da S} = Sp-u und S; = Sy - d gilt, kénnen wir die Gleichung unabhingig
vom Aktienkurs Sy schreiben:

SO'(l—l—T)T—SO'd

So-u—5Sy-d
1+nmT —d

Diese Form wird sich bei der Betrachtung des Mehrperioden-Binomialmodells

in Abschnitt 4.2.2 als nutzlich erweisen.

Die Aussage, dass die erwartete Rendite aller Investitionen gleich dem risiko-
freien Zinssatz sein muss, gilt auch fiir die zu bewertende Option. Die erwarte-

5Die Wahl dieses Symbols erklirt sich vor dem Hintergrund, dass Wahrscheinlichkeiten in

der realen Welt haufig mit P oder p fiir englisch probability bezeichnet werden. Fir Wahr-
scheinlichkeiten in der risikoneutralen Welt wurde daher pragmatisch der nachfolgende
Buchstabe @ bzw. q gewahlt.
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te Auszahlung Eq[fr] einer Investition in die Option (mit noch unbekanntem

Wert fj) ergibt sich also aus einer Rendite gleich dem risikolosen Zinssatz:

Eqlfr] = fo- (1 +7)". (4.21)
Fiir den Optionswert gilt demnach
Eqlfr]
= : 4.22
Jo (1+nr)T (422)

In Kenntnis der risikoneutralen Wahrscheinlichkeiten fiir die Aktienkursbewe-
gungen konnen wir die erwartete Auszahlung der Option bei Félligkeit und
damit auch die erwartete Rendite — alles in der risikoneutralen Welt — be-
stimmen: Mit (risikoneutraler) Wahrscheinlichkeit g steigt die Aktie, und die
Auszahlung der Option betrigt f7. Mit (risikoneutraler) Wahrscheinlichkeit
1 — g fillt die Aktie, und die Auszahlung der Option betriagt f. Somit betragt
die erwartete Auszahlung

Eqlrrl=q- ff +(1—q) - f7. (4.23)

Durch Einsetzen in die allgemeine Gleichung (4.22) erhalten wir:

_ ¢ ff+(1-9-fr
(14+n)T '

fo (4.24)

Im obigen Beispiel betragt die risikoneutrale ,,up”’-Wahrscheinlichkeit

801,05 — 70
1= —90_70 o7

die risikoneutrale ,,down”-Wahrscheinlichkeit entsprechend 0,3.

Der Optionswert ergibt sich zu

07154030

Jo 1,05

= 10,0.

Wie man sieht, stimmt der Optionswert mit den gemafi Duplikations- und
Hedgingprinzip ermittelten Werten, fiir die keinerlei Risikoneutralitdtsannah-
men getroffen wurden, {iberein. Dies ist konsistent mit unseren Uberlegungen,
denen zufolge die Risikoneutralitdtsannahme fiir den Wert der Option uner-
heblich ist. Es ist extrem wichtig festzuhalten:

Der mithilfe des Prinzips der risikoneutralen Bewertung ermittelte
Wert einer Option gilt auch in der realen Welt mit risikoaversen

(und heterogenen) Marktteilnehmern.
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Die Risikoneutralitdtsannahme ist also keineswegs eine Einschrénkung. Wir
unterstellen nicht, dass die Marktteilnehmer tatsachlich risikoneutral sind. Wir
tun nur so, also ob sie es waren, um die Bewertung zu vereinfachen, wohl wis-
send, dass das Ergebnis dieser Bewertung auch bei Fallenlassen der Risikoneu-
tralitatsannahme Bestand hat.

Wie insbesondere das Beispiel zeigt, wird die Bewertung mithilfe des Prinzips
sehr einfach, sobald die risikoneutralen Wahrscheinlichkeiten ermittelt sind.
Zur Anwendung des Prinzips war eine zentrale Feststellung notwendig: Durch
Portfoliobildung kann das Risiko der Option vollstindig eliminiert werden.
Sobald diese Moglichkeit gegeben ist, hat Gleichung (4.22) Bestand. Sie bein-
haltet die Kernaussage des Prinzips der risikoneutralen Bewertung:

Der Wert einer Option entspricht ihrer erwarteten Auszahlung in
der risikoneutralen Welt, diskontiert mit dem risikofreien Zinssatz.

Die Moglichkeit der Risikoeliminierung haben wir zunéchst nur fir das Ein-
perioden-Binomialmodell gezeigt. An die spezielle Art der Option haben wir
jedoch keine Anforderungen gestellt, abgesehen davon, dass es einen festen
Auszahlungszeitpunkt T gibt, dass es sich also um eine européische Option
handelt. Die Uberlegungen gelten fiir beliebige Auszahlungsprofile (f7; f7),
insbesondere also auch fiir (européische) Put-Optionen.

Wie wir in nachfolgenden Abschnitten sehen werden, ist die Moglichkeit der Ri-
sikoeliminierung auch in komplexeren Modellen sowie auch fiir amerikanische
Optionen gegeben (wobei dann allerdings eine zwischenzeitliche Anpassung des
Hedgeportfolios erforderlich ist). Durch diese in einer groen Modellklasse vor-
handene grundsatzliche Moglichkeit der Risikoeliminierung wird das Prinzip

der risikoneutralen Bewertung zu einem sehr méchtigen Werkzeug.

4.2.1.4 Arbitragestrategien

GeméiB unseren Uberlegungen muss sich auf einem vollkommenen Markt bei
Giiltigkeit der Prozessannahme (also im Einperioden-Binomialmodell) der be-
rechnete Optionspreis einstellen, da anderenfalls Arbitrage moglich wéire. Wie
wiirde eine solche Arbitragestrategie aussehen? Das Grundprinzip einer Arbi-

tragestrategie ist immer dasselbe:

e Falls der angebotene Preis niedriger als der theoretische Wert ist: Kaufe
die Option zum angebotenen niedrigen Preis und verkaufe das Duplika-

tionsportfolio.
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e Falls der angebotene Preis hoher als der theoretische Wert ist: Verkaufe
die Option zum angebotenen hohen Preis und kaufe das Duplikations-
portfolio.

Nehmen wir an, im obigen Beispiel wird uns die Option anstelle zum theo-
retischen Wert von 10,0 zum Preis von 9,0 angeboten. Das Duplikations-
portfolio bestand aus 0,75 Aktien (Kurs Sy = 80) und einem Zerobond im
Nominalwert von —52,5 (negatives Vorzeichen, also Short-Position bzw.
Geldaufnahme).

Da der Angebotspreis unter dem theoretischen Wert liegt, kaufen wir die
Option und verkaufen das Duplikationsportfolio:

e Kauf Option: (Aus-)Zahlung —9,0.
o (Leer-)Verkauf 0,75 Aktien: (Ein-)Zahlung +0,75 - 80 = +60.
e Kauf Zerobond: (Aus-)Zahlung —52,5/1,05 = —50.

Per Saldo ergibt sich eine positive Zahlung in Hohe von —9,04-60,0—50,0 =
+1,0.

Nun miissen wir sicherstellen, dass zu keinem zukiinftigen Zeitpunkt eine
negative Zahlung resultiert. Hierzu miissen wir alle moglichen Aktienkurse
bei Félligkeit in 7' = 1 betrachten — im Einperioden-Binomialmodell genau
zwel:

e Der Aktienkurs steigt auf S = 90.
— Austibung der Option zum Basispreis 75: (Ein-)Zahlung
90 — 75 = +15.

— (Riick-)Kauf der leerverkauften 0,75 Aktien: (Aus-)Zahlung
—0,75-90 = —67,5.

— (Ein-)Zahlung des Zerobonds:
+52,5

— Saldo: +15 — 67,5+ 52,5 = 0

e Der Aktienkurs fallt auf S; = 70.

— Option verfallt ohne Zahlungskonsequenzen.
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— (Rick-)Kauf der leerverkauften 0,75 Aktien: (Aus-)Zahlung
—0,75-70 = —52,5.

— (Ein-)Zahlung des Zerobonds:
+52,5

— Saldo: —52,5 + 52,5 = 0

Somit generiert die Arbitragestrategie einen sicheren Gewinn von 1in¢ = 0
(dies entspricht gerade der Differenz aus Angebotspreis und theoretischem
Wert), und in keiner Situation fallt zu einem zukiinftigen Zeitpunkt eine
Auszahlung an. Das Arbitragetableau ist in nachfolgender Tabelle noch

einmal zusammengefasst.

t=0 t=1
S1=90 S; =70
Kauf Option -9 +15 0
Verkauf 0,75 Aktien 460 —67,5 —52,5
Kauf Zerobond —50 +52,5 +52,5
Saldo +1 0 0

4.2.2 Mehrperioden-Binomialmodell

4.2.2.1 Europiische Option im Zweiperioden-Binomialmodell

Nun ist die Prozessannahme des Einperioden-Binomialmodells nicht sonder-
lich realistisch. Der Aktienkurs wird aufgrund einer Vielzahl von Kursbewe-
gungen bei Optionsfalligkeit nicht nur zwei, sondern eine ganze Reihe mogli-
cher Werte annehmen konnen. Um zu einer realitdtsndheren Betrachtung zu
kommen, erweitern wir das Modell zu einem Mehrperiodenmodell. In jeder
(Teil-)Periode sind nach wie vor nur zwei Bewegungen — aufwérts oder abwérts
— moglich; aber durch die Aneinanderreihung vieler solcher Teilperioden wird
eine realistischere Modellierung moglich.

Um das Prinzip zu veranschaulichen, betrachten wir zunéchst ein Zweiperio-
den-Binomialmodell. Hierzu wird die Optionslaufzeit T" aufgeteilt in zwei
Perioden der gleichen Lange T'/2. In jeder der Perioden kann der Kurs der zu-
grunde liegenden Aktie jeweils entweder um den Faktor u steigen oder um den
Faktor d fallen. Die Situation ist in Abbildung 4.8 veranschaulicht. Aufgrund

der mehrfachen Verzweigung spricht man auch von einem Binomialbaum.
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2.2 Unternehmenswertmodelle zur Kredit-

bewertung

2.2.1 Das Merton-Modell

2.2.1.1 Grundidee des Modells

Im letzten Abschnitt ist deutlich geworden, dass sich die Bonitatspramie und
damit der Credit Spread nicht ohne Weiteres aus der Ausfallwahrscheinlichkeit
(und der Riickzahlungsquote) berechnen lisst, da der Credit Spread auch von
der Risikoaversion am Markt mafigeblich beeinflusst wird. In diesem Abschnitt
gehen wir einen anderen Weg mit dem Ziel der Bestimmung des Credit Spread.
Hierzu betrachten wir einen modelltheoretischen Ansatz, der den Ausfall ei-
nes Unternehmens modelliert, ohne dass die Ausfallwahrscheinlichkeit oder ein

Rating exogen bekannt sein muss.

Die Idee dieses modelltheoretischen Ansatzes besteht darin, den Ausfall tiber
die Entwicklung der Unternehmensaktiva (also des Vermogens bzw. des
Unternehmenswertes) zu erklidren. Dabei wird auf den Tatbestand der Uber-
schuldung abgestellt: Der Ausfall tritt ein, wenn das Vermogen (also der Wert

der Unternehmensaktiva) geringer ist als die Schulden.

Fir die Entwicklung der Unternehmensaktiva wird dabei ein stochastischer
Prozess unterstellt. Das bedeutet, diese Entwicklung ist zufallig, folgt aber
bestimmten statistischen Vorschriften. Zusammenfassend lasst sich die Idee
eines Unternehmenswertmodells zur Kreditbewertung wie folgt darstellen:

e Der Ausfall wird durch den Wert der Unternehmensaktiva bestimmt.
e Der Wert der Unternehmensaktiva folgt einem stochastischen Prozess.
e Ist der Wert der Unternehmensaktiva kleiner als das nominale Fremdka-

pital, fallt das Unternehmen aus.

Die Idee der Unternehmenswertmodelle geht zuriick auf Merton (1974).7 In
seinem grundlegenden Ansatz hat Merton die Modellierung hinsichtlich der

" Die Modelle werden daher auch Merton-Modelle genannt. Im englischen Sprachraum sind
die Bezeichnungen firm-value model, asset-value model und Merton-style model gebrauch-
lich.

Ziel: Modelltheore-
tische Bestimmung
des Credit Spread

Ausfall bei
Uberschuldung

Unternehmenswert
folgt stochasti-
schem Prozess



Fremdkapital
besteht aus einfa-
chem Zerobond
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Ubergang des Un-
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Aktiva bestimmt
Ausfall
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Fremdkapitalstruktur des Unternehmens sowie des stochastischen Prozesses

konkretisiert. Fiir die Fremdkapitalstruktur gilt:

e Es wird die einfachstmogliche Situation unterstellt: Das Unternehmen
hat einen einzigen Zerobond begeben (bzw. einen endfilligen Kredit ohne
zwischenzeitliche Zins- oder Tilgungszahlungen aufgenommen).

o [st der Wert der Unternehmensaktiva bei Falligkeit des Zerobonds grofier
als dessen Nominalwert, so wird der Zerobond aus dem Unternehmens-

vermogen getilgt.

e Ist der Wert hingegen geringer, so fallt das Unternehmen aus, und die

Unternehmensaktiva gehen an die Fremdkapitalgeber iiber.

Der dritte Punkt ist entscheidend fiir das Modellverstindnis. Tritt der Aus-
fall ein, erhalten die Fremdkapitalgeber nicht wie versprochen den Nominal-
wert des Zerobonds zuriick, sondern bekommen das, was an Unternehmenswert
noch tibrig bleibt. In der Praxis wiirde ein Insolvenzverwalter das verbleiben-
de Unternehmensvermogen (also die Aktiva) liquidieren und den Erlos an die
Fremdkapitalgeber auszahlen. Im Modell wird unterstellt, dass dieser Prozess
ohne Friktionen ablauft. Das bedeutet, dass keine Preisabschlage bei der
Liquidation hinzunehmen sind, dass keine Kosten fiir den Insolvenzverwalter
und dessen Tétigkeit anfallen, und dass keine zeitliche Verzégerung bei der
Liquidation auftritt. Diese Annahme stellt natiirlich eine starke Vereinfachung
der Realitat dar und wird in der Modellanalyse bzw. -kritik noch zu wiirdigen

sein.

Die Situation bei Félligkeit des Zerobonds kann anhand einer stilisierten Bi-
lanz nach Marktwerten veranschaulicht werden (vgl. Abbildung 2.4). Wich-
tig ist hierbei der Zusatz nach Marktwerten: Es handelt sich nicht um Buch-
werte der Aktiva, sondern um deren Werte auf einem vollkommenen Markt.
Die Bedeutung dieser Annahme wird klar, wenn man sich vor Augen héalt, dass
die Fremdkapitalgeber aus dem Vermdgen des Unternehmens bezahlt werden.
Es werden hierzu Vermégensgegenstiande (also Aktiva) auf dem vollkommenen
Markt ohne Friktionen verkauft, um mit dem Erlos die Fremdkapitalgeber zu
bedienen. Der Erlos entspricht dem Marktwert — genau dann also, wenn der
Marktwert der Aktiva groler (oder gleich) als der zurtickzuzahlende Nominal-
wert des Zerobonds ist, kann diese Riickzahlung ordnungsgemaf erfolgen, und
es tritt kein Ausfall ein.

Aus den Modellannahmen lassen sich Riickzahlungen an die Eigenkapital-
geber sowie die Fremdkapitalgeber bei Ausfall und bei Nicht-Ausfall ableiten.
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Kein Ausfall Ausfall

EK

FK

Abbildung 2.4. Bilanz nach Marktwerten bei Ausfall und Nicht-Ausfall im Merton-Modell.

(Dabei kann gedanklich unterstellt werden, dass das Unternehmen nach Riick-
zahlung des Fremdkapitals liquidiert wird.) Es sei Vr der Unternehmenswert
bei Félligkeit T' des Zerobonds mit Nominalwert N .

e Kein Ausfall tritt ein, wenn der Unternehmenswert groffer ist als der No-
minalwert des Zerobonds, also wenn Vi > NW . Dann wird der Zerobond
ordnungsgemaf zuriickgezahlt, und die Fremdkapitalgeber erhalten den
Betrag NW. Die Eigenkapitalgeber erhalten den Rest, also Vp — NW.

e Der Ausfall tritt ein, wenn der Unternehmenswert kleiner ist als der No-
minalwert des Zerobonds, also wenn V; < NW. Dann iibertragen die Ei-
genkapitalgeber anstelle einer ordnungsgeméfien Riickzahlung des Zero-
bonds das Unternehmen (bzw. deren Aktiva) an die Fremdkapitalgeber.
Diese erhalten also V. Die Eigenkapitalgeber gehen leer aus, erhalten
also 0.

Die Situation ist anhand von Tabelle 2.3 noch einmal dargestellt.

In Abbildung 2.5 sind die Riickzahlungsprofile grafisch dargestellt.
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EK
FK

V> NW  Vp < NW

Kein Ausfall Ausfall

Eigenkapitalgeber Vp— NW 0

Fremdkapitalgeber NW Vr

Tabelle 2.3. Riickzahlungen im Merton-Modell.

EK

.
Ll

NW |4

Abbildung 2.5. Rickzahlungsprofile fir Eigen- und Fremdkapital im Merton-Modell.

2.2.1.2 Optionstheoretische Interpretation

Call-Variante

Die Situation lasst eine optionstheoretische Interpretation zu. Wie wir

sehen werden, sind es sogar zwei alternative, aber aquivalente Interpretationen.
Wir betrachten zunachst die Call-Variante:

In der Call-Variante sind die Fremdkapitalgeber gedanklich die Eigentiimer des
FK-Geber sind Unternehmens. Die Eigenkapitalgeber haben jedoch das Recht, den Fremdka-

Eigenttimer pitalgebern das Unternehmen abzukaufen, indem sie den Zerobond ordnungs-

gemaf zuriickzahlen.



reber sind
timer
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Dieses Recht entspricht einer europaischen Kaufoption. Underlying der
Kaufoption ist das Unternehmen als Ganzes (bzw. sind die Aktiva). Basispreis
ist der Nominalwert des Zerobonds, und die Falligkeit der Option entspricht
der des Zerobonds.

Gemaf dieser Interpretation stellt der Eigenkapitalkontrakt eine Kaufoption
(einen Call) dar. Die Eigenkapitalgeber werden die Option ausiiben, wenn sie
im Geld ist, wenn also Vp > NW — sie zahlen den Basispreis NW an die
Fremdkapitalgeber und erhalten dafiir das Unternehmen. Ist die Option bei
Falligkeit hingegen nicht im Geld, wenn also Vi < NW, lassen die Eigenkapi-
talgeber die Option verfallen — sie bezahlen die Fremdkapitalgeber nicht, und
Letztere behalten das Unternehmen, dessen Eigentiimer sie ja bereits sind.

Diese Interpretation sollte man in Ruhe auf sich wirken lassen. Sie mag auf
den ersten Blick etwas seltsam erscheinen — wieso sollten die Fremdkapitalgeber
Eigentiimer des Unternehmens sein? Aber so weit hergeholt ist die Interpre-
tation gar nicht. Wenn jemand ein Haus gebaut und durch einen Bankkredit
finanziert hat, fallt héufig der Satz: ,Das Haus gehort mir gar nicht — das
Haus gehort (noch) der Bank!”. Ein solcher Bauherr findet dieselbe Interpreta-
tion: Das Haus gehort den Fremdkapitalgebern, und er hat die Option, durch
Tilgung des Kredites das Haus von den Fremdkapitalgebern (der Bank) zu
erwerben.®

Put- Variante

In einer alternativen optionstheoretischen Interpretation sind die Eigenkapi-
talgeber Eigentiimer des Unternehmens und schulden den Fremdkapitalgebern
die Riickzahlung des Zerobonds. Sie haben aber das Recht, den Fremdkapital-
gebern anstelle der Riickzahlung das Unternehmen zu tiberlassen.

Dieses Recht kann als européaische Verkaufsoption interpretiert werden: Die
Uberlassung des Unternehmens anstelle der Riickzahlung des Zerobonds ent-
spricht dem Verkauf des Unternehmens zum Preis des Zerobonds. Die Fremd-
kapitalgeber zahlen einen Betrag in Hohe des Nominalwerts des Zerobonds —
wobei sich diese Zahlung mit der vertraglichen Riickzahlung des Zerobonds
seitens der Eigenkapitalgeber authebt, so dass per Saldo keine Zahlung erfolgt
— und erhalten dafiir das Unternehmen.

8 Im Gegensatz zu einem Unternehmen mit beschrinkter Haftung ist der Bauherr natiirlich
verpflichtet, den Kredit auch dann zu tilgen, wenn das Underlying der ,,Option” — das Haus
— durch duflere Umsténde einen Wertverlust unter die zu tilgende Kreditschuld erlitten
haben sollte.

Eigenkapital ist
Kaufoption auf das
Unternehmen



Eigenkapital bein-
haltet Verkaufs-
option auf das
Unternehmen

Fremdkapital bein-
haltet Short Put
auf das Unterneh-
men
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A A

v Vv
EK FK

Call Call v

EK = Call
FK = V- Call
NW 14 NW v
— Call

Abbildung 2.6. Interpretation des Merton-Modells iiber eine europdische Call-Option
(Payoff-Diagramm,).

Dabei entscheiden die Eigenkapitalgeber, ob der Verkauf erfolgt. Sie besit-
zen demnach die Long-Position in einer Verkaufsoption (einem Put), die es
ihnen erméglicht, den Fremdkapitalgebern das Unternehmen zum Preis des
Zerobonds anzudienen. Sie werden diese Option ausiiben, wenn der Wert des
Unternehmens (des Underlyings der Option) unterhalb des Nominalwerts des
Zerobonds (des Basispreises der Option) liegt — also wenn der Ausfall eintritt.

Geméf dieser Interpretation setzt sich die Position der Eigenkapitalgeber zu-
sammen aus dem Unternehmen V', einem verkauften ausfallrisikofreien Zero-
bond ZBy mit Nominalwert NW und einem Long Put auf das Unternehmen
mit Basispreis NW. Der Zerobond ist in dieser Betrachtung ausfallrisikofrei,
da er in jedem Fall zuriickgezahlt wird — allerdings wird bei Ausfall des Unter-
nehmens (also wenn Vp < NW) die Put-Option ausgetibt, die die Fremdkapi-
talgeber zu einer Zahlung in gleicher Hohe verpflichtet, so dass sie per Saldo

dann keine Zahlung erhalten.

Die Fremdkapitalgeber besitzen einen ausfallrisikofreien Zerobond und zu-
satzlich die Stillhalterposition (Short-Position) in der Put-Option. Bei Nicht-
Ausfall (also wenn Vi > NW) lassen die Eigenkapitalgeber die Option verfal-
len und behalten das Unternehmen mit Wert Vr, und die Fremdkapitalgeber
erhalten die vereinbarte Riickzahlung NW. Bei Ausfall (also wenn Vp < NW)
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iiben die Eigenkapitalgeber die Option aus und verkaufen das Unternehmen
zum Preis NW an die Fremdkapitalgeber. Gleichzeitig zahlen sie den Zerobond
zuriick, behalten per Saldo also 0. Die Fremdkapitalgeber erhalten die Riick-
zahlung des Zerobonds, miissen aber gleichzeitig den Preis NW zum Kauf des
Unternehmens zahlen. Per Saldo resultiert der Erhalt des Unternehmen mit
Wert Vi ohne weitere Zahlungen.

A A
Vv 4 v
EK FK
Put Put
FK = NW — Put
NW
Put
EK
= V- NW+ Put
NW V NW
Put
- NW

Abbildung 2.7. Interpretation des Merton-Modells iiber eine europdische Put-Option
(Payoff-Diagramm,).

Zusammenfithrung beider Interpretationen

Beide Interpretationen — die Call-Variante und die Put-Variante — sind logisch
schliissig und beschreiben denselben Sachverhalt. In Tabelle 2.4 sind die Po-

sitionen von Eigen- und Fremdkapitalgebern in beiden Varianten noch einmal

zusammengefasst.
Call-Variante =~ Put-Variante
Eigenkapitalgeber Call V — ZB, + Put
Fremdkapitalgeber V — Call ZBy — Put

Tabelle 2.4. Positionen von Eigen- und Fremdkapitalgebern im Merton-Modell.
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Der Zusammenhang beider Interpretationen wird iiber die Put-Call-Paritéat
deutlich:® Da beide Interpretationen richtig sind, muss fiir die Eigenkapitalge-
ber gelten

Call =V — ZB, + Put, (2.57)

und fiir die Fremdkapitalgeber
V — Call = ZB, — Put. (2.58)

Beide Gleichungen folgen unmittelbar aus der Put-Call-Paritét.

2.2.1.3 Berechnung der Bonitiatspriamie

Aus der Interpretation der Fremdkapitalposition in der Put-Variante lasst sich
eine bemerkenswerte Schlussfolgerung ziehen. Die Position der Fremdkapital-
geber (die in Summe ja einen ausfallrisikobehafteten Zerobond ZB besitzen)
setzt sich zusammen aus einem ausfallrisikofreien Zerobond ZBy und einer

Short-Position in einem Put auf das Unternehmen:
ZB = ZBy — Put. (2.59)

Die Differenz aus ausfallrisikofreiem und ausfallrisikobehaftetem Zerobond ent-
spricht also der Put-Option. Wenn wir uns in Erinnerung rufen, dass diese
Differenz gerade durch die Bonitatspramie beschrieben wird (2.19), so kénnen

wir die Bonitatspramie ermitteln, indem wir die Put-Option bewerten.

Hierzu muss der stochastische Prozess der Unternehmensaktiva konkretisiert
werden. Merton unterstellt eine geometrische Brownsche Bewegung fiir
den Wert der Unternehmensaktiva.!® Mathematisch liasst sich dieser Prozess

geméaf folgender Differenzialgleichung beschreiben:
AV =puVdt+oVdW, (2.60)

wobei W einen so genannten Wiener-Prozess beschreibt. Der Prozess lasst
sich veranschaulichen, indem anstelle infinitesimal kleiner Differenziale endli-
che Differenzen betrachtet werden:

AV = pV At +oVeVAL (2.61)

9 Vgl. hierzu die Lehreinheit zur finanzwirtschaftlichen Bewertungstheorie.

10Vgl. hierzu ausfiihrlich die Lehreinheit zur finanzwirtschaftlichen Bewertungstheorie. Man
beachte, dass zur Bewertung von Aktienoptionen héufig eine geometrische Brownsche
Bewegung fiir den Aktienkurs und damit fiir den Eigenkapitalwert unterstellt wird. Merton
hingegen unterstellt eine geometrische Brownsche Bewegung fiir den Unternehmenswert.
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Hierbei bezeichnet AV die Verdnderung des Unternehmenswertes V' in einer
kleinen Zeitspanne At (zum Beispiel an einem Tag). Die Differenzialgleichung
(2.60) bzw. die Differenzengleichung (2.61) besteht aus zwei additiven Kompo-
nenten: einer deterministischen Komponente sowie einer stochastischen Kom-
ponente. Die deterministische Komponente p V' dt bzw. ;1 V' At beschreibt einen
Wachstumstrend: Im Mittel wachst der Unternehmenswert mit der Wachs-
tumsrate p. Diesem mittleren Wachstum sind zufallige Schwankungen tiber-
lagert, die durch die zweite Komponente beschrieben werden. Die Variable
€; bezeichnet dabei fiir jedes ¢ zeitlich unabhéngige standardnormalverteilte
Zufallsvariablen. Diese Zufallsvariablen werden durch den Parameter o, die
Volatilitat des Prozesses, skaliert.

Man kann sich den Prozess also wie folgt vorstellen (siche auch Abbildung
2.8):

e Zu einem Zeitpunkt ¢ sei der Unternehmenswert V; gegeben.

e Die Differenzengleichung beschreibt die Verdénderung des Unternehmens-
wertes bis zum néchsten Zeitpunkt ¢t + At: Viia, = Vi + AV

e Die Veranderung AV besteht aus zwei Komponenten:

— einem relativen Wachstum um p V; At. Das Wachstum ist relativ
zum aktuellen Unternehmenswert V;; die Wachstumsrate kann da-
her als prozentuale Steigerung aufgefasst werden. Ferner ist das

Wachstum proportional zur Linge des Zeitraums At.

— einer zufalligen Verdnderung um o V; e,v/At. Die Stérke der zufélli-
gen Veranderung hangt ab von der Volatilitat o, mit der die stan-
dardnormalverteilte Zufallsvariable €; (die in jedem Zeitschritt un-
abhangig ist) skaliert wird. Auch die zuféllige Veranderung wird
relativ zum Unternehmenswert V; modelliert. In Bezug auf die Lén-
ge des Zeitschritts wird hier die Wurzel gezogen, so dass die Stan-
dardabweichung der Verdnderung in einem Zeitschritt gleich ov/At
ist. Damit ist die Modellierung unabhangig von der Lange des Zeit-
schritts konsistent.!

UFir die doppelte Linge 2At ergibt sich beispielsweise eine Standardabweichung von
0v/2 At. Dasselbe erhélt man aus der Summe zweier unabhingiger identisch verteilter
Zufallsvariablen mit Standardabweichung ov/At, da sich deren Varianzen addieren, die
Standardabweichung somit v202At = ov/2 At betrigt.
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Abbildung 2.8. Beispiel einer geometrischen Brownschen Bewegung.

Wird des Weiteren ein vollkommener Markt unterstellt,'? so gilt fiir den Wert
des Puts und damit die Bonitétspramie BP die Black/Scholes-Formel:!3

BP = NWe ™' N(—dy) — V N(—d;) (2.62)
mit
_ I(V/NW)+ (r+0%/2)T
dy = TT : (2.63)
dg = dl — O'ﬁ, (264)

wobei r den risikofreien kontinuierlichen Zinssatz und N(-) die Verteilungs-
funktion der Standardnormalverteilung bezeichnet. V' ist der Unternehmens-
wert im Bewertungszeitpunkt.

Der Unternehmenswert betrage V' = 10 Mio. Euro, dessen Volatilitat o =
15 %. Das Unternehmen habe einen Zerobond mit einer Laufzeit von T' = 2
Jahren und einem Nominalwert von NW = 8 Mio. Euro ausstehen. Der
risikofreie kontinuierliche Zinssatz betrage r = 3 %.

12Die Vollkommenheit des Marktes bezieht sich dabei insbesondere auch auf die Handel-
barkeit der Unternehmensaktiva als Underlying der Option. Dieser Umstand wird in der
Modellkritik noch zu wiirdigen sein.

13Vgl. hierzu ausfiihrlich die Lehreinheit zur finanzwirtschaftlichen Bewertungstheorie.
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Daraus ergibt sich (z. B. mit Hilfe einer Normalverteilungstabelle — siehe

Anhang)

In(10/8 0 15%/2) - 2
dlz H( /)+O(17§3\_f/—§07 9 /) :1,4408,

dy = 1,4408 — 0,15 - v/2 = 1,2287,

BP = 8.¢"%%2. N(—1,2287) — 10 - N(—1,4408)
= 7,534-0,1096 — 10 - 0,0748
= 0,0777.

Die Bonitatspramie liegt demnach bei 0,078 Mio. Euro. Wahrend der risi-
kofreie Zerobond den Wert

7By =8 -¢e %032 = 7534

aufweist, ist der Wert des risikobehafteten Zerobonds ZB — und damit der
Wert des Fremdkapitals — um den Wert der Bonitatspramie geringer:

FK = ZB = 7,534 — 0,077 = 7,457

Der Wert des Eigenkapitals FK entspricht nach unseren Uberlegungen
dem Wert eines Calls:*

EK = V N(d))— NWe ""N(dy)
= 10- N(1,4408) — 8- e %2 N(1,2287)
= 10-0,9252 — 7,534 - 0,8904
= 2,543

Alternativ erhalten wir den Wert aus der Put-Call-Paritat (2.57):

EK = V — ZB,+ Put
= 10—-8-e72%240,078
= 2,543.
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Auch ohne direkten Riickgriff auf die Put-Call-Paritdt muss die Summe
aus FEigenkapitalwert und Fremdkapitalwert dem Gesamtunternehmens-
wert entsprechen. Somit kénnen wir als dritte und einfachste Moglichkeit

den Eigenkapitalwert wie folgt berechnen:

EK =V — FK =10 — 7,457 = 2,543.

@ Zur Bewertungsformel fiir Call-Optionen siehe die Lehreinheit zur finanzwirtschaft-
liche Bewertungstheorie.

In Kenntnis der absoluten Bonitatspramie lasst sich auch die renditebezogene
Berechnung des Bonitatspramie, also der Credit Spread s = rgp, berechnen. In Konsistenz mit
Credit Spread dem Merton-Modell verwenden wir weiterhin die kontinuierliche Zinsrechnung.
Der Credit Spread ist definiert als Nominalrendite — vom Wert des Zerobonds
ZB* zur nominalen Riickzahlung NW — abziiglich risikofreiem Zinssatz:

NW = ZB er+7, (2.65)
Hieraus folgt
p(r+)T _ NW
ZB -
— (r+s)7T=1In (ZB)
s = ;ln (]\2}/13/) - (2.66)

Im Beispiel erhalten wir

1 8
s=5 n<7’457> 3% =0,49%

Die kontinuierliche Nominalrendite des Zerobonds (und damit der nomi-
nale Fremdkapitalzinssatz) betragt

r+s=349%,

wie wir wie folgt tiberpriifen:

7,457 . 003492 — g
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