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Einfiihrung
@0000000

Gegenstand des Kurses und Lernziele

@ Die Modellierung und Prognose relevanter Variablen aus verschiedenen
Bereichen der Wirtschaftswissenschaften steht im Vordergrund.

@ Sie erlernen

>

>

>

mit Hilfe geeigneter Methoden Prognosen fiir stetige und qualitative Variablen
zu bilden und die Prognosequalitat zu beurteilen.

wie Sie wirtschaftswissenschaftliche Fragestellungen sachgerecht in ein
okonometrisches Modell liberfiihren.

die geeigneten Daten auszuwahlen.

die statistischen Schitz- sowie Testverfahren hinsichtlich ihrer Angemessenheit
fiir die jeweilige Fragestellung zu beurteilen.

Analysen sowie Ergebnisse adressatengerecht aufzubereiten.

empirische Befunde kritisch zu reflektieren.

@ Vorkenntnisse in Mathematik und Statistik auf dem Niveau des Moduls 32741
"Vertiefung der Wirtschaftsmathematik und Statistik” sind erforderlich.
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Thematik

@ Behandelte Themen:
> Statistisches Lernen
» Uberwachtes statistisches Lernen: Lineare Regressionsmodelle,
Klassifikationsmodelle, Kreuzvalidierung, Modellauswahl
» Uniiberwachtes statistisches Lernen: Hauptkomponentenanalyse und
Clustering

@ Ausblick auf Erweiterungen; mogliche Themen fiir Seminar- und
Abschlussarbeiten

@ Der Kurs behandelt Themen und ist Grundlage fiir komplexere Methoden aus
den Bereichen: Statistisches Lernen, Maschinelles Lernen, Datenwissenschaft
(Data Science), Multivariate Verfahren

o Im Studiengang Master Wirtschaftswissenschaft baut der Kurs auf den
Inhalten des Moduls " Vertiefung der Wirtschaftsmathematik und Statistik”
auf und bereitet auf die Module " Angewandte Okonometrie” und
" Zeitreihenokonometrie” vor.
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Einfiihrung
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Ansatz und Konzeption

o Es ist wichtig, die Ideen hinter den verschiedenen Methoden zu verstehen, um
zu wissen, wie und wann sie eingesetzt werden konnen.

o Es ist wichtig, zuerst die einfachen Methoden zu verstehen, um die
komplizierteren zu beherrschen.

o Es ist wichtig, die Leistungsfahigkeit einer Methode einschatzen zu konnen
(einfachere Methoden sind hiufig dhnlich gut wie ausgefeiltere).

@ Die Darstellung der Methoden ist so formal wie nétig. Im Vordergrund steht
die empirische Modellierung.

@ Es handelt sich um ein aktuelles Gebiet mit Anwendungen in verschiedenen
Bereichen der Wirtschaftswissenschaften wie der Bank- und Finanzwirtschaft,
dem Marketing, dem Controlling, der Wirtschaftsprifung, der
Wirtschaftspsychologie sowie der Mikro- und Makrockonomie.
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Einfiihrung
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Lehr- und Lernformate

@ Lehr- und Lernformat: Lehrtext als Grundlage, Videovorlesungen (asynchron)
und synchrone Ubungsveranstaltungen

@ Grundlage des Kurses ist der Lehrtext " An Introduction to Statistical
Learning: with Applications in R" (Second Edition, Springer Texts in
Statistics) von Gareth James, Daniela Witten, Trevor Hastie und Robert
Tibshirani. Den Lehrtext stellen die Autoren auf
https://www.statlearning.com/ kostenfrei zur Verfligung.

@ Es werden zu den relevanten Kapiteln R-Labs zur Verfligung gestellt, in denen
Methoden anhand von Beispieldaten angewandt und verglichen werden.

@ R ist eine filhrende open-source Statistiksoftware, die mit RStudio (IDE)
kombinierbar ist.
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Einfiihrung
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Inhaltsverzeichnis

@ Einfiihrung in das statistische Lernen (Kapitel 2)
@ Lineare Regressionsmodelle (Kapitel 3)

@ Kilassifikationsmodelle (Kapitel 4)

@ Kreuzvalidierung (Kapitel 5)

@ Modellauswahl (Kapitel 6)

@ Uniiberwachtes statistisches Lernen (Kapitel 12)

Die Kapitelangaben beziehen sich auf die zugehdrigen Kapitel in " An Introduction
to Statistical Learning: with Applications in R” (Second Edition, Springer Texts in
Statistics).
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Einfiihrung
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Uberwachtes Statistisches Lernen

o Messwert fiir abhdngige Variable Y (auch Ergebnis oder Zielvariable)

@ Vektor von Messwerten fiir die p Pradiktoren X (auch erkldrende oder
unabhingige Variablen, Regressoren, Features)

@ Beim Regressionsproblem ist Y quantitativ (z. B. Preis oder Einkommen in
€).

@ Beim Klassifizierungsproblem nimmt Y qualitative Werte in einer endlichen
ungeordneten oder geordneten Menge an (z. B. Kredit wurde oder wurde
nicht zuriickgezahlt, es handelt sich um ein Entwicklungs-, Schwellen- oder
Industrieland).

e Wir verfiigen iiber Trainingsdaten (z1,¥1),. .., (xn,yn). Dies sind
Beobachtungen fiir die Messungen von X und Y.
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Einfiihrung
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Ziele des uberwachten statistischen Lernens

Auf Basis der Trainingsdaten wollen wir Modelle trainieren, um

@ genaue Prognosen fiir Testdaten zu erstellen, die das Modell vorher nicht
gesehen hat.

@ zu verstehen, welche Pradiktoren die abhangige Variable beeinflussen und wie.

o die Qualitat der Prognosen und Schlussfolgerungen zu bewerten.
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Einfiihrung
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Unuberwachtes statistisches Lernen und Ziele

o Wir verfuigen lber keine abhangige Variable, sondern lediglich liber eine Reihe
von Pradiktoren (Features), die anhand einer Stichprobe ermittelt wurden.
@ Das Ziel ist es, relevante Strukturen in den Daten zu entdecken und valide
Schliisse zu ziehen:
» Welche informativen Moglichkeiten gibt es, die Daten zu visualisieren?
» Koénnen wir Abhangigkeiten und Cluster in den Beobachtungen entdecken?
> Inwiefern lassen sich Informationen in hochdimensionalen Datenstrukturen auf
das Wesentliche reduzieren?
@ Wir behandeln zwei Methoden:

» Hauptkomponentenanalyse: Ein Werkzeug fiir die Datenvisualisierung oder
Daten-Vorverarbeitung bevor Methoden aus dem liberwachten statistischen
Lernen angewendet werden

> Clustering: Eine breite Klasse von Methoden zur Entdeckng unbekannter
Untergruppen in den Daten
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Angewandte Datenanalyse - Modul 32491

Lineare Regression

Prof. Dr. Robinson Kruse-Becher
Dr. Pascal Goemans

FernUniversitat in Hagen
Fakultat fiir Wirtschaftswissenschaft
Lehrstuhl fiir Angewandte Statistik

Wir bedanken uns bei Herrn Gabriel PreuB fiir vielfaltige Unterstiitzung.
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Multivariate Lin

Einfiihrung
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Lineare Regression
@ Die lineare Regression ist ein vereinfachender Ansatz fiir das liberwachte
Lernen. Dabei nimmt man an, dass der Zielwert Y ausschlieBlich linear von
den Eingabewerten X, X,..., X, abhangt.

@ Aber: Wahre Regressionsfunktionen sind nie linear!

125

X

@ Auch wenn es stark vereinfachend wirkt, ist die lineare Regression extrem
nitzlich, sowohl in konzeptueller als auch in praktischer Hinsicht.
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Einfiihrung
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Lineare Regression mit Werbedaten

Beziiglich der Werbedaten auf der nachsten Folie konnten wir folgende
Fragestellungen untersuchen:

@ Gibt es einen Zusammenhang zwischen dem Umsatz und dem Werbebudget?
o Falls ja, wie stark ist dieser?

@ Welches Medium wirkt sich am starksten auf den Umsatz aus?

@ Wie genau kann man den zukiinftigen Umsatz vorhersagen?

o Gibt es Synergieeffekte zwischen den einzelnen Medien?
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Einfiihrung

Werbedaten

Sales
Sales
Sales

o
T T
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TV Radio Newspaper
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Lineare Einfachregression

00000000000

Lineare Regression mit einem einzelnen Pradiktor X
Wir unterstellen ein Modell der Form

Y =06y+ 61X +e.

Sprachregelungen:

Y X
abhangige Variable unabhangige Variable
erklarte Variable erklarende Variable

Regressand Regressor

Regressand Pradiktor
Effekt Ursache

ZielgroBe Kontrollvariable

Hierin sind der Intercept/Achsenabschnitt By und der Steigungsparameter 1 zwei
unbekannte Konstanten, die allgemeiner auch Koeffizienten oder Parameter
genannt werden, und € ist der unbekannte Fehlerterm.
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Lineare Einfachregression
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Schatzung der Parameter mithilfe der KQM

@ Haben wir zwei Schatzer BO und Bl fiir unsere Parameter, konnen wir
zukiinftige Werte durch L
y= 5o+ P
voraussagen, wobei § die Prognose von Y unter der Bedingung X = x angibt.
Mit dem Symbol werden geschatzte Werte dargestellt.
@ Seiy; = ﬂo + ﬁlxz die Vorhersage von Y basierend auf dem i-ten Wert von

X. Dann ist e; = y — y die i-te Abweichung (Residuum).
e Wir definieren die Residuenquadratsumme (RSS) als

RSS=el+e3+...+¢€2
oder aquivalent dazu
RSS = (y1 — Bo — B121)* + (y2 — Bo — B122)* + ... + (yn — o — Brzn)?.
o Bei der Kleinst-Quadrate-Methode (KQM) sucht man nun diejenigen

Parameter, welche die Residuenquadratsumme RSS minimieren.
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Schatzung der Parameter mithilfe der KQM

Es kann gezeigt werden, dass dies der Fall ist fir

h-
> (2 —T)2
=1

BO =y - Blf

mit den jeweiligen arithmetischen Mittelwerten
1 n
= — le und
n i=1
n
>_ui
i=1

S]]

<
I
S
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Lineare Einfachregression
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Beispiel Werbedaten

25
1

20
1

Sales
15
1

0 50 100 150 200 250 300

TV

Methode der kleinsten Quadrate fiir die Regression von Umsatz auf Fernsehen. In
diesem Fall erfasst ein lineares Modell den wesentlichen Zusammenhang, obwohl
es auf der linken Seite des Diagramms etwas abweicht.
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Lineare Einfachregression
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Genauigkeit der Koeffizientenschatzung

Der Standardfehler (SE, standard error) eines Schatzers ist ein MaB dafiir, wie
stark dieser bei wiederholten Stichprobenziehungen schwankt:

mit o2 = Var(e)

Der Standardfehler kann verwendet werden, um Konfidenzintervalle zu berechnen.
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Lineare Einfachregression
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Konfidenzintervalle

Ein 95%-Konfidenzintervall wird als ein Bereich von Werten definiert, sodass
dieses Intervall einer Wahrscheinlichkeit von 95% den wahren unbekannten Wert
des Parameters enthalt. Es hat die Form

Bi +2-SE(B).
Das bedeutet, dass das Intervall
Bi —2-SE(B1), By +2 - SE(By)
den wahren Wert von 1 mit einer 95%igen Wahrscheinlichkeit enthalt (unter der

Annahme, einer wiederholten Stichprobenziehung).
Fiir die Werbedaten erhalten wir fiir 8; das 95%-Konfidenzintervall [0.042;0.053]
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Lineare Einfachregression
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Hypothesentests

Standardfehler konnen ebenfalls verwendet werden, um Hypothesentests zu den
Koeffizienten durchzufiihren.
Der haufigste Hypothesentest priift die Nullhypothese

Hy: Es gibt keinen Zusammenhang zwischen X und Y
gegen die Alternativhypothese
H 4: Es gibt einen Zusammenhang zwischen X und Y.
Mathematisch entspricht dies der Uberpriifung von
Hoy: 81 =0
gegen die Alternativhypothese
Hy: 81 #£0

da sich das Modell mit 81 =0 zu Y = [y + € vereinfacht und X dann keinen

Einfluss auf Y mehr hat.
11/56



Einfiihrung Lineare Einfachregression
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Hypothesentests

Um die Nullhypothese zu testen, berechnen wir die ¢-Statistik als

_h-0
SE(51)

Diese ist unter der Annahme (; = 0 t-verteilt mit n — 2 Freiheitsgeraden.

t

Mit Hilfe von Statistikprogrammen lasst sich leicht die Wahrscheinlichkeit
berechnen, dass ein zufalliger Wert groBer oder gleich |t] ist. Diese
Wahrscheinlichkeit nennen wir den p —Wert.
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Lineare Einfachregression
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Lineare Regression mit Werbedaten

Koeffizient  Std.Abw. ¢-Statistik p-Wert

Intercept 7.0325 0.4578 15.36  0.0000
Fernsehen 0.0475 0.0027 17.67  0.0000

@ Der Intercept zeigt an, dass der erwartete Umsatz auch ohne Werbeausgaben
im Fernsehen positiv und signfikant von Null verschieden waren (siehe
t-Statistik und zugehdriger p-Wert).

@ Zusatzliche Werbeausgaben im Fernsehen haben jedoch einen positiven
Effekt auf den erwarteten Umsatz. Dieser Effekt ist zudem statistisch
signifikant (siehe ¢-Statistik und zugehériger p-Wert).
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Lineare Einfachregression
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Anpassungsgute des Modells

@ Zuerst standardisieren wir die Residuenquadratsumme RSS und erhalten den
Abweichungsfehler RSE (Residual Standard Error)

1 1 O
R — - L 7)2
RSE =/ — RSS n_24§ (yi —4:)*

o RR? oder das BestimmtheitsmalB:

TSS—RSS | RSS . 2

R? = 759 TS mltTSS: (yi—y).
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Einfiihrung Lineare Einfachregression Multiva
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Anpassungsgute des Modells

o Im Fall einer linearen Einfachregression (ein Pradiktor) stimmt der Wert von
R? mit der quadrierten Korrelation von X und Y iiberein, d.h. es gilt
R? =72 mit

S (@i —%)(y: — )
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Multivariate Lineare Regression
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Multivariate Lineare Regression

Nun betrachten wir ein Modell der Form

Y = 6o+ 51Xy +,62X2+...—|—,@po—|—5,

Wir interpretieren die jeweiligen 38; als die durchschnittliche Auswirkung auf Y bei
einem Anstieg von X; um eine Einheit, wobei alle anderen Regressoren gleich
bleiben (ceteris paribus Annahme).

Beispielsweise konnte ein multivariates Regressionsmodell mit Werbedaten wie
folgt lauten

Umsatz = By + (1 - Fernsehen + (5 - Radio + (33 - Zeitung + €.
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Multivariate Lineare Regression
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Interpretation der Regressionskoeffizienten

Das beste Szenario ware, wenn die Pradiktoren nicht miteinander korreliert sind.

Ein ausgewogenes Design:
o Jeder Koeffizient kann separat geschatzt und getestet werden.

@ Interpretationen der Form ‘eine Einheit Veranderung in X ist mit einer
Bj-Veranderung in' Y verbunden, wahrend alle anderen Variablen konstant
bleiben’, sind moglich.
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Einfiihrung

Multivariate Lineare Regression
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Interpretation der Regressionskoeffizienten

Korrelationen zwischen den Pradiktoren verursachen Probleme:
@ Die Varianz aller Koeffizienten neigt dazu, manchmal dramatisch, zu steigen.

@ Interpretationen werden riskant — wenn sich X; andert, andert sich alles
andere ebenfalls.

Behauptungen iiber Kausalitat sollten in Studien mit Beobachtungsdaten
vermieden werden.
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Multivariate Lineare Regression
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Probleme der Regressionskoeffizienten

“Data Analysis and Regression” Mosteller and Tukey 1977

@ Die Annahme, dass alle anderen Variablen konstant bleiben, ist normalerweise
nicht erfiillt. Pradiktoren andern sich normalerweise gemeinsam!

@ Beispiel: Geld im Portmonee (Y) in Abhangigkeit von der Anzahl der Miinzen
(X1) und Anzahl 1€ Miinzen (X3). Isoliert betrachtet wird der Koeffizient
von X5 groBer als Null sein, aber was ist, wenn X7 auch Teil des Modells ist?

@ Y ist der Stundenlohn einer Person in €; F und A sind die Berufserfahrung
und das Alter in Jahren. Das angepasste Regressionsmodell lautet

Y =8+03-E—0.1-A.

Wie interpretieren Sie Bz < 07
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Zwei Zitate beruhmter Statistiker

"Essentially, all models are wrong, but some are useful”
George Box

"The only way to find out what will happen when a complex system is disturbed is
to disturb the system, not merely to observe it passively”
Fred Mosteller and John Tukey, paraphrasing George Box
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Multivariate Lineare Regression
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Schatzungen und Prognosen der multivariaten linearen
Regression

Fiir gegebene Schatzungen 307317 e ,Bp konnen wir die folgende Gleichung fiir
Prognosen verwenden

§:50+ﬂ1w1+...+ﬂpxp.

Wir schatzen fy, 81, ..., Bp wiederum, indem wir die Residuenquadratsumme RSS
minimieren:

M=

RSS =) (yi—7i)°

.
Il
-

(yi - 30 - 31331‘1 B B\pwip)2~

-

Il
-

2

Dies macht man normalerweise mithilfe von Statistik-Programmen.
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Multivariate Lineare Regression
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Kruse-Becher, Goem:
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Multivariate Lineare Regression
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Ergebnisse einer linearen Regression mit den Werbedaten

Koeffizient  Std.Abw. ¢-Statistik p-Wert
Intercept 2.939 0.3119 9.42  0.0000
Fernsehen 0.046 0.0014 32.81 0.0000
Radio 0.189 0.0086 21.89 0.0000
Zeitung -0.001 0.0059 -0.18  0.8599

Korrelationen:

Fernsehen  Radio Zeitung Umsatz
Fernsehen 1.0000 0.0548 0.0567 0.7822

Radio 1.0000 0.3541 0.5762
Zeitung 1.0000 0.2283
Umsatz 1.0000

Kruse-Becher, Goemans (FernUni Hagen) Lineare Regression 23 /56



Einfiihrung ssiol Multivariate Lineare Regression
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Einige wichtige Fragestellungen

@ Ist mindestens einer der Pradiktoren X, X, ..., X, niitzlich fiir die
Prognose von Y7

@ Tragen alle Pradiktoren dazu bei, Y zu erklaren, oder ist nur eine Teilmenge
der Pradiktoren nitzlich?

© Wie gut passt das Modell zu den Daten?

© Wie lautet die optimale Prognose fiir die abhangige Variable Y fiir gegebene
Werte der Pradiktoren X, X5, ..., X, und wie genau ist diese Prognose?

Kruse-Becher, Goemans (FernUni Hagen) Lineare Regression 24 /56



Multivariate Lineare Regression
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Ist mindestens einer der Pradiktoren nutzlich?

Hypothese: Hy: 81 =p2=...8,=0
Unter Hy gilt: Y = By +¢, sodass Y =Y gilt.

Damit ergibt sich als F'-Statistik

(TSS — RSS)/p

F=rssim—p_1 ~Fen=r=1
n—-p-—1 R?
n P 1 - R2

Eine groBe Korrelation zwischen der Modellprognose Y und den realisierten
Werten Y (hohes R?) fiihrt also zu einem groBen Wert der F'-Statistik
(Ablehnung von Hy).
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Einfiihrung e o Multivariate Lineare Regression
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ANOVA-Tafel

Dies lasst sich auch mit Hilfe der ANOVA-Tafel darstellen:

Varianz-Quelle  SQ FG F-Statistik
Residuen RSS (Y -Y)(Y-Y) n—-p—1 = "_Tf_l 1?;2
Total TSS (Y -Y) (Y -Y) n—1 ~F(p,n—p—1)
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Einfiihrung ! Multivariate Lineare Regression
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Variablenauswahl

@ Der direkteste Ansatz wird als "all subsets” oder "best subsets” Regression
bezeichnet: Hierbei wird die Methode der kleinsten Quadrate fiir alle
moglichen Teilmengen berechnet, und dann wird anhand eines Kriteriums,
welches Trainingsfehler und ModellgroBe beriicksichtigt, die "optimale”
Teilmengen gewahlt.

@ Allerdings ist es oft nicht moglich, alle moglichen Modelle zu untersuchen, da

es 2P Modelle gibt. Fiir p = 40 gibt es beispielsweise schon tber eine
Milliarde Modelle!

@ Stattdessen bendtigen wir einen automatisierten Ansatz, der durch eine
Teilmenge der Modelle sucht. Im Folgenden werden zwei haufig verwendete
Ansatze diskutiert.
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Einfiihrung e ssiol Multivariate Lineare Regression
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Schrittweise Vorwartsauswahl

@ Beginne mit dem Nullmodell - einem Modell, das einen Intercept, aber keine
Pradiktoren enthalt.

@ Passe p einfache lineare Regressionen an und fiige dem Nullmodell die
Variable hinzu, die zu der niedrigsten Residuenquadratsumme (RSS) fiihrt.
© Fiige diesem Modell die Variable hinzu, die zu der niedrigsten RSS unter allen

Zwei-Variablen-Modellen fiihrt.

@ Fahre fort, bis eine Abbruchbedingung erfiillt ist, zum Beispiel wenn alle

verbleibenden Variablen einen p-Wert iiber einem bestimmten Schwellenwert
haben.
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Einfiihrung Lineare Einfachregression Multivariate Lineare Regression \ ere Uberlegungen zum R
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Schrittweise Ruckwartsauswahl

@ Beginne mit allen Variablen im Modell.

@ Entferne die Variable mit dem groBten p-Wert, das heiBt die Variable, die
statistisch am wenigsten signifikant ist.

@ Das neue (p — 1)-Variablen-Modell wird angepasst, und die Variable mit dem
groBten p-Wert wird entfernt.

@ Fahre fort, bis eine Abbruchbedingung erreicht ist. Zum Beispiel kann man
aufhoren, wenn alle verbleibenden Variablen einen signifikanten p-Wert
haben, der durch einen bestimmten Signifikanz-Schwellenwert definiert ist.
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Modellauswahl - Fortsetzung

Spater werden wir systematische Kriterien fiir die Auswahl eines optimalen
Modells aus mehreren Modellspezifikationen kennenlernen.
Dazu gehoren:

e Mallow's C,,

o das Akaike-Informationskriterium (AIC)

e das Bayessche Informationskriterium (BIC)
e das adjustierte BestimmtheitsmalBl R>

o die Kreuzvalidierung (CV).

Wir schauen uns jedoch bereits in diesem Kapitel das adjustierte R? genauer an.
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Multivariate Lineare Regression
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Das BestimmtheitsmaB R? und das adjustierte R?

Das BestimmtheitsmaB misst den Anteil der Stichprobenvarianz von Y der durch
das Regressionsmodell erklart bzw. prognostiziert wird

_TSS—RSS _ _RSS

2 —_——_—_—
R 7SS TSS’

Ein Nachteil ist jedoch, dass R? mit jedem zusitzlichen Regressor steigt, es sei
denn der Regressionskoeffizient des hinzugefligten Regressors ist exakt 0. Aus
diesem Grund steigt das R? automatisch mit der ModellgroBe. Eine Moglichkeit
ist es, das BestimmtheitsmaB mit einen Strafterm zu korrigieren

. n—1 .RSS
n—(p+1) TSS’

Ridj == 1

Das adjustierte BestimmtheitsmaB Rﬁdj steigt im Gegensatz zu R? nur, wenn der
Absolutbetrag des t-Wertes fiir den hinzugefiigten Koeffizienten tber 1 liegt. Im

Gegensatz zu R? kann R?;; auch negativ werden.
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