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1 Einleitung

Der vorliegende Beitrag setzt auf einen von Rodder und Reucher verfassten
Artikel auf, in dem sie erstmals der Frage nachgehen, inwieweit Wirtschafts-
einheiten, so genannte Decision Making Units (DMUs), ihre Effizienz aus
Sicht eine Peers verbessern kénnen (Rédder und Reucher, 2009). Motiviert
durch die Arbeiten von Sexton et al. (1986) und Doyle und Green (1994)
iiber die Aussagekraft von Kreuzeffizienzmatrizen, in denen die empirischen
In- und Outputdaten aller DMUs beziiglich aller individuellen Optimalge-
wichte ausgewertet werden, zeigen Rodder und Reucher zunéchst, wie durch
radiale Inputreduktion ineffiziente Einheiten ihre Effizienz steigern kénnen.
Daraus entsteht dann eine neue Matrix, die so genannten Matrix verbesserter
Effizienzen. In einem zweiten Schritt zeigen die Autoren auf, dass ineffizien-
te DMUs sogar noch iiber weitere Effizienzverbesserungspotentiale verfiigen,
wenn sie nicht nur radial ihre Inputs reduzieren, sondern sogar frei in der Va-
riation ihrer Inputmengen sind. Das Ergebnis ist dann die Matrix maximaler

Effizienzen.

Rédder und Reucher beschranken sich in ihren Analysen auf die rein inputori-
entierte Sicht unter der Annahme konstanter Skalenertrige. Da die DEA be-
kanntermafien neben der inputorientierten auch eine outputorientierte Sicht
gestattet, ist es nur allzu konsequent, simtliche Uberlegungen nun auch mit
outputporientierter Sicht zu diskutieren und zu untersuchen, ob dhnliche Ef-
fekte zur Effizienzverbesserung ineffizienter DMUs aus Sicht eines Peers auch
bei freier Outputvariation moglich sind. Bewusst zeichnen wir die Ausfithrun-
gen von Rédder und Reucher (2009) teilweise wortlich nach, damit der Leser
sowohl Ahnlichkeiten als auch Unterschiede zwischen der input- und der out-

putorientierten Sicht besser erkennen kann.

Der Beitrag ist wie folgt aufgebaut: Im zweiten Kapitel werden die verwen-
deten DEA-Grundmodelle, die Envelopment- und die Multiplierform, und

ihre Beziehungen analog zu Rodder und Reucher (2009), nun allerdings aus
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outputorientierter Sicht, vorgestellt. In Abschnitt 3.1 wird das aus dem zi-
tierten Beitrag bekannte vierdimensionale Beispiel, bestehend aus 5 DMUs
mit jeweils 2 Inputs und 2 Outputs, wieder herangezogen und zunéchst die
Kreuzeffizienzmatrix, jetzt aber aus outputorientierter Sicht bestimmt. Mit
einem Hinweis auf die bereits weiter oben erwdhnten Auswertungsmoglich-
keiten dieser Matrix schliefft der Abschnitt ab. In 3.2 wird kritisch diskutiert,
wie denn nun eine ineffiziente DMU outputorientiert verfahren solle, um ihre
Effizienz zu verbessern. Das ist Gegenstand von Kapitel 4. Dazu wird in 4.1
ein auf radialer Outputerh6hung basierendes Modell vorgestellt, welches eine
Effizienzverbesserung einer Wirtschaftseinheit — jedoch aus Sicht des Peers
— liefert. Bei genauerer Betrachtung besteht eine groBe Ahnlichkeit zu dem
Grundmodell in der Envelopmentform aus Kapitel 2. Aus diesem Grunde
wird in 4.2 ein beliebige Outputvariationen erlaubendes Modell entwickelt,
welches erfolgreich die Idee eines Peers mit dem berechtigten Interesse der
Effizienzverbesserung jeder einzelnen DMU verkniipft. Die Vorgehensweise
wird an dem bereits in Abschnitt 3.1 beschriebenen vierdimensionalen Bei-
spiel exemplifiziert. Ergebnisse sind dann die maximalen Effizienzen unter
jedem potentiellen Peer, sowie die dazu gehorigen optimalen Outputs. Bei
den gewéhlten 5 DMUs sind das 5 - 5 Effizienzen mit den dazugehérigen
optimalen Outputs — die Inputs bleiben jeweils konstant. In Kapitel 5 wer-
den die numerischen Ergebnisse aus Kapitel 4 interpretiert, und es erhebt
sich erneut die Frage nach der verniinftigen Wahl eines Peers. Wurde diese
Frage bisher lediglich aus der Kreuzeffizienzmatrix abgeleitet, kann sie jetzt
vor dem Hintergrund der Matrix maximaler Effizienzen beantwortet werden.

Eine Zusammenfassung und ein Ausblick schliefen die Arbeit ab.

2 Praliminarien

Gegeben seien j = 1, ..., J Wirtschaftseinheiten (DMUs) mit jeweils M In-

putfaktoren und S Outputgréfen , deren zeitraumbezogene empirische Aus-
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pragungen X; = (&1, ..., Tjm, .., Tjpr) bzw. y; = (Y1, - Yjs, - Yjs) sind.
Aus diesen Aktivitédten (x;,y;),7 = 1,...J ldsst sich unter Einhaltung gewis-
ser Axiome der Technologieraum T aufspannen, was Banker, Charnes und
Cooper in (Banker et al., 1984), Kapitel 3 und 4 zeigen. In Anlehnung an
Shephards Voriiberlegungen (Shephard, 1970) kénnen nun folgende Optimie-
rungsaufgaben formuliert werden, siche wiederum (Banker et al., 1984). Fiir

jedes k € {1.,..., J} lose

*
9 = Max gg

wd.N.:  grye < Gk Z TkiYj (E)

J

X > B E ThjX;
J

B > O,Tkj > 0.

Aufgabe (E) heit Envelopmentform. (g;)~! ist die Effizienz der DMU k

unter der Annahme konstanter Skalenertrage.

gy bezeichnet in (E) den Faktor, mit dem DMU £k samtliche ihrer Outputs
x;, gleichméfig, also radial, erhthen muss (bei unverdndertem Input xy),
um effizient zu werden, und dabei in dem von allen Aktivitéiten aller DMUs
aufgespannten Technologieraum 7' bleibt. Gilt g; = 1, so ist DMU k schon
effizient. Fiir g; > 1 ist sie noch ineffizient und kann erst durch die Outpu-
terh6hung von y; zu y;c mit y//,C = g,y effizient werden. Das entsprechende
inputputorientierte Modell unter konstanten Skalenertrégen sowie die jewei-
ligen Varianten bei variablen Skalenertrédgen findet der Leser beispielsweise
in (Rodder und Reucher, 2009), (Banker et al., 1984), (Cooper et al., 2006).
(E) ist nicht linear, mittels der Variablentransformation v; = By7y; ergibt

sich die lineare Aufgabe (P).

*
g = mMax gk

u.d.N.: JrYE — Z Uiy <0 (P)

J
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E VX < X
J

Vij Z 0
Durch Dualisierung von (P) erhilt man (D), welches lautet:

eff; 7! = min VIx,
wdN.: Uly,=1
~Ugy; +Vix; >0 V) (D)

Ui, Vi >0

Die Forderungen der Nichtnegativitédt der entsprechend dimensionierten Ge-
wichtungsvektoren V; und Uy, fiir die Inputs und Outputs sind dabei kompo-
nentenweise zu verstehen. Aufgabe (D) heifit auch Multiplierform, die nach
erneuter Variablentransformation mit einem beliebig positiven r, > 0 und
Vi = r;le sowie u; = r,;lUk — wegen ugyk = 7",;1 und —ugyj +v£xj >0

— zu der Aufgabe (Q) fithrt

1 .
eff,” = min

T .
Vi X

T, .
U, y;
u, v > 0.

u.d.N.:

>1 vy Q)

Die Vermeidung partieller Ineffizienzen in (E) bzw. (P) durch Wahl strikt
positiver Variabler (> ¢ > 0) in (D) bzw. (Q) ist Gegenstand zahlreicher
Veroffentlichungen wie beispielsweise (Ali und Seiford, 1993), (Banker et al.,
1984); die Uberlegungen hierzu werden als bekannt vorausgesetzt. In die-
ser Arbeit werden — wo notig — partielle Ineffizienzen vermieden. Auch die
Riicktransformationen von (Q) zu (D) zu (P) zu (E) hélt die entsprechende
Literatur bereit, so dass alle vier Modelle dquivalent sind und den gleichen

optimalen Zielfunktionswert aufweisen (Seiford und Thrall, 1990).

Bei der in diesem Abschnitt vorgestellten Philosophie lobt sich die jeweilige
DMU k durch Losen einer der Aufgaben (E), (P), (D), (Q) selbst. Die Lite-

ratur hilt die Uberlegungen bereit, dass — falls & dennoch ineffizient ist —



eine radiale Outputerh6hung ihre Effizienz zu 1 verbessern kann. Dabei ori-
entiert sie sich an sogenannten best-practise-DMUs. Dieser Denkansatz mag
in gewissen Félle richtig sein, in anderen ist er es nicht. Namlich immer dann,
wenn die Effizienzbewertung aller DMUs unter einer einheitlichen Sicht zu
erfolgen hat; will heiflen: mit einem einheitlichen Gewichtungssystem erfolgen

soll. Fiir eine tiefere Diskussion vergleiche (Rédder und Reucher, 2009).

3 Vom Selbstlob zur Kreuzeffizienzmatrix

3.1 Die Kreuzeffizienzmatrix — ein Ausweg?

Bekanntermafien werden fiir jedes k& nach Losung der Aufgabe (Q) jeweils
nur die bindenden Restriktionen, d.h. die Restriktionen mit Produktivitét
= 1, fiir die weiteren Betrachtungen genutzt. Die entsprechenden Gleichun-
gen bestimmen néamlich so genannte best-practise- Unternehmen. Alle an-
deren Quotienten — der so genannten other-practise-Unternehmen — blei-
ben unberiicksichtigt. Eingang finden diese in die Kreuzeffizienzmatrix, die
das gesamte Datenmaterial aller verfiigharen (reziproken) Quotienten zur
Verfiigung stellt (Sexton et al., 1986). Eine Kreuzeffizienz eff,; ist ndmlich
der Quotient fiir den konkreten gewichteten Output/Input der DMU [ unter
der optimalen Gewichtung von k. Der mit diesen Uberlegungen weniger ver-
traute Leser sei verwiesen auf Doyle und Green (1994), Green et al. (1996),

Liang et al. (2008), Reucher et al. (2008), Wu et al. (2009).

Oftmals sind die optimalen Gewichte (Vj,Uj) als Losungen der
Envelopment-Form (Q) bzw. (D) fiir eine DMU £ nicht eindeutig, was i. A.
auch zu unterschiedliche Kreuzeffizienzen eff,;, k # [, fihrt (Baker und Tal-
luri, 1997), (Doyle und Green, 1994). Zur Bestimmung einer Kreuzeffizienz-
matrix schlagen Doyle und Green (1994) oder Liang et al. (2008) daher vor,
noch weitere Optimierungsaufgaben zu l6sen, bei der eine bestimmte Phi-

losophie zur Bestimmung einer optimalen Gewichtung von k verfolgt wird.
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Da in diesem Beitrag die Forderung nach einer konsensualen Bewertung fiir
alle DMUs im Fokus des Interesses steht, ist folgende Forderung fiir den
Aufbau einer Kreuzeffizienzmatrix offenbar sinnvoll: Bestimme die Gewichte
(V;,Uy) fiir eine DMU £ so, dass sie damit jede DMU [ 'mdglichst’ hoch
bewertet. Dieser Forderung wird folgende lineare Optimierungsaufgabe (D*)

gerecht.

minz 5
j
u.d.N.: Ugyk =1
~Uly; +Vix; >0 Vj (D%)
Vixy, = (effy) ™!
ULy, + Vix; —s5; <0 Vj

Uk,Vk Z O,Sj Z 0.

(eff,) ! bezeichnet den Zielfunktionswert von (D) und eff; ist die Effizienz
von DMU k geméB Selbstbewertung. Auch die Lésung von (D*) wollen wir

mit (V3,Uj) bezeichnen, schliefllich ist sie lediglich eines der alternativen

Optima der Aufgabe (D).

Fiir ein Beispiel mit zwei Inputs und zwei Outputs haben wir die entspre-
chenden Berechnungen durchgefiihrt.

Beispiel 1

Gegeben seien fiinf DMUs (j = 1,...,5) mit jeweils zwei In- und Outputs
x; = (zj1,2j2), ¥j = (Yj1,Yj2), die in Tabelle 1 aufgelistet sind.

Nach Lésen der Aufgabe (D*) ergeben sich fiir jede DMU k = 1, ..., 5 optimale
Gewichte V; = (V,5, Vi) und U = (U}, US,) wie in Tabelle 2.



DIE KREUZEFFIZIENZMATRIX — EIN AUSWEG?

DMU j | zjn ) Y1 Yj2
2.00 5.00 | 1.00 2.00
2.00 4.00 | 2.00 3.00
8.00 5.00 | 2.00 2.00
3.00 4.00 | 1.00 2.00
6.00 2.00 | 2.00 1.00

T = W N =

Tabelle 1: In- und Outputs von fiinf DMUs.

DMUE | Vi Vi5 | Uy Up
1 0.75 € € 0.5
2 e 025 € 033
3 e 033]017 0.33
4 e 038] € 0.50
5 e 0501050 €

Tabelle 2: Gewichte der einzelnen DMUs, outputorientiert mit e = 1075

Schliefilich errechnet man fiir eine konkrete DMU [ die Kreuzeffizienz eff;

U’ . . . o
zu eff; = #Tii Die Matrix aller Kreuzeffizienzen (eff;),; findet sich in

Tabelle 3.

DMU |l=1 [l=2 =3 [l=4 [=5
k=1|0.67 1.00 0.17 044 0.11
k=21 053 100 053 0.67 0.67
k=31 050 1.00 0.60 0.63 1.00
k=4 053 1.00 053 0.67 0.67
E=51{020 050 040 025 1.00

Tabelle 3: Kreuzeffizienzmatrix, outputorientiert

Zum Vergleich haben wir die entsprechende Kreuzeffizienzmatrix bei Inpu-
torientierung aus Rédder und Reucher (2009) entnommen und in Tabelle 4

angegeben.



VOM SELBSTLOB ZUR KREUZEFFIZIENZMATRIX

DMU |l=1 =2 [=3 [=4 [=5
k=1| 067 1.00 0.17 0.44 0.11
k=21 050 100 0.60 0.63 1.00
kE=3] 050 1.00 0.60 0.63 1.00
k=41 053 1.00 0.53 0.67 0.67
k=51 042 1.00 0.56 0.45 1.00

Tabelle 4: Kreuzeffizienzmatrix, inputorientiert

Studiert man die beiden Kreuzeffizienzmatrizen 3 und 4 etwas genauer, so

stellt man fest:

e Die Selbstbewertung jeder DMU ist unabhéngig von der input- oder

outputorientierten Sicht (Diagonalelemente).

e Die Peers k = 1, kK = 3 und £ = 4 bewerten die anderen DMUs bei

Input- und Outputorientierung gleich (Zeilenelemente).

e Keine DMU [ wird bei Inputorientierung von allen Peers k genau so
bewertet wie bei Outputorientierung (Spaltenelemente). So wird bei-
spielsweise DMU 2 bei inputorientierter Sicht von DMU 5 als effizient
(1.00) bewertet, bei outputorientierter Sicht aber nicht (0.50).

Doyle und Green (1994) sowie Reucher et al. (2008) diskutieren nun ausgie-
big, wie aus einer solchen Kreuzeffizienzmatrix mittels gewisser Prinzipien
ein Peer bestimmt werden kann, der im weitesten Sinne die Interessen al-
ler DMUs abdeckt. Sein Gewichtungssystem soll die Outputs zu Inputs aller
DMus bewerten und somit — weg vom Selbstlob — zu einer vereinheitlich-
ten Betrachtung fithren. Es werden u.a. das Prinzip des fairsten Peers und
das Prinzip des riicksichtsvollsten Peers diskutiert. Das erste wihlt den Peer
k, bei dem das Zeilenminimum in der Kreuzeffizienzmatrix maximal ist. Das
zweite ist eine Anwendung der Minimum-Regret-Regel auf die Kreuzeffizienz-
matrix. Hat man einen Peer, dient dessen Effizienzeinschiatzung aller DMUs
fiir ihre Reihung. Nicht Peer-orientierte Reihungen werden ebenfalls disku-

tiert, und dann beschréankt sich die Diskussion der letztgenannten Autoren
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auf die Frage der Stabilitdt der einzelnen Reihungen, das heifit auf ihre Un-
abhéngigkeit von dem jeweils gewéhlten Prinzip. Vollig offen bleibt hingegen
die Frage, ob und wie eine ineffiziente DMU [ ihre Effizienz aus Sicht eines

Peers k verbessern kann. Das ist Gegenstand des folgenden Abschnitts.

3.2 Effizienzverbesserungspotentiale aus Sicht eines

Peers

Der Leser mag fiir die folgenden Uberlegungen die Kreuzeffizienzmatrix aus

Tabelle 3 heranziehen und folgende Beobachtungen iiberpriifen:

e DMU 5 schétzt sich selbst als effizient ein und wird auch von DMU 3
als effizient gesehen. DMU 5 wiirde also auch unter dem Peer 3 keine

Veranlassung sehen, ihre Effizienz zu verbessern.

e DMU 5 wird hingegen von DMU 1, DMU 2 und DMU 4 nicht als effizi-
ent angesehen. Es stellt sich somit die Frage, ob DMU 5 ihre Effizienz
aus Sicht dieser drei DMUs noch verbessern kann. Diese Frage ist aus

der Kreuzeflizienzmatrix nicht beantwortbar.

e Eine DMU, die sich selbst als ineffizient einschétzt, kann niemals von
einem Peer als effizient bewertet werden, da die eigenen Gewichte op-

timal sind.

e DMU 1, DMU 3 und DMU 4 schétzen sich selbst als nicht effizient ein,
und sie werden von allen {ibrigen potentiellen Peers natiirlich ebenfalls
als ineffizient eingeschétzt. Zwar wissen DMU 1 und 4, dass sie ihren
Output mit dem Faktor 1,5 (=(0,67)"!) erhohen miissen, und kennt
DMU 3 den entsprechenden Faktor 1,67 (=(0,60)7!), um effizient zu
werden. Welche Effizienz sich dann jedoch unter einem der potenti-
ellen Peers einstellt, ist aus der Kreuzeffizienzmatrix wiederum nicht

ersichtlich.
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OUTPUTVERANDERUNG EINER DMU [ BEI GEWICHTUNG EINES PEERS &k

Entsprechende Aussagen lassen sich fiir die Auswertung der Kreuzeffizienz-
matrix 4 bei Inputorientierung machen, man vergleiche hierzu (Rédder und

Reucher, 2009).

Die sich aus diesen Beobachtungen aufdrangende Frage ist die nach einer Ef-
fizienzverbesserung einer ineffizienten DMU — aus Sicht eines vorher gew#hl-
ten Peers! Und weiterhin: Gibt es Konsens unter den DMUs bzgl. solcher
Wahl eines Peers? Schliefllich bewerten verschiedene Peers die Output-/
Input-/verhéltnisse der DMUs aufgrund ihrer optimalen Gewichte verschie-

den. Das folgende Kapitel versucht, Antworten auf diese Fragen zu geben.

4 Outputveridnderung einer DMU [ bei Ge-

wichtung eines Peers k

4.1 Radiale Outputerh6hung

Hier wird der Frage nachgegangen, inwieweit eine DMU [ ihre Effizienz aus
Sicht eines Peers k£ mittels radialer Outputerhéhung im Rahmen des von al-
len DMUs aufgespannten Technologieraums moglicherweise noch verbessern

kann.

Es bezeichne DMU k wiederum einen (nicht zwingend effizienten) Peer, der
geméB den Aufgaben (P) und (D*) seine optimalen Losungen g¢i,v; und

4> Vi bestimmt hat. Desweiteren sei angenommen, DMU [ sei aus Sicht
von DMU £k keine best-practise-Einheit, so dass sie im Gewichtungssystem

von k ineffizient ist. Damit gilt also
~Uily; + ViTx, > 0.

Wiirde man nun y; auf

VZTXZ
T
Uy

Y =Y



RADIALE OUTPUTERHOHUNG

erhohen, so hiatte man

VZTXZ

Sk
U;;Tyl

Ob diese Outputerhchung allerdings bei festen Inputs technisch realisierbar
ist, ist nicht gewéhrleistet. Die technische Zuléssigkeit erzwingt man in An-

lehnung an das Envelopmentmodell (P) mit der folgenden Aufgabe (A).

max q
wdN:  —-Ufq - yi+Vifx >0 (A)

Qyi — Z v;y; <0

J

E VX < X

J
VljZO

Offensichtlich garantieren die beiden letzten Gruppen der Restriktionen zu-
sammen mit den Nichtnegativitdtsbedingungen die technische Zuléssigkeit,
wohingegen die erste Restriktion redundant ist(!). Wir fiithren sie dennoch
mit, da sie unmittelbar die Produktivitdat des [ in den Gewichten des k bei

Outputerhhung um den Faktor ¢ erkennen lisst: ViTx; /Ul q - yi.

Ist namlich (¢, v9) optimale Losung von (A), setzt man y, = ¢'"y; und hat da-
mit die optimale radiale Outputerhchung erreicht. Es fallt jedoch auf, dass
wegen der Redundanz der ersten Restriktion einfach die Aufgabe (P) der
DMU [ gerechnet und nach dieser klassischen radialen Outputerhohung ihre

Produktivitédt in den Preisen des k ausgewiesen wird.

Die Bewertungen aller DMUs [ durch potentielle Peers k£ nach ihren geméf
Selbstlob ermittelten radialen Outputerhohungen zeigt die Matrix der ver-

besserten Effizienzen in Tabelle 5.
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OUTPUTVERANDERUNG EINER DMU [ BEI GEWICHTUNG EINES PEERS &k

DMU |l=1 =2 [=3 [=4 [=5
k=1| 100 1.00 0.28 0.67 0.11
kE=21{080 100 0.89 1.00 0.67
k=307 1.00 1.00 094 1.00
k=408 1.00 0.89 1.00 0.67
E=51] 030 050 0.67 038 1.00

Tabelle 5: Matrix verbesserter Effizienzen, outputorientiert

Im Vergleich zur Kreuzeffizienzmatrix in Tabelle 3 haben sich einige Eintriage
vergrofert. Damit kann man nun zwar die im letzten Abschnitt gestellte Fra-
ge der Effizienzverbesserung einzelner DMUs [ unter einem Peer k beant-
worten, jedoch ist deren Effizienzverbesserung aus Sicht des k noch nicht

ausgeschopft. Der Nachweis dieser Aussage erfolgt im néchsten Abschnitt.

Wollte man dennoch die Vorgehensweise in (A) umsetzen, stellt sich noch die
Frage, wie sich nach Outputerhchung eines ineffizienten Peers k die Situation
des [ dndert. Zur Vermeidung von Interessenkonflikten wire hier natiirlich
eine Nichtschlechterstellung des [ wiinschenswert. Dass dem so ist, erschliefit
sich durch einen einfachen Beweis, der analog zu dem bei inputorientierter

Sicht gefiihrt wird, vgl. (Rodder und Reucher, 2009), Seite 25.

Die genannten Autoren entwickeln fiir den Fall der Inputorientierung eine
dem (A) dhnliche Optimierungsaufgabe, die ihrerseits bei radialer Inputre-
duktion eines Peers k£ und unverinderten Output die technische Realisier-
barkeit garantiert. Die entsprechende Matrix verbesserter Effizienzen zeigt

Tabelle 6.

DMU |l=1 =2 [=3 [=4 [=5
kE=1|1.00 1.00 0.28 0.67 0.11
k=207 1.00 1.00 094 1.00
E=3] 075 100 1.00 094 1.00
k=41{ 080 100 0.89 1.00 0.67
E=51]063 1.00 093 0.68 1.00

Tabelle 6: Matrix verbesserter Effizienzen, inputorientiert
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Vergleicht man beide Tabellen 5 und 6, so fallt auf, dass fiir die Peers k = 1,
k = 3 und k = 4 die inputorientierte Effizienzverbesserung der DMUs [ zu
den gleichen Ergebnissen wie die outputorientierte fiihrt. Diese Aussage gilt
nicht fiir die Peers kK = 2 und k& = 5. Insofern wiederholen sich hier die Be-
obachtungen zu denen bei den (nicht verbesserten) Kreuzeffizienzen in den

Tabellen 3 und 4.

4.2 Variable Outputveridnderungen

Bisher waren Effizienzverbesserungen ausschliellich durch radiale Outpu-
terhéhungen moglich. Diese strikte Forderung lasst sich jedoch durch Losen
folgender Aufgabe lockern, bei der der gesamte Outputvektor z; variabel ge-
halten wird. Diese Verallgemeinerung wird dadurch moglich, dass feste Input-
und Outputpreise Vi, Us des Peers k bekannt sind. Die Aufgabe (V) heift

nun

max Ui’z

wdN.: Uiz +Vil'x, >0 (V)
Z; — Z v;y; <0
J

E VX <X
J

VljZO

Wiederum garantieren die beiden unteren Gruppen der Restriktionen zusam-
men mit den Nichtnegativitdtsbedingungen die technische Zuléssigkeit von
(x1,2;) geméB der modifizierten Envelopmentform (P). Auch hier ldsst sich
aus der ersten Restriktion die Produktivitdt des [ in den Preisen von k dar-
stellen, wobei diese Restriktion — wie schon in (A) — redundant ist. Zur
weiteren Interpretation von (V) bedenke man, dass sowohl V} als auch x;
— und damit auch V;Zx; — fest sind. Durch die Maximierung der Zielfunk-

tion wird also ein optimaler (nicht notwendigerweise maximaler!) Output
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bestimmt, der unter den Gewichten des Peers k die Effizienzverbesserung
bestmoglich ausschopft. Damit sind dann zwei Méngel behoben, die in die-
ser Arbeit bereits weiter oben benannt wurden: Die Effizienzen der DMUs [
unter dem Peer k sind berechenbar und sie sind sogar optimal ausgeschopft.
Das Ergebnis wird eine Matrix maximaler Effizienzen sein, in der jedes Ele-
ment groBer oder gleich als dem der Kreuzeffizienzmatrix in Tabelle 3 auf
Seite 7 und sogar als dem der verbesserten Effizienzen in Tabelle 5 auf Seite
12 ist. Um diese Anmerkungen zu verdeutlichen, wenden wir uns wieder dem
vierdimensionalen Beispiel 1 zu.

Beispiel 2

In Fortfiihrung des Beispiels 1 sind in der folgenden Tabelle 7 fiir die po-
tentiellen Peers k die Losungen von (V) fiir alle DMUs [ dargestellt. In den
jeweiligen Spalten stehen die (unverénderten) Inputs x; und die optimierten
Outputs zj, in der letzten Zeile die damit unter den Gewichten von Peer k
sich ergebenden Effizienzen effy ;. Sdmtliche Losungen wurden mit der Soft-

ware Lingo (Lingo, 2010) ermittelt.

DMU |
Peer k=1 I=1 [=2 [=3 I=4 I=5
o 2.00 2.00 8.00 3.00 6.00
T 500 4.00 5.00 4.00 2.00
2 2.00 2.00 250 2.00 1.00
2 3.00 3.00 3.75 3.00 2.00
effi, |1.00 1.00 031 067 0.22
Peer k=2 | =1 [=2 [=3 [=4 I=5
o 2.00 2.00 8.00 3.00 6.00
T 500 4.00 5.00 4.00 2.00
7 220 2.00 250 2.00 0.00
2 340 3.00 3.75 3.00 1.50
effi, 1091 1.00 1.00 1.00 1.00
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DMU [

Peer k=3 |1=1 [=2 [=3 I=4 I[=5
T 2.00 2.00 8.00 3.00 6.00

9 5.00 4.00 5.00 4.00 2.00

2} 2.20 2.00 250 2.00 1.00

25 3.40 3.00 3.75 3.00 1.50

eff 1 0.90 1.00 1.00 1.00 1.00
Peer k=4 |1=1 [=2 [=3 =4 I[=5
T 2.00 2.00 8.00 3.00 6.00

2 5.00 4.00 5.00 4.00 2.00

2 220 2.00 2.50 2.00 0.00

25 3.40 3.00 3.75 3.00 1.50

eff v 0.91 1.00 1.00 1.00 1.00
Peer k=5|1=1 [=2 [=3 [=4 I[=5
T 2.00 2.00 8.00 3.00 6.00

T2 5.00 4.00 5.00 4.00 2.00

2} 2.20 2.00 3.60 2.20 2.00

25 3.40 3.00 3.20 290 1.00

eff 1 0.44 0.50 0.72 0.55 1.00

Tabelle 7: Losungen von (V) fiir alle Peers £ und alle DMUs [

Wie sich bei konstanten Inputs die Outputs gegeniiber der Ausgangssitua-
tion verdndern, zeigt der Vergleich von Tabelle 7 und Tabelle 1 auf Seite 7.
Wahlweise greifen wir Peer k = 3 heraus; unter seinen Gewichten veréndert
DMU [ = 1 die Outputs von (1.00, 2.00) auf (2.20, 3.40), DMU [ = 3 von
(2.00, 2.00) auf (2.50, 3.75), DMU [ = 4 von (1.00, 2.00) auf (2.00, 3.00) und
DMU [ = 5 von (2.00, 1.00) auf (1.00, 1.50); bei DMU [ = 2 bleiben die Out-
puts unverandert. Die DMUs [ wéhlen also, ja nach Lage, Outputerhchung,

-beibehaltung,- oder sogar -reduktion.
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DMU |l=1 =2 [=3 [=4 [=5
k=1| 100 1.00 0.31 0.67 0.22
k=2(091 1.00 1.00 1.00 1.00
kE=3]09 1.00 1.00 1.00 1.00
k=41]091 100 1.00 1.00 1.00
k=51 044 050 0.72 0.55 1.00

Tabelle 8: Matrix maximaler Effizienzen, outputorientiert

Aus den Ergebnissen der Tabelle 7 resultiert die Matrix maximaler Effizien-
zen in Tabelle 8, die wir nun genauer studieren. Ihre Eintrége sind — natiirlich
— alle groler oder gleich denen der Kreuzeffizienzmatrix in Tabelle 3 auf Seite
7 und auch denen der Matrix verbesserter Effizienzen in Tabelle 5 auf Seite
12. Letzterer Tatbestand soll zweifach kommentiert werden: spaltenweise und

zeilenweise.

Zunéachst betrachte man beispielsweise Spalte [ = 3. Obwohl es DMU
[ = 3 bereits unter radialer Outputerhéhung in Tabelle 5 gelungen war (self-
appraisal), sich effizient zu machen, fithrte diese Outputerhchung aus Sicht
aller Peers £k = 1, k = 2, k = 4 und k = 5 noch zu unbefriedigenden Be-
wertungen 0.28, 0.89, 0.89 bzw. 0.67. Erst die freie Variationsmoglichkeit der
Outputs in Aufgabe (V) ldasst DMU [ = 3 nunmehr auch im Licht dieser Peers
mit 0.31, 1.00, 1.00 und 0.72 besser dastehen; andere Spalten zeigen dhnliche
Effekte. Nun zur zeilenweisen Betrachtung: Zeile k£ in den Tabellen 3, 5 und
8 zeigt jeweils die Effizienzen aller DMUs [ unter optimalen Gewichten des
Peers k; in Tabelle 3 bei originalen Outputs der DMUs [, in Tabelle 5 bei (ra-
dial) erh6hten Outputs geméf Aufgabe (A) und in Tabelle 8 bei optimierten
Outputs geméB (V). Das Hauptaugenmerk liegt auf Tabelle 8: Offensichtlich
zeigen die Zeilen k = 2, k = 3 und k = 4 durchgehend hohe Effizienzen nahe
1, im Gegensatz zu den iibrigen Zeilen. Kann daraus ein Schluss auf die Wahl

eines oder mehrerer besten Peers gezogen werden? Mehr dazu in Kapitel 5.

Nun wollen wir die Matrix maximaler Effizienzen in Tabelle & noch mit der

bei Inputorientierung in Tabelle 9 vergleichen, die aus (Rédder und Reucher,
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2009) entnommen ist.

DMU |l=1 =2 =3 =4 [=5
k=1| 100 1.00 0.67 1.00 0.33
E=21]094 100 1.00 094 1.00
E=31]094 1.00 1.00 090 1.00
k=4|100 1.00 0.89 1.00 0.67
E=51| 07 100 1.00 0.75 1.00

Tabelle 9: Matrix maximaler Effizienzen, inputorientiert

Beim Vergleich beider Matrizen in den Tabellen 8 und 9 ist festzustellen, dass
es nun keinen Peer k mehr gibt, der bei variabler Outputverédnderung (und
konstanten Inputs) die anderen DMUs genau so bewertet wie bei variabler
Inputverdnderung (und konstanten Outputs). Output- und inputorientierte

Sichten fiithren also hier zu anderen Effizienzbewertungen!

Nachdem Aufgabe (V) vorgestellt und anhand konkreter Daten exemplifiziert
wurde, folgen nun einige wichtige Ergénzungen. So wollen wir wiederum —
wie schon zum Ende von Abschnitt 4.1 — die Frage stellen, ob die Out-
puterhhung eines ineffizienten Peers seine Produktivitdtsschiatzungen der

iitbrigen DMUs negativ beeinflusst.

Das ist also die Frage nach der Stabilitdt der Produktivitédtseinschéitzungen
der DMU [ unter Gewichten des Peers k, falls Letzterer eine effizienzverbes-

sernde Outputerhohung vornimmt.

Es sei also g; > 1 optimaler Zielfunktionswert von (P) auf Seite 3. Man er-

setzt y,/,€ = g;yr und yg =y, | # k und berechnet die abgewandelte Aufgabe

max U}z

!’

wdN.: Uiz +Viix, >0 (V)

yi— ZVle;‘ <0

j
E VX < X
J

Vi Z 0.
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Es gilt dann folgender Satz.

Satz 1 Ist z optimale Lisung von (V) und z; optimale Losung von (V'), so
qilt

VZ,TXI VZTXZ
T = Tl 0"
Uitz — Uiz

Zum Beweis dieses Satzes iiberlegt man, dass jede zulédssige Losung von (V)
auch zulissig ist fiir (V'), da y, > yx und y; =y, fiir j # k. Daraus folgt

Uiz, > Ui"z) und wegen konstantem V;'x; die Behauptung.

Die Hoffnung, dass sich durch Effizienzverbesserung des Peers keine Effizi-
enzverschlechterung der von ihm bewerteten DMUs einstellt, hat sich mit
Satz 1 bestétigt. Die Wahl eines Peers muss also nicht davon abhéngen, ob

er bereits effizient ist oder nicht.

Wir haben die Aufgabe (V') fiir alle Peers k und alle DMUs [ gerechnet und
sind zu identischen Effizienzen wie bei der Losung von (V) gekommen. Es ist

jedoch kaum anzunehmen, dass diese Ubereinstimmung immer gilt.

5 Auswahl eines Peers

Ausgegangen waren wir von den Arbeiten der Autoren Doyle und Green
(1994) sowie Reucher et al. (2008). Dort wurden jeweils Auswahlkriterien fir
kompromissfahige Peers diskutiert, deren Rankings nebst weiteren Rangord-
nungen der DMUs vorgestellt und schliefilich von Reucher et al. (2008) einer
vergleichenden Analyse unterzogen. Vor dem Hintergrund der in den Kapi-
teln 3 und 4 dargestellten Ergebnisse stellt sich nun erneut die Frage nach der
Auswahl eines 'guten’ Peers: Dazu soll in Abweichung von den oben zitierten
Arbeiten die Kreuzeffizienzmatrix in Tabelle 3, weiterhin aber auch die die
Matrix verbesserter Effizienzen in Tabelle 5 sowie die maximaler Effizienzen

in Tabelle 8 zu Rate gezogen werden.
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Die Auswertung der Kreuzeffizienzmatrix ist schnell skizziert. Bei Wahl des
Peers k£ mit maximaler schlechtester Effizienzbewertung aller DMUs bieten
sich k = 2 und k£ = 4 an; mit schlechtester Kreuzeffizienz von 0.53. Der Le-
ser iiberpriife das Ergebnis anhand von Tabelle 3 auf Seite 7. Die Wahl des
Peers, der das maximale Bedauern aller DM Us minimiert — riicksichtsvollster
Peer — fallt auf k = 3; die Angaben sind schnell nachvollzogen. Anzumer-
ken ist, dass bei Wahl der riicksichtsvollsten Peers die DMUs keine Chance
haben, sich im Sinne des Peers durch Outputerverinderung zu verbessern.
Das ist bei der Auswertung der Matrix verbesserter Effizienzen bereits durch
radiale Outputerhohung geschehen. Wie man leicht anhand von Tabelle 5
nachvollzieht, féllt das Ergebnis zu den beiden Kriterien — fairster und riick-
sichtsvollster Peer — auf die Wahl von k& = 3. Interessanterweise @ndert sich
das Ergebnis bei Auswertung der Matrix maximaler Effizienzen aus Tabelle

8, hier sind k£ = 2 und k = 4 fairste und zugleich auch riicksichtsvollste Peers.

Die Auswertung der Kreuzeffizienzmatrix, der Matrix verbesserter Effizien-
zen und der Matrix maximaler Effizienzen fithren zu unterschiedlichen Ergeb-
nissen. War vor und nach radialer Effizienzverbesserung Peer k = 3 fairste
DMU, so sind es nach optimierter Effizienzverbesserung k = 2 und k = 4.
Ihre Einschétzungen empfinden alle DMUs nahezu gleichermaflen als fair und
als riicksichtsvoll. Nach Lektiire des Beitrags diirfte klar sein, dass die Ma-
trix maximaler Effizienzen in sofern Prioritdt gegeniiber den beiden anderen
Matrizen hat, als in ihr optimale Outputvariationen bereits stattgefunden

haben, was dem konsensualen Gedanken stark entgegenkommt.

Bisher wurden die Uberlegungen an Effizienzen ausgerichtet, jetzt sollen auch
die sie bewirkenden Outputs zur Analyse hinzugezogen werden. Auf Seite 7
zeigten wir in Tabelle 1 die originalen Outputs (und Inputs), sowie die Kreuz-
effizienzmatrix in Tabelle 3. Die DMUs [ = 1, [ = 3 und [ = 4 sind selbst
nach ihrer eigenen Einschétzung — self-appraisal — ineffizient, die {ibrigen ef-

fizient. | = 1, | = 3 und [ = 4 werden nach radialer Outputerhohung effizient.
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Dazu miissen sie ihre originalen Outputs um den Faktor 1.5 = (0.67)~! bzw.
1.67 = (0.60)7! erweitern. Die Effizienzbewertungen in den Gewichten aller
potentiellen Peers k nach dieser Prozedur liefert dann Tabelle 5: Die Spalten
1, 3 und 4 haben sich veréndert, die {ibrigen nicht. Trotz dieser Verdnderun-

gen bleibt k = 3 der fairste als auch der riicksichtsvollste Peer.

Auf der Seite 15 in Tabelle 7 sind die optimalen Outputverédnderungen und
die dazugehorigen Effizienzen aus Sicht aller Peers k dargestellt: DMU [ = 4
miisste unter dem Peer £ = 3 zwar noch stérker als radial (Faktor 1.5 =
(0.67)~1) ihre Outputs von (1,2) auf (2,3) erhohen, Peer k = 5 erdffnet je-
doch eine interessante andere Moglichkeit, ndmlich die einer geringeren als
radial erforderlichen Erweiterung des Outputs 2 von 2.00 auf 2.90 bei einer
gleichzeitig stirker als radial erforderlichen Outputerhohung des Outputs 1
von 1.00 auf 2.20. Es ist noch ein weiterer Effekt beobachtbar. Erst durch
die freie Wahl von Outputédnderungen gelingt es DMU [ = 4, nicht nur selber
maximal effizient zu werden (von (1,2) auf (2,3)), sondern sie wird damit
auch zugleich aus Sicht des Peers k = 3 als effizient eingestuft. Auch DMU
Il = 5 war bereits nach radialer Outputerhohung effizient. Die freie Wahl
der Outputdnderungen fiithrt hier jedoch zur Empfehlung, sogar Output 1
zu erhohen. Dieser Substitutionseffekt von Outputs ist typisch fiir die neue

Methode.

Zur Verdeutlichung werden die Outputverdnderung bei Wahl des Peers & = 3

nochmal dargestellt:

von originalen
Outputs y;1, y2 1.00, 2.00 2.00, 3.00 2.00, 2.00 1.00, 2.00 2.00, 1.00

1 ! ! ! !

zu optimalen
Outputs z;1, 212 2.20, 3.40 2.00, 3.00 2.50, 3.75 2.00, 3.00 1.00, 1.50

Rédder und Reucher (2009) weisen auch fiir den inputorientierten Fall &hn-

liche (Substitutions-)Effekte nach.
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Unter Peer k = 3 ist dariiberhinaus eine Vereinheitlichungstendenz erkenn-
bar: Alle DMUs streben ein Outputverhéltnis von etwa 1:1.5 an. Im Out-
putraum liegen die entsprechenden Punkte also fast auf einer Geraden —
und das bei stark variierenden Input, vgl. Tabelle 1 auf Seite 7. Ob solch
eine Vereinheitlichung bei konsensualer Wahl eines Peers eine erwiinschte Be-
gleiterscheinung ist, bleibt an dieser Stelle offen. Die Frage héngt natiirlich
stark davon ab, inwieweit eine iibergeordnete Instanz aller DMUs sowohl
hinsichtlich eines gemeinsamen Bewertungssystems als auch beziiglich der

Ausbringungsstruktur nach solchen Vereinheitlichungsstendenzen strebt.

6 Zusammenfassung und Ausblick

Anders als in zahlreichen Publikationen zur DEA, in denen jede Wirtschafts-
einheit ihre Effizienz aus eigener Sicht bestmoglich bewertet, verfolgt der
vorliegende Beitrag das Ziel einer 'konsensualen Bewertung’ der Effizien-
zen aller DMUs aus Sicht eines oder mehrerer Peers. Zur Uberwindung der
inhdrenten Schwéche im Prinzip ’Selbstbewertung’ geht man auf die von
Doyle und Green und Reucher et al. {ibernommene Idee der Effizienzbe-
wertung mittels der Kreuzeffizienzmatrix iiber. Vom Anspruch geleitet, iiber
Auswertungmoglichkeiten der Matrix hinaus auch Handlungsempfehlungen
zur Effizienzsteigerung ineffizienter Einheiten abzuleiten, werden mathema-
tische Modelle entwickelt, mit deren Losungen die Matrix verbesserter und
die Matrix maximaler Effizienzen aufgebaut werden. Mit der Matrix maxi-
maler Effizienzen gelingt es, Wirtschaftseinheiten ’so gut wie moglich” durch
einen Peer zu bewerten, was durch die Flexibilitdt in der Effizienzsteige-
rung von Wirtschaftseinheiten durch Outputerhchung, konstante Outputs
als auch Outputreduktion moglich wird. Damit ist der Grundstein fiir die
Umsetzung einer konsensualen Entscheidungsfindung geschaffen. Das Ganze
wird ausfiihrlich fiir fiinf DMUs mit jeweils zwei In- und Outputs exemplifi-

ziert.
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ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK

Mit der vorliegenden und der Arbeit von (Rodder und Reucher, 2009) sind
nunmehr fiir den Fall konstanter Skalenertrige sédmtliche input- und output-
orientierten Modelle und deren Zusammenhénge bekannt, die zur Berechnung
der Matrix der Kreuzeffizienzen, der verbesserter Effizienzen und der maxi-
maler Effizienzen benottigt werden. Ziel weiterer Forschungsaufgaben wird
die Suche nach praxisrelvanten Kriterien zur Peerauswahl sein, an denen
sich sémtliche DMUs auszurichten haben. Dariiberhinaus sind Modelle unter
der Annahme konstanter Skalenertrige auf den Fall variabler Skalenertréige
zu iibertragen und zu studieren. Ebenso wird selbstversténdlich die in Ka-
pitel angesprochene Vereinheitlichungstendenz auf ihre Praxistauglichkeit zu

iiberpriifen sein.
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