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1 Einführung

Die DEA ermöglicht bekanntlich eine vergleichende Effizienzanalyse vonWirt-
schaftseinheiten, sogenannten Decision-Making-Units oder kurz DMUs. Da-
zu werden über einen vergangenen Zeitraum Inputs = Ressourcenverbräuche
und Outputs = Ergebnisse wirtschaftlichen Handelns – sogenannte Aktivi-
täten – betrachtet und miteinander verglichen. Resultat ist dann für jede
DMU ihre relative Effizienz in Bezug auf eine Vergleichsgruppe. Neben dieser
relativen Effizienz erhält jede dieser DMUs jedoch zahlreiche weitere Infor-
mationen:

• Sie kann die Effizienzbewertung z.B. unter der Annahme konstanter
oder variabler Skalenerträge SE vornehmen. Je nach Wahl des Modells
erhält sie ihre technische und Skaleneffizienz oder lediglich ihre techni-
sche Effizienz.

• In jedem dieser Modelle erfährt sie, welche Wirtschaftseinheiten als
Vorbild bzw. Referenz dienen können und in welchem Maße diese zur
Vorbildfunktion beitragen. Diese Informationen liefern in der sogenann-
ten Envelopment-Form die optimalen Werte von Variablen, den Akti-
vitätsniveaus.

• Sie erkennt an der optimalen Lösung eines jeden Modells, wann sie
wegen Input-/ Outputverschwendung ineffizient ist und wie sie diesen
Mangel beheben kann.

• Im Modell unter variablen SE lässt sich auch die Skalenertragslage ab-
lesen. Bereits in der bahnbrechenden Arbeit von Banker, Charnes, u.
Cooper (1984) zeigten die Autoren auf S. 1086-1087 für eine effizien-
te DMU, dass in der Multiplier-Form das Vorzeichen einer Variablen u
die Skalenertragslage angibt. Der Beweis erfolgt über eine geometrische
Charakterisierung der unterstützenden Hyperebene der Technologie zur
betreffenden DMU.
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Rödder, Kleine, u. Dellnitz (2012) präzisieren diese Ergebnisse und leiten
einen analytischen Ausdruck für den SE – und nicht nur für die Lage (!) –
für jede DMU und sogar für jede beliebige Aktivität der Technologie ab.
Dennoch wird die Rolle der Variablen u in der Literatur bis heute stiefmüt-
terlich behandelt. Was genau ist ihre ökonomische Bedeutung, erlaubt der
Wert dieser Variablen eine anschauliche Interpretation ihres Einflusses auf
die Effizienz, über die bekannten rein formalen mathematischen Darstellun-
gen hinaus?
Solchen Fragen ist dieser Beitrag gewidmet. Er ist dementsprechend wie folgt
aufgebaut. In Kapitel 2 werden die Grundmodelle der DEA, soweit sie hier
Verwendung finden, dargelegt. In Kapitel 3 wird die Technologie einer Trans-
formation unterzogen, der sogenannten zentrischen Skalierung ZS. Es kann
dann gezeigt werden, dass die Variable u die Änderungsrate der Effizienz un-
ter dieser Transformation misst. Kapitel 4 betrachtet nunmehr eine ZS nicht
der gesamten Technologie, sondern der zu bewertenden DMU und zeigt ein
äquivalentes Ergebnis wie in Kapitel 3 auf. Kapitel 5 führt die beiden An-
sätze zusammen. Kapitel 6 liefert die Transformation einer beliebigen DMU
zu einer solchen mit maximaler Produktivität (most productive scale size,
kurz mpss). Diese Transformation wurde schon von Banker (1984) hergelei-
tet, erscheint jedoch jetzt unter dem Gesichtspunkt der ZS in einem neuen
Licht. Kapitel 7 schließlich greift die von Rödder, Kleine, u. Dellnitz (2012)
behandelte Berechnung des SE wieder auf und vertieft insofern, als nun der
dort entwickelte Ausdruck zielführend umgeformt wird. SE, Effizienz, In-
put und Output werden auf ihre Interdependenzen hin untersucht, ebenso
wie Kreuzeffizienzen und Kreuzskalenerträge. Kapitel 8 fasst zusammen und
zeigt weitere Forschungsrichtungen auf.
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2 Präliminarien

Die klassische Envelopment-Form der DEA mit ihren verschiedenen Expan-
sionsvarianten zeigt Aufgabe (1); hierbei steht U für Unbeschränktheit, D
für Dilatation, R für Reduktion und B für Beschränktheit. Die Aktivitä-
ten (xj, yj) sind die zeitraumbezogenen Inputs und Outputs der DMU j,
j “ 1 bis J , ansonsten wird der Leser auf die verwendete und erläuterte
Symbolik in Rödder u. Reucher (2011), Rödder u. Reucher (2012) sowie
Rödder, Kleine, u. Dellnitz (2012) verwiesen. Mittels Ò bzw. Ó werden in
diesem Beitrag bekannte oder unmittelbar plausible Transformationen bzw.
Rücktransformationen und mit ÐÑ Dualbeziehungen gekennzeichnet. CCR
und BCC sind die bekannten Akronyme für die folgenden Spezialfälle U und
B. Zudem stellen wir auf eine Input-orienterte Betrachtung ab, für weitere
Orientierungen vgl. z.B. Cooper, Seiford, u. Tone (2007).
Für DMU k, k P t1, ..., Ju berechne

min hk

hkxk ´ αk

ÿ

j

λkjxj ŕ 0 p1q

αk

ÿ

j

λkjyj ŕ yk

ÿ

j

λkj “ 1

λkj ŕ 0 @j, hk frei

und U : αk ą 0 D : αk ŕ 1 R : 0 ă αk ő 1 B : αk “ 1
§

đµkj “ αk ¨ λkj
İ

§αk “
ř

j µkj λkj “ µkj{αk
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min hk

hkxk ´
ÿ

j

µkjxj ŕ 0 p2q
dual
ÐÑ

ÿ

j

µkjyj ŕ yk

µkj ŕ 0 @j und hk frei

und U : — (CCR)
D :

ř

j µkj ŕ 1

R :
ř

j µkj ő 1

B :
ř

j µkj “ 1 (BCC)

max gk “ UT
k yk ` uk

VT
k xk “ 1 p3q

UT
k yj ` uk ´VT

k xj ő 0 @j

Uk,Vk ŕ 0

und U : uk “ 0 (CCR)
D : uk ŕ 0

R : uk ő 0

B : uk frei (BCC)

Fügt man zur CCR Envelopment-Form
ř

j µkj “ αk und αk frei hinzu, so ist
diese Restriktion redundant und die Multiplier-Form (3) erfährt keine Ver-
änderung. Wählt man jedoch αk “ α0

k fest, so entstehen die modifizierten
Formen (4) und (5).

min hk

hkxk ´
ÿ

j

µkjxj ŕ 0 p4q
dual
ÐÑ

ÿ

j

µkjyj ŕ yk

ÿ

j

µkj “ α0
k

µkj ŕ 0 @j und hk frei

max gk “ UT
k yk ` α

0
kuk

VT
k xk “ 1 p5q

UT
k yj ` uk ´VT

k xj ő 0 @j

Uk,Vk ŕ 0 und uk frei

Alle aufgeführten Aufgaben (1) bis (5) finden in den Folgekapiteln Verwen-
dung.
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3 Zentrische Skalierung von T zu Tr

In der Multiplier-Form BCC ist laut Aufgabe (3) B uk der Schattenpreis
(Dual Price) der Konvexitätsbedingung von (2) B. Aus der Sensitivitätsana-
lyse der linearen Optimierung ist bekannt, dass die Variation eines Koeffi-
zienten im Begrenzungsvektor eines linearen Programms eine entsprechen-
de Veränderung des Zielfunktionswerts proportional zum Schattenpreis nach
sich zieht, (vgl. Domschke u. Drexl (2011), S. 37ff). So bewirkt im BCC
Modell (2) B eine (hinreichend kleine) Änderung der rechten Seite der Kon-
vexitätsbedingung um ∆ eine Anpassung der Effizienz hk von DMU k um das
∆-fache des Schattenpreises uk. Dieser formale Zusammenhang ist allerdings
ökonomisch nicht unmittelbar nachvollziehbar. Ziel dieses und des folgenden
Kapitels ist es, eine einleuchtende Interpretation zu geben Dazu sind zunächst
ausgehend von (2) B bzw. (1) B, also dem BCC-Modell, Transformationen
nötig, deren Gesamtheit wir zentrische Skalierung ZS der Technologie nennen.
Diese Transformationen sind zunächst rein formal. Sie können zu Unzuläs-
sigkeit, zu Supereffizienz oder zu (In-)Effizienz führen. Mehr dazu am Ende
von Kapitel 4.

min hk

hkxk ´
ÿ

j

λkjxj ŕ 0 p1q B

ÿ

j

λkjyj ŕ yk

ÿ

j

λkj “ 1

λkj ŕ 0 @j, hk frei

§

đ1 wird zu r “ 1`∆ mit ∆ ą ´1
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min hk

hkxk ´
ÿ

j

λ1kjxj ŕ 0 p6q
dual
ÐÑ

ÿ

j

λ1kjyj ŕ yk

ÿ

j

λ1kj “ r

λ1kj ŕ 0 @j und hk frei

max g̃k “ ŨT
k yk ` r ¨ ũk

ṼT
k xk “ 1 p7q

ŨT
k yj ` ũk ´ ṼT

k xj ő 0 @j

Ũk, Ṽk ŕ 0 und ũk frei

§

đνkj “ λ1kj{r bzw. λ1kj “ νkj ¨ r

min hk

hkxk ´
ÿ

j

νkj ¨ r ¨ xj ŕ 0

ÿ

j

νkj ¨ r ¨ yj ŕ yk

ÿ

j

νkj “ 1

νkj ŕ 0 @j, hk frei

§

đ x1j “ r ¨ xj und y1j “ r ¨ yj

İ

§setze ũk “ ūk{r, Ũk “ Ūk, Ṽk “ V̄k

min hk

hkxk ´
ÿ

j

νkjx
1
j ŕ 0 p8q

dual
ÐÑ

ÿ

j

νkjy
1
j ŕ yk

ÿ

j

νkj “ 1

νkj ŕ 0 @j und hk frei

max ḡk “ ŪT
k yk ` ūk

V̄T
k xk “ 1 p9q

ŪT
k y

1
j ` ūk ´ V̄T

k x
1
j ő 0 @j

Ūk, V̄k ŕ 0 und ūk frei
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Das Ganze liest sich wie folgt. Von (1) B ausgehend wird die rechte Seite
der Konvexitätsbedingung verändert; das führt zu Problem (6). Die darauf
folgende Transformation und die Umbenennung der Inputs und Outputs –
die eigentliche zentrische Skalierung (!) – führt zu (8). Die ZS skaliert also
alle Aktivitäten der DMUs und mithin die gesamte Technologie von T zu Tr;
für r ă 1 zum Ursprung hin und für r ą 1 vom Ursprung weg.
Bitte beachten Sie, dass lediglich (xk,yk) nicht dieser ZS unterliegt. Aufgabe
(8) errechnet also die Effizienz der alten DMU k bzgl. der Technologie zu den
neuen DMUs j.

Beispiel.

Zur Verdeutlichung der Abhandlung betrachte man vier DMUs mit jeweils
einem Input und einem Output wie in Abbildung 1 mit der dazugehörigen
BCC-Technologie.

Abbildung 1: BCC-Technologie T für vier DMUs.

Aktivitäten:
(1,1), (2,3), (4,4), (3,2).

Die optimale Lösung U˚
k, V˚

k , u˚k, g˚k zu den vier abgebildeten DMUs bzgl.
Aufgabe (3) B entnehmen Sie Tabelle 1.
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Tabelle 1: BCC optimale Lösung der vier DMUs.

DMU k U˚
k V˚

k u˚k g˚k
k = 1 0.50 1.00 0.50 1.00
k = 2 0.25 0.50 0.25 1.00
k = 3 0.50 0.25 -1.00 1.00
k = 4 0.16̄ 0.33̄ 0.16̄ 0.50

Es wird eine zentrische Skalierung mit ∆ “ ´0.1 und somit r “ 1´ 0.1 “ 0.9

durchgeführt. Der Ausschnitt in Abbildung 2 zeigt DMU 4 und die Effizien-
zisoquante der DMUs 1,2 (durchgezogene Linie) sowie der DMUs’1,2 (gestri-
chelte Linie).

Abbildung 2: Technologie für Tr.
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Vollziehen Sie bitte nach:

• Die Aktivität (x1, y1) von DMU’1 ist (0.9, 0.9) und von DMU’2 (2.7, 1.8).

• Der Anstieg der gestrichelten Geraden ist 2.7´0.9
1.8´0.9

“ 2 und sie läuft durch
(0.9, 0.9). Daraus ergibt sich die Geradengleichung zu y “ 2x´ 0.9.

• Die Input-Projektion von DMU 4 auf diese Gerade liefert xp “ 1.45.

• Während die Effizienz von DMU 4 in der alten Technologie T 0.5 be-
trug, ist sie in der neuen Technologie Tr 1.45{3 “ 0.483̄.

Da vor ZS u˚4 “ 0.16̄ betrug und da u˚4 ¨ p´0.1q “ ´0.016̄ sowie 0.5´ 0.016̄ “

0.483̄, kann man also feststellen: Die Dualvariable u˚4 vor ZS ist die Ände-
rungsrate der Effizienz von DMU 4 bei zentrischer Skalierung von T zu Tr.
Eine wohl erwartete und dennoch bemerkenswerte Eigenschaft dieser ZS ist
der Erhalt aller (Kreuz-)Effizienzen zwischen den DMU’kl. Die ZS verzerrt
die Technologie T (kreuz-)effizienztreu; zur Erläuterung des Begriffs Kreuzef-
fizienzen vergleiche man wieder Rödder u. Reucher (2011), Rödder u. Reucher
(2012) sowie Rödder, Kleine, u. Dellnitz (2012). Um den Gedankenfluss hier
nicht zu unterbrechen, verweisen wir für weitere Details auf Abschnitt 7.2
und Anhang A.

4 Zentrische Skalierung von DMU k zu DMU’k

Auch jetzt ist uk der Schattenpreis auf die Konvexitätsbedingung in (2) B.
Auch jetzt wird die rechte Seite verändert, jedoch nicht T, sondern nur
DMU k transformiert. Wiederum sind die Transformationen rein formal und
können zu Unzulässigkeit, Supereffizienz und (In-) Effizienz bei den entspre-
chenden Aufgaben führen. Weitere Ausführungen hierzu finden Sie am Ende
dieses Kapitels.
Man beginnt mit der abgewandelten BCC-Form (6), transformiert wie schon
im vorigen Kapitel, dividiert dann alle Ungleichungen durch r und erhält

9



nach zentrischer Skalierung der DMU k die Aufgabe (10). Die entsprechenden
Dualisierungen und Rücktransformationen sind selbsterläuternd, sie werden
im Folgekapitel gebraucht. Man beachte, dass diesmal die Technologie T un-
verändert bleibt, während jedoch die zu bewertende DMU k mit 1{r zentrisch
skaliert wird.

min hk

hkxk ´
ÿ

j

λ1kjxj ŕ 0 p6q
dual
ÐÑ

ÿ

j

λ1kjyj ŕ yk

ÿ

j

λ1kj “ r

λ1kj ŕ 0 @j und hk frei

§

đνkj “ λ1kj{r bzw. λ1kj “ νkj ¨ r

max g̃k “ ŨT
k yk ` r ¨ ũk

ṼT
k xk “ 1 p7q

ŨT
k yj ` ũk ´ ṼT

k xj ő 0 @j

Ũk, Ṽk ŕ 0 und ũk frei

min hk

hkxk ´
ÿ

j

νkj ¨ r ¨ xj ŕ 0 | : r

ÿ

j

νkj ¨ r ¨ yj ŕ yk | : r

ÿ

j

νkj “ 1

νkj ŕ 0 @j, hk frei

§

đ x1k “ xk{r und y1k “ yk{r
İ

§setze ũk “ ûk{r, Ũk “ Ûk{r, Ṽk “ V̂k{r

10



min hk

hkx
1
k ´

ÿ

j

νkjxj ŕ 0 p10q
dual
ÐÑ

ÿ

j

νkjyj ŕ y1k

ÿ

j

νkj “ 1

νkj ŕ 0 @j und hk frei

max ĝk “ ÛT
k y

1
k ` ûk

V̂T
k x

1
k “ 1 p11q

ÛT
k yj ` ûk ´ V̂T

k xj ő 0 @j

Ûk, V̂k ŕ 0 und ûk frei

Auch diesmal soll der Vorgang ZS an dem bereits bekannten Fall von 4 DMUs
exemplifiziert werden.

Beispiel (Fortsetzung).

Man betrachte wieder die DMUs aus Abbildung 1. Abbildung 3 zeigt noch-
mals die Effizienzisoquante der DMUs 1,2 und die zentrisch skalierte DMU’4
mit der Aktivität p3, 2q{0.9 “ p3.3̄, 2.2̄q. Die Input-Projektion von DMU’4
auf den Technologierand – beschrieben durch die Gleichung y “ 2x ´ 1 –
errechnet sich wegen 2.2̄ “ 2xp´1 zu xp “ 1.61̄. Damit folgt für die Effizienz
1.61̄{3.3̄ “ 0.483̄ p“ 0.5 ´ 0.1 ¨ 0.16̄q. Die Dualvariable u˚4 vor ZS ist wie
schon in Kapitel 3 die Änderungsrate der Effizienz von DMU 4 zu DMU’4.
Zentrische Skalierungen von T zu Tr und von DMU k zu DMU’k liefern also
für diesen Fall das gleiche Ergebnis. Wegen der Konstruktionsvorschriften
bei der zentrischen Skalierung ist dies zu erwarten, dennoch beweisen wir im
Folgekapitel die Allgemeingültigkeit der Aussage.
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Abbildung 3: Zentrische Skalierung DMU 4 zu DMU’4.

Es bleibt an dieser Stelle noch die Klärung der Frage, wann eine ZS zu Un-
zulässigkeit, Supereffizienz oder (In-) Effizienz führt. Zunächst zur ZS von
DMU k zu DMU’k. Die Antwort liefert Aufgabe (10).

• Zunächst muss (x1k, y1k) wirklich durch ZS hervorgegangen sein, das ist
laut Konstruktionsvorschrift hier stets gegeben.

• Dann muss y1k durch Konvexkombination der yj erreichbar sein, ande-
renfalls liegt Unzulässigkeit vor.

• Ansonsten liegt die skalierte DMU’k in T und ist (in-)effizient oder sie
liegt ausserhalb von T und ist supereffizient.

Das bekannte Beispiel mag zur Illustration dienen.

Beispiel (Fortsetzung).

Für die bereits bekannten vier DMUs und ihre BCC-Technologie hat man
nach Aufgabe (10) die anschließende Klassifikation gemäß Abbildung 4.
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Abbildung 4: ZS-Klassifikation.

• NV ist aus der Menge der Aktivitäten aus T durch zentrische Skalie-
rung nicht konstruierbar.

• U ist aus der Menge der Aktivitäten aus T durch zentrische Skalierung
konstruierbar, aber der jeweilige Output nicht durch Konvexkombina-
tion der yj erreichbar.

• S ist aus der Menge der Aktivitäten aus T durch zentrische Skalie-
rung konstruierbar, jede zu bewertende zentrisch skalierte Aktivität
(x1k, y1k) P S ist jedoch supereffizient.

• I ist aus der Menge der Aktivitäten aus T durch zentrische Skalie-
rung konstruierbar, jede zu bewertende zentrisch skalierte Aktivität
(x1k, y1k) P I ist dann (in-)effizient.

Hinweis: Abbildung 4 zeigt die Situation für die zentrische Skalierung einer
DMU’k. Fällt dann eine solche DMU in obige Bereiche, gelten die Aussagen.
Natürlich kann die Abbildung auch zur Visualisierung der Technologieska-
lierung von T zu Tr dienen. Diesmal würde Tr gezeigt und die alte DMU k

fiele dann in die jeweiligen Gebiete U ,S, I. Achtung: NV bleibt bei beiden
Skalierungsformen unerreichbar.
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Beispiel (Fortsetzung).

Für ∆ “ 0.1 zeigt Abbildung 5 die zentrische Skalierung der DMU 2 zur
DMU’2 mit der Aktivität (1.81, 2.72). Mit den optimalen Gewichten U˚

2 “

0.25, V˚
2 “ 0.5 und u˚2 “ 0.25 ergibt sich y “ 2x ´ 1 (vgl. Gerade in Abbil-

dung 3) mit einem projizierten Input xp “ 1.863 und damit eine Supereffizi-
enz von g˚2 “ 1` 0.1 ¨ 0.25 “ 1.025.

Abbildung 5: Supereffiziente DMU’2

5 Zusammenführung von Kapitel 3 und 4

Anhand eines numerischen Beispiels zeigten wir in Kapitel 3 und 4, dass
die ZS von T zu Tr für die nicht transformierte DMU k die gleiche neue
Effizienz liefert, wie sie die zentral skalierte DMU’k in der alten Technolo-
gie erfährt. Über die Beispielrechnung hinaus sollen diese Ergebnisse jetzt
mathematisch untermauert werden. Alle folgenden Ausführungen gehen von
einer bestimmten optimalen Lösung der Aufgabe (3) B aus. Diese optimale
Lösung verbindet gleichsam die Ergebnisse von Kapitel 3 und 4.
Nach Kapitel 3 Gleichung (9) hat man nämlich für die entsprechende Opti-
mallösung ḡ˚k , Ū˚

k, V̄˚
k , ū˚k die Gleichung Ū˚T

k yk ` ū
˚
k ´ ḡ

˚
kV̄

˚T
k xk “ 0. Wegen
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der Variablentransformation hin zu Aufgabe (7) erhält man

Ũ˚T
k yk ` rũ

˚
k

Ṽ˚T
k xk

“ ḡ˚k . (12)

Nach Kapitel 4 Gleichung (11) gilt für deren entsprechende Optimallösung
ĝ˚k , Û˚

k, V̂˚
k , û˚k die Gleichung Û˚T

k pyk{rq` û
˚
k´ ĝ

˚
kV̂

˚T
k pxk{rq “ 0. Wegen der

erneuten Variablentransformation hin zu Aufgabe (7) ergibt das

r ¨ Ũ˚T
k pyk{rq ` r ¨ ũ

˚
k ´ ĝ

˚
k ¨ r ¨ Ṽ

T
k pxk{rq “ 0.

Division durch r und Auflösen nach ĝ˚k führt zu

pŨ˚T
k ykq{r ` ũ

˚
k

pṼ˚T
k xkq{r

“ ĝ˚k . (13)

Multiplizieren von Zähler und Nenner mit r in (13) liefert ĝ˚k “ ḡ˚k .
Zu Beginn von Kapitel 3 wurde darauf hingewiesen, dass das uk die Ände-
rungsrate der Effizienz bei "kleiner" ZS ist. Diese Aussage hat allgemein nur
Gültigkeit, wenn die Input-orientierte Projektion einer DMU k bei Variation
der rechten Seite der Konvexitätsbedingung auf die gleiche Hyperebene wie
in (3) B fällt. Dann gilt nämlich Ũ˚

k, Ṽ˚
k , ũ˚k gleich U˚

k, V˚
k , u˚k. Folglich ist

unter dieser einschränkenden Voraussetzung die Aussage auch allgemeingül-
tig: u˚k ist die Änderungsrate der Effizienz von DMU k unter ZS. Dies gilt
bekanntlich nur für betraglich hinreichend kleine ∆, damit der aus der Sen-
sitivitätsanalyse bekannte Stabilitäts- bzw. kritische Bereich nicht verlassen
wird. Aus den genannten Gründen bietet es sich an, u als Skalenvariable zu
bezeichnen.

Beispiel (Fortsetzung).

Abbildung 6 zeigt, wie sich für DMU 4 die Grenzen des kritischen Bereichs
ergeben. Eine Input-orientierte Projektion einer zentrisch skalierten DMU’4
fällt in diesem Fall stets auf eine Konvexkombination aus der DMU 1 und
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DMU 2. Die untere Grenze (vgl. Punkt A) resultiert demnach aus einer zentri-
schen Skalierung mit r “ 2 bzw. ∆ “ 1 und die obere Grenze (vgl. Punkt B)
analog aus r “ 0.6̄ bzw. ∆ “ ´0.3̄. Dieser graphisch unmittelbar einsichtige
kritische Bereich ∆ P r´0.3̄, 1.0s lässt sich selbstverständlich ebenfalls aus
einer Sensitivitätsanalyse herleiten (vgl. Anhang C). Mit den optimalen Ge-
wichten U˚

4 “ 0.16̄, V˚
4 “ 0.3̄ und u˚4 “ 0.16̄ der DMU 4 folgt gemäß (7) für

die Effizienzwerte aus diesem Bereich: g˚4 “ 0.3̄` 0.16̄ ¨ r “ 0.5` 0.16̄ ¨∆. So
ist beispielsweise für ∆ “ ´0.3̄ die zentrische skalierte DMU’4 mit x “ 4.5

und y “ 3 (Punkt B) durch einen Effizienzwert von g˚4 “ 0.5´0.16̄ ¨0.3̄ “ 0.4̄

gekennzeichnet.

Abbildung 6: Kritischer Bereich für DMU 4.

6 Beziehungen CCR, BCC und ZS

Dieses Kapitel will Bekanntes wieder aufgreifen, nämlich die Überführung
einer beliebigen DMU k in eine mpss, vgl. Banker (1984). Man geht dabei in
zwei Schritten vor: Zunächst wird DMU k zu DMU’k zentrisch skaliert. Diese
ZS wird dabei so gewählt, dass DMU’k die gleiche CCR- und BCC-Effizienz
aufweist. Ihre Input-Projektion ist dann eine mpss. Für diese Schritte benö-
tigt man folgende Hilfsaussagen:
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• Hat eine DMU k unter CCR die Effizienz h˚k, so auch jede zentral
skalierte DMU’k mit der Aktivität (xk,yk){r . Den etwas aufwändigen
Beweis in der Envelopment-Form stellen wir in den Anhang B. Trivial
wird der Nachweis in der Quotientenform, da eine ZS von DMU k

die Quotienten nicht beeinflusst. Eine Skizze auch dieser Überlegungen
fügen wir ebenfalls im Anhang B bei.

• Ist eine BCC-effiziente DMU k auch CCR-effizient, so ist sie eine mpss.
Einen mathematischen Beweis für diese einleuchtende Tatsache findet
der Leser bei Banker u. Thrall (1992), proposition 1.

• Hat eine DMU k mit der BCC-Effizienz h˚kpă 1q auch die CCR-Effizienz
h˚k, so ist ihre Input-orientierte Projektion eine mpss.

Löst man (2) U, berechnet α˚k “
ř

j µ
˚
kj und löst dann (4) bzw. (6) mit

α0
k “ α˚k “ r, so erhält man (14).

min hk

hkxk ´
ÿ

j

λ1kjxj ŕ 0 p14q

ÿ

j

λ1kjyj ŕ yk

ÿ

j

λ1kj “ r “ α˚k

λ1kj ŕ 0 @j, hk frei

Nun kann man die Überlegungen zur zentrischen Skalierung von DMU k

wieder aufgreifen. Jedoch mit dem Unterschied, dass es nun weder zur Su-
pereffizienz noch zur Unzulässigkeit kommt. Mit px1k,y1kq “ pxk,ykq{α

˚
k ergibt
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sich

min hk

hkx
1
k ´

ÿ

j

λkjxj ŕ 0 p15q

ÿ

j

λkjyj ŕ y1k

ÿ

j

λkj “ 1

λkj ŕ 0 @j, hk frei

Insgesamt hat man: Das optimale h˚k in (2) U “ optimales h˚k in (1) U “

optimales h˚k in (14) = optimales h˚k in (15). Mit anderen Worten: Die CCR
(In-)Effizienz in (1) bzw. (2) U ist also gleich der CCR (In-) Effizienz der
zentrisch skalierten DMU’k und diese wiederum gleich der BCC (In-) Effizienz
der zentrisch skalierten DMU’k. Ihre Input-Projektion ist somit eine mpss-
DMU. Die folgende Abbildung 7 verdeutlicht die Zusammenhänge.

Abbildung 7: Von DMU 3 zur mpss-DMU.

Da dieser Beitrag den virtuellen Preisen und insbesondere der Rolle der u-
Variablen gewidmet ist, soll nun noch der Einfluss der Überführung von DMU
k in eine mpss auf Veränderung dieser Variablen hin untersucht werden.
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Wie für die Quotientenform in Anhang B gezeigt wird, ändern sich die vir-
tuellen Preise U˚

k,V
˚
k der CCR-optimalen Lösung für DMU k bei Übergang

zu DMU’k nicht. Bei radialer Inputreduktion um den Faktor h˚k werden sie
jedoch in Aufgabe (3) U zu U˚

k{h
˚
k,V

˚
k{h

˚
k. Man vergleiche hierzu Rödder

u. Reucher (2012), S. 469. Dabei ist die Skalenvariable uk stets Null. Eine
unterstützende Hyperebene durch die mpss-DMU lautet also

U˚T
k {h

˚
k ¨ y ` 0´ 1 ¨V˚T

k {h
˚
k ¨ x “ 0.

Für den Spezialfall in Abbildung 7 ist diese Hyperebene dargestellt als die
durchgezogene Linie durch DMU 2.
Eine weitere ausgezeichnete Hyperebene soll ebenfalls analysiert werden.
Hierzu betrachte man nochmals die Aufgaben (11) und (7). Im Optimum
und für r “ α˚k hat man û˚k “ α˚kũ

˚
k. Ist nun unter den einschränkenden

Annahmen wie schon in Kapitel 5 im Nachgang zu (13) Ũ˚
k, Ṽ˚

k , ũ˚k gleich
U˚

k, V˚
k , u˚k – der Leser sei auf die dortigen Ausführungen verwiesen –, so gilt

û˚k “ α˚ku
˚
k. Bekanntlich wirkt die dann erfolgende Input-Projektion auch auf

diese Variable. Ist h˚k die CCR-(In-)Effizienz von DMU k und DMU’k (!),
so wird aus û˚k nunmehr û˚k{h˚k. Man vergleiche hierzu wiederum Rödder u.
Reucher (2012), ebenda. Insgesamt hat man also:

Für die mpss nimmt die u-Variable den Wert
α˚k ¨ u

˚
k

h˚k
an.

Die entsprechende unterstützende Hyperebene ist damit

U˚T
k {h

˚
k ¨ y `

α˚k ¨ u
˚
k

h˚k
´ 1 ¨V˚T

k {h
˚
k ¨ x “ 0;

sie ist als gepunktete Linie in Abbildung 7 dargestellt.
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7 Skalenvariable uk und Drehung

7.1 Aktivität, Effizienzniveau und Skalenertrag

In Rödder, Kleine, u. Dellnitz (2012) entwickeln die Autoren mit Gleichung
(16) einen exakten Ausdruck für den Skalenertrag einer Aktivität (x,y), die
auf der Effizienzisoquante der DMU k mit den Optimalgewichten U˚

k,V
˚
k , u

˚
k

liegt:

εk “ δ
U˚T

k y ` u˚k
U˚T

k y
. (16)

(16) hat folgende Bedeutung. Bei radialer Inputerhöhung xÑ p1` δqx muss
sich y zu p1` εkqy verändern, will man die Effizienz erhalten. Der Ausdruck
scheint nur von U˚

k, u
˚
k und y abzuhängen. Der folgende Satz verdeutlicht

jedoch die Zusammenhänge zwischen Skalenertrag, Gewichten sowie Output
und Input besser, als sie an Ausdruck (16) erkennbar sind.

Satz. Es sei U˚
k,V

˚
k , u

˚
k fest und g beliebig. Dann ist (x,y) ein Punkt auf der

Hyperebene U˚T
k y`u˚k ´ gV

˚T
k x “ 0 zum Effizienzniveau g. Für die radialen

Änderungen xÑ p1` δqx und yÑ p1` εkqy hat man

U˚T
k p1` εkqy ` u

˚
k ´ gV

˚T
k p1` δqx “ 0 ðñ εk “ δ

gV˚T
k x

U˚T
k y

. (17)

Beweis:

U˚T
k p1` εkqy ` u

˚
k ´ gV

˚T
k p1` δqx “ 0

ðñ ��
��HH
HHU˚T

k y ` εkU
˚T
k y `��@@u

˚
k ´��

��XXXXgV˚T
k x´ δgV˚T

k x “ 0

ðñ δ
gV˚T

k x

U˚T
k y

“ εk

˝

Der Skalenertrag εk bleibt also für festes U˚
k,V

˚
k , u

˚
k und für ein y gleich,

solange g ¨ x “ konstant ist.
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Beispiel (Fortsetzung).

Wir greifen wieder zurück auf das mehrfach bemühte Beispiel und betrachten
jetzt die DMU k “ 2. Sie hat die Effizienz g˚k “ 1 und erreicht diese z.B. mit
den optimalen Gewichten U˚

k “ 0.25, V˚
k “ 0.50, u˚k “ 0.25. Eine ihrer

Effizienzisoquanten hat also die Form 0.25y ` 0.25 ´ 1 ¨ 0.50x “ 0 bzw.
y “ 2x´ 1. Wählt man andere Effizienzen g als die optimale, erhält man die
Geradenschar

0.25y ` 0.25´ g ¨ 0.50x “ 0 bzw. y “ g ¨ 2x´ 1.

Abbildung 8 zeigt einige Beispiele dieser Geradenschar. Für jede dieser Ge-
raden gilt nun wegen des obigen Satzes: Solange g ¨ x konstant bleibt und
damit auch y (!), ändert sich der Skalenertrag nicht. Die Abbildung 6 zeigt
auch diesen Zusammenhang deutlich. Für y “ 4 und δ “ 0.1 erhält man mit
εk “ 0.125 die Werte in Tabelle 2.

Tabelle 2: Aktivitäten, Effizienz, SE und Gewichte

g x g ¨ x p1` δqx y yp1` 0.125q
1 2.5 2.5 2.75 4 4.5

0.625 4 2.5 4.4 4 4.5
0.5 5 2.5 5.5 4 4.5

Auffallend ist in Abbildung 8, dass alle Geraden zu verschiedenen Effizienz-
niveaus bei gleichem U˚

k,V
˚
k , u

˚
k den gleichen y-Achsenabschnitt haben. Im

Beispiel ist das der Punkt (x “ 0, y “ ´1). Er ist der Drehpunkt der Ef-
fizienzgeraden. Auch dieser Zusammenhang soll nun allgemeiner beleuchtet
werden.
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Abbildung 8: Skalenertrag und Effizienzniveau.

Für ein festes U0,V0, u0 und beliebiges g beschreibt die Gleichung

U0Ty ` u0 ´ gV0Tx “ 0 (18)

eine Hyperebene in px,yq. Für jedes zulässige px,yq ist g die Effizienz von
px,yq bzgl. des Gewichtungssystems U0,V0, u0.
Es sei Y0 “ ty : U0Ty ` u0 “ 0u. Dann liegt x0 “ 0,y0 P Y0 für jedes (!) g
auf (18). Die implizite Entsprechung von (18) ist

g “
U0Ty ` u0

V0Tx
. (19)

(19) ist in x0 “ 0,y0 P Y0 nicht definiert, hat dort aber für jedes g (!) eine
hebbare Singularität. Die Aktivität px0,y0q hat gleichsam jede Effizienz g.
Abbildung 8 zeigt genau diese Zusammenhänge für den einfachen zweidi-
mensionalen Fall. Der Punkt (x0,y0) “ (0, -1) ist die erwähnte Singularität.
Durch ihn laufen alle Geraden mit verschiedenen g. Sie alle entstehen durch
Drehung in dieser Singularität.
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7.2 Kreuzeffizienz und Kreuzskalenertrag

Abbildung 8 verdeutlichte das Wechselspiel zwischen Input und Effizienzni-
veau bei gleichem Output. Bei nochmaliger Betrachtung zeigt sich nunmehr,
dass jede der dargestellten Aktivitäten auf einer der zunächst willkürlich er-
scheinenden Effizienzgeraden liegt. Allerdings wahren die scheinbar zufälligen
Effizienzgeraden zum jeweiligen Niveau g den inputorientierten Abstand zu
einer speziellen Effizienzgeraden, nämlich zu der Geraden der DMU k “ 2.
Man bezeichnet sie auch als Kreuzeffizienzgeraden oder Kreuzeffizienziso-
quanten. Sie sind beschrieben durch

U˚T
k y ` u˚k ´ g

˚
klV

˚T
k x “ 0. (20)

Jede der Kreuzeffizienzgeraden durchläuft also mindestens eine DMU l, der
in (20) eingebundene Effizienzwert gkl heißt Kreuzeffizienz und berechnet sich
wie folgt:

g˚kl “
U˚T

k yl ` u
˚
k

V˚T
k xl

. (21)

Hierbei erfährt die DMU l also eine Effizienzbewertung anhand der virtuellen
Preise der optimierten DMU k.
Ein weiterer Index soll an dieser Stelle nicht unerwähnt bleiben, der soge-
nannte Kreuzskalenertrag. In Tabelle 2 ist die Aktivität (4, 4) zur DMU 3
sowie ihre Kreuzeffizienz aus Sicht der DMU 2 angegeben, sie hat den Wert
0.625. Weiterhin wurde für δ “ 0.1 der Skalenertrag mit 0.125 beziffert; er
lässt sich über die Gleichung (20) bestimmen.

εkl “ δ
g˚klV

˚T
k xl

U˚T
k yl

. (22)

εkl ist also der Kreuzskalenertrag und wiederum eine Bewertung der DMU l

aus der Perspektive der DMU k, für weiterführende Erläuterungen vgl. man
abermals Rödder, Kleine, u. Dellnitz (2012).
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8 Zusammenfassung und Ausblick

Bereits in ihrer bahnbrechenden Arbeit identifizierten die Autoren Banker,
Charnes, u. Cooper (1984) das Vorzeichen der Variablen u in der Input-
orientierten Multiplierform der DEA-Aufgabe als Indikator für die Skalener-
tragslage einer effizienten DMU. Rödder, Kleine, u. Dellnitz (2012) verallge-
meinerten diese Aussage in mehrfacher Hinsicht: für den nichteffizienten Fall,
für beliebige Aktivitäten in der Technologie und aus Sicht anderer DMUs.
Bekanntlich ist u der Schattenpreis der Konvexitätsbedingung in der entspre-
chenden Envelopmentform unter variablen Skalenerträgen, dem sogenannten
BCC-Modell. Sieht man von Entartungsfällen ab, liefert er also die Ände-
rungsrate der Effizienz bei Variation der rechten Seite dieser Konvexitätsbe-
dingung. Das ist mathematisch sattsam bekannt, ökonomisch jedoch nicht
unmittelbar nachvollziehbar.
Der vorliegende Beitrag setzt hier an und zeigt auf, dass dieser Schattenpreis
als Änderungsrate der Effizienz einer DMU unter sogenannten zentrischen
Skalierungen verstanden werden kann:

• Welche Effizienzänderung erfährt eine DMU bei zentrischer Skalierung
der gesamten Technologie.

• Welche Effizienzänderung erfährt eine zentrisch skalierte DMU bei fixer
Technologie.

Beide Skalierungen sind voneinander ableitbar und führen zum gleichen Er-
gebnis. Hierbei ist es unwesentlich, ob die Skalierungen reale Änderungen
von Inputs/Outputs bedeuten oder lediglich Skalentransformationen. Es bie-
tet sich also an, u als Skalenvariable zu bezeichnen.
Bereits 1984 zeigte Banker, wie eine beliebige DMU durch gezielte Maßnah-
men in eine solche mit maximaler Produktivität (mpss) überführt werden
kann. Ein Prozessschritt hierbei ist wiederum die zentrische Skalierung. Da-
her können die zu diesen Transformationen gewonnenen Erkenntnisse wei-
terhelfen und zur Berechnung aller virtuellen Preise und der Skalenvariablen
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der mpss-DMU dienen.
Ein weiterer Untersuchungsgegenstand dieser Schrift ist der Zusammenhang
zwischen Effizienzniveau, Skalenertrag und virtuellen Preisen von Aktivitä-
ten. Wie man leicht nachweist, ist für feste Preise der Skalenertrag bei fixen
Outputs immer gleich, solange sich die jeweiligen Produkte aus Effizienz und
Inputs nicht ändern. Mit anderen Worten: Bei einer Drehung “ Effizienz-
änderung einer Effizienzisoquante bleibt der Skalenertrag bei fixen Outputs
gleich, wenn man den entsprechenden Input wählt. Besser als eine verbale
Beschreibung verdeutlicht Abbildung 8 den Zusammenhang.
Der Rest der Arbeit greift Erkenntnisse aus Rödder, Kleine, u. Dellnitz (2012)
zu Kreuzeffizienzen und Kreuzskalenerträgen wieder auf und verbindet sie
mit dem Inhalt des vorliegenden Beitrags. Je mehr man Kreuzbewertun-
gen zulässt, umso häufiger rücken Aktivitäten außerhalb der Technologie ins
Blickfeld:

• Bei negativen Kreuzeffizienzen erzeugt die Projektion auf die Effizien-
zisoquante der bewertenden DMU negative Inputs.

• Der Fixpunkt bei Drehung von Effizienzisoquanten ist im Allgemeinen
ebenfalls eine unzulässige Aktivität.

Nun scheint die Betrachtung solcher unzulässigen Aktivitäten dem Grundge-
danken der DEA zu widersprechen, die ja gerade die Bildung der Technologie
aus real beobachteten Aktivitäten als zentralen Analysebaustein verwendet.
Können dennoch solche unzulässigen Aktivitäten reale Sachverhalte wider-
spiegeln? Was bedeutet ein negativer Output bei positivem Input, wie in
Abbildung 8, oder ein positiver Output bei negativem Input, wie ihn etwa
Abbildung 5 in Rödder, Kleine, u. Dellnitz (2012) zeigt? Kann man durch
eine geeignete ökonomische Interpretation der Skalenvariablen u dieser Frage
beikommen? Solche Überlegungen sind Gegenstand eines nächsten Beitrags.
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Anhang A

Behauptung: Bei ZS T Ñ Tr bleiben alle (Kreuz)-Effizienzen zwischen den
DMU’kl erhalten. g˚kl “

U˚Tk yl`u
˚
k

V˚Tk xl
sind die Kreuzeffizienzen vor ZS. Skaliert

man nun alle DMUs gemäß xj Ñ x1j “ r ¨ xj yj Ñ y1j “ r ¨ yj, so hat man

die Kreuzeffizienzen nach ZS g1˚kl “
U1˚Tk y1l`u

1˚
k

V1˚Tk x1l
.

Die Behauptung ist: g1˚kl “
U1˚Tk y1l`u

1˚
k

V1˚Tk x1l
“

U˚Tk yl`u
˚
k

V˚Tk xl

Die Dualisierung von (A1) zu (A2) und (A3) zu (A4) lässt den Zusammen-
hang zwischen den jeweiligen virtuellen Preisen erkennen. Errechnet man nun
mit den optimalen Preisen die Kreuzeffizienzen g1˚kl, so sieht man sofort die
Gleichheit mit g˚kl.

min h1k

h1kx
1
k ´

ÿ

j

λkjx
1
j ŕ 0 (A1) dual

ÐÑ

ÿ

j

λkjy
1
j ŕ y1k

ÿ

j

λkj “ 1

λkj ŕ 0 @j und hk frei

max g1k “ U1T
k y1k ` u

1
k

V1T
k x1k “ 1 (A2)

U1T
k y1j ` u

1
k ´V1T

k x1j ő 0 @j

U1
k,V

1
k ŕ 0 und u1k frei

§

đ : r
İ

§ V1
k “ Vk{r, U

1
k “ Uk{r, u

1
k “ uk
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min hk

hkxk ´
ÿ

j

λkjxj ŕ 0 (A3) dual
ÐÑ

ÿ

j

λkjyj ŕ yk

ÿ

j

λkj “ 1

λkj ŕ 0 @j und hk frei

max gk “ UT
k yk ` uk

VT
k xk “ 1 (A4)

UT
k yj ` uk ´VT

k xj ő 0 @j

Uk,Vk ŕ 0 und uk frei

Anhang B

Gezeigt werden soll die einleuchtende Tatsache, dass eine zentrische Skalie-
rung die CCR-Effizienz einer DMU nicht verändert. Dazu löst man zunächst
(2) U und h˚k, µ˚kj sei die optimale Lösung. Dann löst man (B1):

minh1k

u.d.N.: h1kpxk{rq ´
ÿ

j‰k

µ1kjxj ´ µ
1
kkpxk{rq ŕ 0 (B1)

ÿ

j‰k

µ1kjyj ` µ
1
kkpyk{rq ŕ pyk{rq

µ1kj ŕ 0, h1k frei

Behauptung: µ1˚kk “ µ˚kk, µ1˚kj “ µ˚kj{r j ‰ k, h1˚k “ h˚k löst (B1).

Beweis: Angenommen Dµ1˚˚kj j ‰ k, µ1˚˚kk , h
1˚˚
k zulässig für (B1) und es gelte

h1˚˚k ă h˚k. Wähle µ˚˚kk “ µ1˚˚kk , µ
˚˚
kj “ µ1˚˚kj ¨ r, h

˚˚
k “ h1˚˚k , dann gilt
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h˚˚k pxk{rq “
ÿ

j‰k

pµ˚˚kj {rqxj ´ µ
˚˚
kkpxk{rq ŕ 0 | ¨ r

ÿ

j‰k

pµ˚˚kj {rqyj ` µ
˚˚
kkpyr{rq ŕ yk{r | ¨ r

µ˚˚kj ŕ 0

h˚˚k “ h1˚˚k ă h˚k liefert dann einen Widerspruch zur Optimalität von h˚k in
(2) U.
Einfacher gestaltet sich der Nachweis der Invarianz der CCR-Effizienz einer
DMU k unter ZS in der Quotientenform. Dazu betrachtet man die klassische
Aufgabe (B2) und die Aufgabe (B3) zur Effizienzbestimmung der ZS DMU’k.
(B2) und (B3) sind offensichtlich äquivalent.
Hinweis: Ohne Beschränkung der Allgemeinheit werden in (B2) und (B3)
solche virtuellen Preise verwendet, die der Normierungsbedingung in (3) ge-
nügen.

max gk “
UT

k yk

VT
k xk

UT
k yj

VT
k xj

ő 1 @j (B2)

Uk, Vk ŕ 0

max gk “
UT

k yk{r

VT
k xk{r

UT
k yj

VT
k xj

ő 1 @j ‰ k (B3)

UT
k yj{r

VT
k xj{r

ő 1 j “ k

Uk, Vk ŕ 0

29



Anhang C

Durch eine Sensitivitätsanlyse der Konvexitätsbedingung ist der kritische
Bereich bestimmbar. Aus dem linearen Programm (1) B für die DMU 4

minh4

3h4 ´ λ41 ´ 2λ42 ´ 4λ43 ´ 3λ44 ŕ 0

λ41 ` 3λ42 ` 4λ43 ` 2λ44 ŕ 2

λ41 ` λ42 ` λ43 ` λ44 “ 1

λ41, λ42, λ43, λ44 ŕ 0, h4 frei

ergibt sich aus der Multiplikation mit der zur optimalen Lösung korrespon-
dierenden inversen Basismatrix und der rechten Seite
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˛
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Die Nichtnegativitätsbedingung garantiert die primale Zulässigkeit und führt
zu den Grenzen des kritischen Bereichs: ´0.3̄ ď ∆ ď 1. Diese Information lie-
fern im Übrigen die meisten Standardsolver für lineare Programme in einem
Range Report.
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