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1 Einfiihrung

Die DEA ermdoglicht bekanntlich eine vergleichende Effizienzanalyse von Wirt-
schaftseinheiten, sogenannten Decision-Making-Units oder kurz DMUs. Da-
zu werden {iber einen vergangenen Zeitraum Inputs = Ressourcenverbréauche
und Outputs = Ergebnisse wirtschaftlichen Handelns — sogenannte Aktivi-
taten — betrachtet und miteinander verglichen. Resultat ist dann fiir jede
DMU ihre relative Effizienz in Bezug auf eine Vergleichsgruppe. Neben dieser
relativen Effizienz erhélt jede dieser DMUs jedoch zahlreiche weitere Infor-

mationen:

e Sie kann die Effizienzbewertung z.B. unter der Annahme konstanter
oder variabler Skalenertriage SE vornehmen. Je nach Wahl des Modells
erhélt sie ihre technische und Skaleneffizienz oder lediglich ihre techni-

sche Effizienz.

e In jedem dieser Modelle erfahrt sie, welche Wirtschaftseinheiten als
Vorbild bzw. Referenz dienen kénnen und in welchem Mafe diese zur
Vorbildfunktion beitragen. Diese Informationen liefern in der sogenann-
ten Envelopment-Form die optimalen Werte von Variablen, den Akti-

vitatsniveaus.

e Sie erkennt an der optimalen Losung eines jeden Modells, wann sie
wegen Input-/ Outputverschwendung ineffizient ist und wie sie diesen

Mangel beheben kann.

e Im Modell unter variablen SE ldsst sich auch die Skalenertragslage ab-
lesen. Bereits in der bahnbrechenden Arbeit von Banker, Charnes, u.
Cooper (1984) zeigten die Autoren auf S. 1086-1087 fiir eine effizien-
te DMU, dass in der Multiplier-Form das Vorzeichen einer Variablen u
die Skalenertragslage angibt. Der Beweis erfolgt iiber eine geometrische

Charakterisierung der unterstiitzenden Hyperebene der Technologie zur
betreffenden DMU.



Rédder, Kleine, u. Dellnitz (2012) prézisieren diese Ergebnisse und leiten
einen analytischen Ausdruck fiir den SE — und nicht nur fiir die Lage (!) —
fiir jede DMU und sogar fiir jede beliebige Aktivitdt der Technologie ab.
Dennoch wird die Rolle der Variablen v in der Literatur bis heute stiefmiit-
terlich behandelt. Was genau ist ihre 6konomische Bedeutung, erlaubt der
Wert dieser Variablen eine anschauliche Interpretation ihres Einflusses auf
die Effizienz, iiber die bekannten rein formalen mathematischen Darstellun-
gen hinaus?

Solchen Fragen ist dieser Beitrag gewidmet. Er ist dementsprechend wie folgt
aufgebaut. In Kapitel 2 werden die Grundmodelle der DEA, soweit sie hier
Verwendung finden, dargelegt. In Kapitel 3 wird die Technologie einer Trans-
formation unterzogen, der sogenannten zentrischen Skalierung ZS. Es kann
dann gezeigt werden, dass die Variable u die Anderungsrate der Effizienz un-
ter dieser Transformation misst. Kapitel 4 betrachtet nunmehr eine ZS nicht
der gesamten Technologie, sondern der zu bewertenden DMU und zeigt ein
dquivalentes Ergebnis wie in Kapitel 3 auf. Kapitel 5 fiihrt die beiden An-
sitze zusammen. Kapitel 6 liefert die Transformation einer beliebigen DMU
zu einer solchen mit maximaler Produktivitdt (most productive scale size,
kurz mpss). Diese Transformation wurde schon von Banker (1984) hergelei-
tet, erscheint jedoch jetzt unter dem Gesichtspunkt der ZS in einem neuen
Licht. Kapitel 7 schliefslich greift die von Rédder, Kleine, u. Dellnitz (2012)
behandelte Berechnung des SE wieder auf und vertieft insofern, als nun der
dort entwickelte Ausdruck zielfiihrend umgeformt wird. SE, Effizienz, In-
put und Output werden auf ihre Interdependenzen hin untersucht, ebenso
wie Kreuzeffizienzen und Kreuzskalenertrage. Kapitel 8 fasst zusammen und

zeigt weitere Forschungsrichtungen auf.



2 Praliminarien

Die klassische Envelopment-Form der DEA mit ihren verschiedenen Expan-
sionsvarianten zeigt Aufgabe (1); hierbei steht U fiir Unbeschrénktheit, D
fiir Dilatation, R fiir Reduktion und B fiir Beschranktheit. Die Aktivita-
ten (x;, y;) sind die zeitraumbezogenen Inputs und Outputs der DMU j,
j = 1 bis J, ansonsten wird der Leser auf die verwendete und erlauterte
Symbolik in Roédder u. Reucher (2011), Rédder u. Reucher (2012) sowie
Rodder, Kleine, u. Dellnitz (2012) verwiesen. Mittels 1 bzw. | werden in
diesem Beitrag bekannte oder unmittelbar plausible Transformationen bzw.
Riicktransformationen und mit «— Dualbeziehungen gekennzeichnet. CCR
und BCC sind die bekannten Akronyme fiir die folgenden Spezialfille U und
B. Zudem stellen wir auf eine Input-orienterte Betrachtung ab, fiir weitere
Orientierungen vgl. z.B. Cooper, Seiford, u. Tone (2007).

Fir DMU k, k € {1, ..., J} berechne

min hy,

thk — Oék;Z)\ijj = 0 (1)

J
D MY Z Yk

J
DAy =1

Xej = 05, hy frei

und U:ap>0 D:oy =21 R:0<ap, =<1 B:ap=1

[y =M Tow =205 15 Ay = b/



min hy, max gp = Ufyk + uy,

hoxi — Y pgx; 20 (2) &5 Vixg =1 (3)
’ UZy] + U — VzX]‘ <0 VJ
. >
Zukjy] = U, Vi 20

J
tr; = 0 Vi und hy frei

und U:— (CCR) und U:u,=0 (CCR)
D:Xjuy =1 D:u,=0
R =1 R:up =0
B:> =1 (BCC) B:uy frei  (BCC)

Fiigt man zur CCR Envelopment-Form ; Hij = Otk und «y, frei hinzu, so ist
diese Restriktion redundant und die Multiplier-Form (3) erfahrt keine Ver-
dnderung. Wihlt man jedoch a; = af fest, so entstehen die modifizierten
Formen (4) und (5).

min hy max g = U;‘gyk + aguk
dual
hixy, — Z,Uijj >0 (4) — Vgxk =1 (5)

J
S oy, 2 vi Uly; +u,— Vix; <0 Vj
JJ ) =
J

0
Zﬂkj = O
J

tr; = 0 V5 und hy frei

U, Vi = 0 und uy, frei

Alle aufgefiihrten Aufgaben (1) bis (5) finden in den Folgekapiteln Verwen-
dung.



3 Zentrische Skalierung von T zu T,

In der Multiplier-Form BCC ist laut Aufgabe (3) B wu; der Schattenpreis
(Dual Price) der Konvexititsbedingung von (2) B. Aus der Sensitivitédtsana-
lyse der linearen Optimierung ist bekannt, dass die Variation eines Koeffi-
zienten im Begrenzungsvektor eines linearen Programms eine entsprechen-
de Veranderung des Zielfunktionswerts proportional zum Schattenpreis nach
sich zieht, (vgl. Domschke u. Drexl (2011), S. 37ff). So bewirkt im BCC
Modell (2) B eine (hinreichend kleine) Anderung der rechten Seite der Kon-
vexitatsbedingung um A eine Anpassung der Effizienz hj, von DMU k um das
A-fache des Schattenpreises uy. Dieser formale Zusammenhang ist allerdings
okonomisch nicht unmittelbar nachvollziehbar. Ziel dieses und des folgenden
Kapitels ist es, eine einleuchtende Interpretation zu geben Dazu sind zunéchst
ausgehend von (2) B bzw. (1) B, also dem BCC-Modell, Transformationen
notig, deren Gesamtheit wir zentrische Skalierung ZS der Technologie nennen.
Diese Transformationen sind zunéchst rein formal. Sie konnen zu Unzulés-
sigkeit, zu Supereffizienz oder zu (In-)Effizienz fithren. Mehr dazu am Ende

von Kapitel 4.

min Ay

thk - Z )‘k:ij = 0 (1) B
J

Z Mej¥i Z Vi

J

Ay =1
J

/\kj = 0 V], hk frei

|1 wirdzur =1+ A mit A > —1



min hy,

thk — Z /\;Cij = 0 (6)
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J
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max gr = ULy + Uy

Vix,=1 (9)
Uly, +ap — VIx, <0 V)

U, Vi = 0 und 1, frei



Das Ganze liest sich wie folgt. Von (1) B ausgehend wird die rechte Seite
der Konvexitédtsbedingung verdndert; das fiihrt zu Problem (6). Die darauf
folgende Transformation und die Umbenennung der Inputs und Outputs —
die eigentliche zentrische Skalierung (!) — fiihrt zu (8). Die ZS skaliert also
alle Aktivitdten der DMUs und mithin die gesamte Technologie von T zu T,;
fiir » < 1 zum Ursprung hin und fiir » > 1 vom Ursprung weg.

Bitte beachten Sie, dass lediglich (xy,y) nicht dieser ZS unterliegt. Aufgabe
(8) errechnet also die Effizienz der alten DMU k bzgl. der Technologie zu den
neuen DMUs j.

BEISPIEL.
Zur Verdeutlichung der Abhandlung betrachte man vier DMUs mit jeweils

einem Input und einem Output wie in Abbildung 1 mit der dazugehorigen
BCC-Technologie.

y A
4 .
3 .
2 1 Aktivitaten:
(1,1), (2,3), (4,4), (3,2).
1 .

1 2 3 4 X
Abbildung 1: BCC-Technologie T fiir vier DMUs.

Die optimale Losung U}, Vi, uj, g; zu den vier abgebildeten DMUs bzgl.
Aufgabe (3) B entnehmen Sie Tabelle 1.



Tabelle 1: BCC optimale Losung der vier DMUs.

DMUK| UF | Vi | u | g
k—1 | 050 1.00] 0.50 | 1.00
k=2 025|050/ 0.25 | 1.00
k=3 |0.50|025]-1.00 | 1.00
k=4 016|033 | 0.16 | 0.50

Es wird eine zentrische Skalierung mit A = —0.1 und somit r =1 — 0.1 = 0.9
durchgefiihrt. Der Ausschnitt in Abbildung 2 zeigt DMU 4 und die Effizien-
zisoquante der DMUs 1,2 (durchgezogene Linie) sowie der DMUs’1,2 (gestri-
chelte Linie).

y A
3] DMU 2
9 e DMU 4
1
[ )
3 X
_14

Abbildung 2: Technologie fiir T,.



Vollziehen Sie bitte nach:

e Die Aktivitat (x’,y’") von DMU’1 ist (0.9, 0.9) und von DMU’2 (2.7, 1.8).

e Der Anstieg der gestrichelten Geraden ist ?:;:8:3 = 2 und sie lauft durch

(0.9, 0.9). Daraus ergibt sich die Geradengleichung zu y = 2x — 0.9.
e Die Input-Projektion von DMU 4 auf diese Gerade liefert x? = 1.45.

e Wihrend die Effizienz von DMU 4 in der alten Technologie T 0.5 be-
trug, ist sie in der neuen Technologie T, 1.45/3 = 0.483.

Da vor ZS u} = 0.16 betrug und da u} - (—0.1) = —0.016 sowie 0.5 —0.016 =
0.483, kann man also feststellen: Die Dualvariable uf vor ZS ist die Ande-
rungsrate der Effizienz von DMU 4 bei zentrischer Skalierung von T zu T,.
Eine wohl erwartete und dennoch bemerkenswerte Eigenschaft dieser ZS ist
der Erhalt aller (Kreuz-)Effizienzen zwischen den DMU’kI. Die ZS verzerrt
die Technologie T (kreuz-)effizienztreu; zur Erlauterung des Begriffs Kreuzef-
fizienzen vergleiche man wieder Rodder u. Reucher (2011), R6dder u. Reucher
(2012) sowie Rodder, Kleine, u. Dellnitz (2012). Um den Gedankenfluss hier
nicht zu unterbrechen, verweisen wir fiir weitere Details auf Abschnitt 7.2
und Anhang A.

4 Zentrische Skalierung von DMU k zu DMU’k

Auch jetzt ist uy der Schattenpreis auf die Konvexitatsbedingung in (2) B.
Auch jetzt wird die rechte Seite verdndert, jedoch nicht T, sondern nur
DMU £ transformiert. Wiederum sind die Transformationen rein formal und
kénnen zu Unzuléssigkeit, Supereffizienz und (In-) Effizienz bei den entspre-
chenden Aufgaben fiihren. Weitere Ausfiihrungen hierzu finden Sie am Ende
dieses Kapitels.

Man beginnt mit der abgewandelten BCC-Form (6), transformiert wie schon

im vorigen Kapitel, dividiert dann alle Ungleichungen durch r und erhélt
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nach zentrischer Skalierung der DMU £ die Aufgabe (10). Die entsprechenden
Dualisierungen und Riicktransformationen sind selbsterlduternd, sie werden
im Folgekapitel gebraucht. Man beachte, dass diesmal die Technologie T un-
veréndert bleibt, wihrend jedoch die zu bewertende DMU k mit 1/r zentrisch

skaliert wird.

min Ay max g = ﬁgyk +r- Uy
hxi, — D Nyx; 20 (6) &5 Vixg =1 (7)

J ~ - -~ .
ZX v 2y Uij+Uk_VZXj§O \¥i
kjYi =Yk
J

Z)‘;ﬁ' =7
J

A;Cj > 0 Vj und hy, frei

ﬂk,vk = 0 und fbk frei

/ /
| vk = A/ bzw. N =g

min hy,

hkxk—Zykj-r-xjgﬂ |:r
J

Zukj-r-ngyk |:r

J
Zl/kj =1
J

Vij = 0 Vj, hk frei

l X}, = Xp/r und y; = yi/r Tsetze Uy = U7, U, = Uk/r, V) = Vk/r
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min hy, max g = U;‘:y; + U,

il — Y vgx; 20 (10) &5 Vix, =1 (11)
’ , f)'gyj + ’Ilk — \Afij é 0 VJ

Zykj}’j =Yk A

j Uk,Vk = 0 und ftk frei

Zykj =1
J

vk = 0 Vg und hy frei

Auch diesmal soll der Vorgang ZS an dem bereits bekannten Fall von 4 DMUs

exemplifiziert werden.

BEISPIEL (FORTSETZUNG).

Man betrachte wieder die DMUs aus Abbildung 1. Abbildung 3 zeigt noch-
mals die Effizienzisoquante der DMUs 1,2 und die zentrisch skalierte DMU’4
mit der Aktivitdt (3,2)/0.9 = (3.3,2.2). Die Input-Projektion von DMU4
auf den Technologierand — beschrieben durch die Gleichung y = 2x — 1 —
errechnet sich wegen 2.2 = 2x” —1 zu x? = 1.61. Damit folgt fiir die Effizienz
1.61/3.3 = 0.483 (= 0.5 — 0.1 - 0.16). Die Dualvariable u} vor ZS ist wie
schon in Kapitel 3 die Anderungsrate der Effizienz von DMU 4 zu DMU’4.
Zentrische Skalierungen von T zu T, und von DMU k zu DMU’k liefern also
fiir diesen Fall das gleiche Ergebnis. Wegen der Konstruktionsvorschriften
bei der zentrischen Skalierung ist dies zu erwarten, dennoch beweisen wir im

Folgekapitel die Allgemeingiiltigkeit der Aussage.
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YA
37 DMU 2
DMU’4
9 7
DMU 4
1 1 DMU 1
T T —>
1 2 3 X
—-1 4

Abbildung 3: Zentrische Skalierung DMU 4 zu DMU4.

Es bleibt an dieser Stelle noch die Kldrung der Frage, wann eine ZS zu Un-
zuléssigkeit, Supereffizienz oder (In-) Effizienz fiihrt. Zunéchst zur ZS von
DMU k zu DMU’k. Die Antwort liefert Aufgabe (10).

e Zunéchst muss (x}, y}.) wirklich durch ZS hervorgegangen sein, das ist

laut Konstruktionsvorschrift hier stets gegeben.

e Dann muss y;, durch Konvexkombination der y; erreichbar sein, ande-

renfalls liegt Unzuléssigkeit vor.

e Ansonsten liegt die skalierte DMU’k in T und ist (in-)effizient oder sie
liegt ausserhalb von T und ist supereffizient.
Das bekannte Beispiel mag zur Illustration dienen.

BEISPIEL (FORTSETZUNG).
Fir die bereits bekannten vier DMUs und ihre BCC-Technologie hat man
nach Aufgabe (10) die anschliefsende Klassifikation geméf Abbildung 4.

12



Abbildung 4: ZS-Klassifikation.

e NV ist aus der Menge der Aktivitaten aus T durch zentrische Skalie-

rung nicht konstruierbar.

e U ist aus der Menge der Aktivitdten aus T durch zentrische Skalierung
konstruierbar, aber der jeweilige Output nicht durch Konvexkombina-

tion der y; erreichbar.

e S ist aus der Menge der Aktivitdten aus T durch zentrische Skalie-
rung konstruierbar, jede zu bewertende zentrisch skalierte Aktivitét

(X}, ¥5.) € S ist jedoch supereffizient.

e 7 ist aus der Menge der Aktivitdten aus T durch zentrische Skalie-
rung konstruierbar, jede zu bewertende zentrisch skalierte Aktivitét

(X, ¥%) € Z ist dann (in-)effizient.

Hinweis: Abbildung 4 zeigt die Situation fiir die zentrische Skalierung einer
DMU’E. Fallt dann eine solche DMU in obige Bereiche, gelten die Aussagen.
Natiirlich kann die Abbildung auch zur Visualisierung der Technologieska-
lierung von T zu T, dienen. Diesmal wiirde T, gezeigt und die alte DMU £k
fiele dann in die jeweiligen Gebiete U, S,Z. Achtung: NV bleibt bei beiden

Skalierungsformen unerreichbar.
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BEISPIEL (FORTSETZUNG).

Fir A = 0.1 zeigt Abbildung 5 die zentrische Skalierung der DMU 2 zur
DMU’2 mit der Aktivitéit (1.81, 2.72). Mit den optimalen Gewichten U} =
0.25, Vi = 0.5 und ud = 0.25 ergibt sich y = 2x — 1 (vgl. Gerade in Abbil-
dung 3) mit einem projizierten Input x? = 1.863 und damit eine Supereffizi-
enz von g5 =1+ 0.1-0.25 = 1.025.

Y

3.0 DMU 2

[ xP
DMTU’2

v
N

2.0 x
Abbildung 5: Supereffiziente DMU’2

5 Zusammenfiihrung von Kapitel 3 und 4

Anhand eines numerischen Beispiels zeigten wir in Kapitel 3 und 4, dass
die ZS von T zu T, fiir die nicht transformierte DMU £k die gleiche neue
Effizienz liefert, wie sie die zentral skalierte DMU’k in der alten Technolo-
gie erfihrt. Uber die Beispielrechnung hinaus sollen diese Ergebnisse jetzt
mathematisch untermauert werden. Alle folgenden Ausfiihrungen gehen von
einer bestimmten optimalen Losung der Aufgabe (3) B aus. Diese optimale
Losung verbindet gleichsam die Ergebnisse von Kapitel 3 und 4.

Nach Kapitel 3 Gleichung (9) hat man némlich fiir die entsprechende Opti-
mallésung g, Uz, Vi, 4} die Gleichung UiTy,, + @} — gi ViTx), = 0. Wegen

14



der Variablentransformation hin zu Aufgabe (7) erhilt man

fJ*Tyk + ruf _
% = G- (12)
Vk X

Nach Kapitel 4 Gleichung (11) gilt fiir deren entsprechende Optimallésung
g, U, Vi aF die Gleichung U3 (y/r) + 6 — g VT (x/r) = 0. Wegen der

erneuten Variablentransformation hin zu Aufgabe (7) ergibt das
r- U (yp/r) + - — gF -1 - VE(xp/r) = 0.
Division durch r und Auflésen nach g; fiithrt zu

r T ~
(Ukz~yk)/r + uy, _ gz (13>
(ViTxp)/r

Multiplizieren von Zéahler und Nenner mit r in (13) liefert g;: = g;.

7Zu Beginn von Kapitel 3 wurde darauf hingewiesen, dass das u;, die Ande-
rungsrate der Effizienz bei "kleiner" ZS ist. Diese Aussage hat allgemein nur
Giiltigkeit, wenn die Input-orientierte Projektion einer DMU £k bei Variation
der rechten Seite der Konvexitidtsbedingung auf die gleiche Hyperebene wie
in (3) B fillt. Dann gilt ndmlich U¥, V¥, @ gleich U%, Vi, uf. Folglich ist
unter dieser einschrinkenden Voraussetzung die Aussage auch allgemeingiil-
tig: u} ist die Anderungsrate der Effizienz von DMU k unter ZS. Dies gilt
bekanntlich nur fiir betraglich hinreichend kleine A, damit der aus der Sen-
sitivitdtsanalyse bekannte Stabilitats- bzw. kritische Bereich nicht verlassen
wird. Aus den genannten Griinden bietet es sich an, u als Skalenvariable zu

bezeichnen.

BEISPIEL (FORTSETZUNG).
Abbildung 6 zeigt, wie sich fiir DMU 4 die Grenzen des kritischen Bereichs
ergeben. Eine Input-orientierte Projektion einer zentrisch skalierten DMU’4

fallt in diesem Fall stets auf eine Konvexkombination aus der DMU 1 und

15



DMU 2. Die untere Grenze (vgl. Punkt A) resultiert demnach aus einer zentri-
schen Skalierung mit r = 2 bzw. A = 1 und die obere Grenze (vgl. Punkt B)
analog aus r = 0.6 bzw. A = —0.3. Dieser graphisch unmittelbar einsichtige
kritische Bereich A € [—0.3,1.0] ldsst sich selbstverstéandlich ebenfalls aus
einer Sensitivitdtsanalyse herleiten (vgl. Anhang C). Mit den optimalen Ge-
wichten U¥ = 0.16, Vi = 0.3 und u} = 0.16 der DMU 4 folgt gemif (7) fiir
die Effizienzwerte aus diesem Bereich: gf = 0.3 +0.16 -7 = 0.5+ 0.16 - A. So
ist beispielsweise fiir A = —0.3 die zentrische skalierte DMU’4 mit x = 4.5
und y = 3 (Punkt B) durch einen Effizienzwert von g = 0.5—0.16-0.3 = 0.4

gekennzeichnet.

YA

Abbildung 6: Kritischer Bereich fiir DMU 4.

6 Beziehungen CCR, BCC und ZS

Dieses Kapitel will Bekanntes wieder aufgreifen, niamlich die Uberfiihrung
einer beliebigen DMU £ in eine mpss, vgl. Banker (1984). Man geht dabei in
zwei Schritten vor: Zunachst wird DMU k zu DMU’k zentrisch skaliert. Diese
ZS wird dabei so gewahlt, dass DMU’k die gleiche CCR- und BCC-Effizienz
aufweist. Thre Input-Projektion ist dann eine mpss. Fiir diese Schritte beno-

tigt man folgende Hilfsaussagen:
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e Hat eine DMU £ unter CCR die Effizienz hj, so auch jede zentral
skalierte DMU’k mit der Aktivitét (xg,yx)/r . Den etwas aufwindigen
Beweis in der Envelopment-Form stellen wir in den Anhang B. Trivial
wird der Nachweis in der Quotientenform, da eine ZS von DMU k
die Quotienten nicht beeinflusst. Eine Skizze auch dieser Uberlegungen

fiigen wir ebenfalls im Anhang B bei.

e [st eine BCC-effiziente DMU k auch CCR-effizient, so ist sie eine mpss.
Einen mathematischen Beweis fiir diese einleuchtende Tatsache findet
der Leser bei Banker u. Thrall (1992), proposition 1.

e Hat eine DMU £ mit der BCC-Effizienz hj (< 1) auch die CCR-Effizienz

hj, so ist ihre Input-orientierte Projektion eine mpss.

Lést man (2) U, berechnet aj = > uj; und 16st dann (4) bzw. (6) mit

a = af = r, so erhilt man (14).

min hy

thk — Z )\;ngj = 0 (14)
J
Z )‘;erJ' =

J
/ _ _ *
J

)\;Cj > 0Vy, hg frei

Nun kann man die Uberlegungen zur zentrischen Skalierung von DMU k
wieder aufgreifen. Jedoch mit dem Unterschied, dass es nun weder zur Su-

pereffizienz noch zur Unzuléssigkeit kommt. Mit (x},,y}) = (Xg, Y&)/a} ergibt
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sich

min hy

Xl — > Ajx; 20 (15)

J

Z AeiYi Z Vi

J
Dy =1
J

)\kj = 0 VJ, hk frei

Insgesamt hat man: Das optimale A} in (2) U = optimales A} in (1) U =
optimales A} in (14) = optimales A} in (15). Mit anderen Worten: Die CCR
(In-)Effizienz in (1) bzw. (2) U ist also gleich der CCR (In-) Effizienz der
zentrisch skalierten DMU’k und diese wiederum gleich der BCC (In-) Effizienz
der zentrisch skalierten DMU’k. Thre Input-Projektion ist somit eine mpss-
DMU. Die folgende Abbildung 7 verdeutlicht die Zusammenhénge.

YA
4 .
DMU 3
i PSS, g DMU?
3 ?_. A U’3
7/
7
2 B e DMU 4
7
v
/7
1 ADMU 1
/7
7/
/4
T T T

o /

1 2 3 4
Abbildung 7: Von DMU 3 zur mpss-DMU.

Da dieser Beitrag den virtuellen Preisen und insbesondere der Rolle der u-
Variablen gewidmet ist, soll nun noch der Einfluss der Uberfiithrung von DMU

k in eine mpss auf Verdanderung dieser Variablen hin untersucht werden.
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Wie fiir die Quotientenform in Anhang B gezeigt wird, &ndern sich die vir-
tuellen Preise U}, Vi der CCR-optimalen Losung fiir DMU k bei Ubergang
zu DMU’E nicht. Bei radialer Inputreduktion um den Faktor h; werden sie
jedoch in Aufgabe (3) U zu Uj/h}, Vi/hi. Man vergleiche hierzu Rodder
u. Reucher (2012), S. 469. Dabei ist die Skalenvariable wy stets Null. Eine
unterstiitzende Hyperebene durch die mpss-DMU lautet also

UT/nf -y +0—1-ViT/hi - x =0.

Fiir den Spezialfall in Abbildung 7 ist diese Hyperebene dargestellt als die
durchgezogene Linie durch DMU 2.

Eine weitere ausgezeichnete Hyperebene soll ebenfalls analysiert werden.
Hierzu betrachte man nochmals die Aufgaben (11) und (7). Im Optimum
und fiir r = «of hat man 4} = ofuj. Ist nun unter den einschrankenden
Annahmen wie schon in Kapitel 5 im Nachgang zu (13) Ij};, \7:, uy gleich
U;, Vi, uj — der Leser sei auf die dortigen Ausfiihrungen verwiesen —, so gilt
Uy = ajuf. Bekanntlich wirkt die dann erfolgende Input-Projektion auch auf
diese Variable. Ist h} die CCR-(In-)Effizienz von DMU k und DMU’k (1),
so wird aus u; nunmehr u;/hy. Man vergleiche hierzu wiederum Rédder u.

Reucher (2012), ebenda. Insgesamt hat man also:

* *

hi

Fiir die mpss nimmt die u-Variable den Wert an.

Die entsprechende unterstiitzende Hyperebene ist damit

* *

U™ /by + = = 1LV x = 0
k

sie ist als gepunktete Linie in Abbildung 7 dargestellt.
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7 Skalenvariable u; und Drehung

7.1 Aktivitat, Effizienzniveau und Skalenertrag

In Rédder, Kleine, u. Dellnitz (2012) entwickeln die Autoren mit Gleichung
(16) einen exakten Ausdruck fiir den Skalenertrag einer Aktivitét (x,y), die
auf der Effizienzisoquante der DMU k mit den Optimalgewichten U}, V}, uj
liegt:

€ =0 ————". (16)

(16) hat folgende Bedeutung. Bei radialer Inputerhthung x — (1 + §)x muss
sich y zu (1 + €;)y verédndern, will man die Effizienz erhalten. Der Ausdruck
scheint nur von U}, u} und y abzuhéngen. Der folgende Satz verdeutlicht
jedoch die Zusammenhénge zwischen Skalenertrag, Gewichten sowie Output

und Input besser, als sie an Ausdruck (16) erkennbar sind.

SATZ. Es sei Uy, Vi, uy fest und g beliebig. Dann ist (x,y) ein Punkt auf der
Hyperebene Uily +ui — gViTx = 0 zum Effizienzniveau g. Fiir die radialen

Anderungen x — (1 + 0)x undy — (1 + €,)y hat man

5 gV;i'x

U1+ e)y +uf —gViT(1+0)x =0 « e =6 -k
Uy

(17)
BEWEIS:

U,’:T(l + €,y + uj — gVZT(l +d)x = 0

= D%%—F ULy + % — gV - 0gVi'x = 0
gVi'x
— = €k

Uity

Der Skalenertrag e, bleibt also fiir festes U}, V},uf und fiir ein y gleich,

solange ¢ - x = konstant ist.
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BEISPIEL (FORTSETZUNG).

Wir greifen wieder zuriick auf das mehrfach bemiihte Beispiel und betrachten
jetzt die DMU k = 2. Sie hat die Effizienz g; = 1 und erreicht diese z.B. mit
den optimalen Gewichten U; = 0.25, Vi = 0.50, uj; = 0.25. Eine ihrer
Effizienzisoquanten hat also die Form 0.25y + 0.25 — 1 - 0.50x = 0 bzw.
y = 2x — 1. Wihlt man andere Effizienzen g als die optimale, erhdlt man die

Geradenschar
0.25y +0.25—¢-0.50x =0 bzw. y = g - 2x — 1.

Abbildung 8 zeigt einige Beispiele dieser Geradenschar. Fiir jede dieser Ge-
raden gilt nun wegen des obigen Satzes: Solange ¢ - x konstant bleibt und
damit auch y (!), dndert sich der Skalenertrag nicht. Die Abbildung 6 zeigt
auch diesen Zusammenhang deutlich. Fiir y = 4 und § = 0.1 erhélt man mit
€, = 0.125 die Werte in Tabelle 2.

Tabelle 2: Aktivitaten, Effizienz, SE und Gewichte

g x |g-x|(1+d0)x|y|y(l+0.125)

1 25| 2.5 2.75 4 4.5
0.625 | 4 | 2.5 4.4 4 4.5

0.5 5 | 2.5 5.5 4 4.5

Auffallend ist in Abbildung 8, dass alle Geraden zu verschiedenen Effizienz-
niveaus bei gleichem U}, V}, u; den gleichen y-Achsenabschnitt haben. Im
Beispiel ist das der Punkt (x = 0, y = —1). Er ist der Drehpunkt der Ef-
fizienzgeraden. Auch dieser Zusammenhang soll nun allgemeiner beleuchtet

werden.
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Abbildung 8: Skalenertrag und Effizienzniveau.

Fiir ein festes U, V°, 4° und beliebiges g beschreibt die Gleichung
UMy +u - gV7Tx =0 (18)

eine Hyperebene in (x,y). Fiir jedes zuldssige (x,y) ist ¢ die Effizienz von
(x,y) bzgl. des Gewichtungssystems U°, VO 0.

Es sei YO = {y : Uy + «° = 0}. Dann liegt x° = 0,y° € Y fiir jedes (!) ¢
auf (18). Die implizite Entsprechung von (18) ist

B UMy 4 40

VT (19)

(19) ist in x° = 0,y" € Y nicht definiert, hat dort aber fiir jedes g (!) eine
hebbare Singularitiit. Die Aktivitit (x°, y°) hat gleichsam jede Effizienz g.

Abbildung 8 zeigt genau diese Zusammenhénge fiir den einfachen zweidi-
mensionalen Fall. Der Punkt (x°,y%) = (0, -1) ist die erwiihnte Singularitét.
Durch ihn laufen alle Geraden mit verschiedenen g. Sie alle entstehen durch

Drehung in dieser Singularitét.
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7.2 Kreuzeffizienz und Kreuzskalenertrag

Abbildung 8 verdeutlichte das Wechselspiel zwischen Input und Effizienzni-
veau bei gleichem Output. Bei nochmaliger Betrachtung zeigt sich nunmehr,
dass jede der dargestellten Aktivitdten auf einer der zunéchst willkiirlich er-
scheinenden Effizienzgeraden liegt. Allerdings wahren die scheinbar zufélligen
Effizienzgeraden zum jeweiligen Niveau g den inputorientierten Abstand zu
einer speziellen Effizienzgeraden, namlich zu der Geraden der DMU k = 2.
Man bezeichnet sie auch als Kreuzeffizienzgeraden oder Kreuzeffizienziso-

quanten. Sie sind beschrieben durch
Uiy +uf — gfViTx = 0. (20)

Jede der Kreuzeffizienzgeraden durchlauft also mindestens eine DMU [, der
in (20) eingebundene Effizienzwert gy heifst Kreuzeffizienz und berechnet sich
wie folgt: .

i = 1)
Hierbei erfahrt die DMU [ also eine Effizienzbewertung anhand der virtuellen
Preise der optimierten DMU k.
Ein weiterer Index soll an dieser Stelle nicht unerwéhnt bleiben, der soge-
nannte Kreuzskalenertrag. In Tabelle 2 ist die Aktivitat (4, 4) zur DMU 3
sowie ihre Kreuzeffizienz aus Sicht der DMU 2 angegeben, sie hat den Wert
0.625. Weiterhin wurde fiir 6 = 0.1 der Skalenertrag mit 0.125 beziffert; er

lasst sich iiber die Gleichung (20) bestimmen.

* *T
g Vi X

. 22
UZTyl ( )

€l = )
€k ist also der Kreuzskalenertrag und wiederum eine Bewertung der DMU [

aus der Perspektive der DMU k, fiir weiterfithrende Erlduterungen vgl. man
abermals Rodder, Kleine, u. Dellnitz (2012).
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8 Zusammenfassung und Ausblick

Bereits in ihrer bahnbrechenden Arbeit identifizierten die Autoren Banker,
Charnes, u. Cooper (1984) das Vorzeichen der Variablen w in der Input-
orientierten Multiplierform der DEA-Aufgabe als Indikator fiir die Skalener-
tragslage einer effizienten DMU. Rédder, Kleine, u. Dellnitz (2012) verallge-
meinerten diese Aussage in mehrfacher Hinsicht: fiir den nichteffizienten Fall,
fiir beliebige Aktivitéiten in der Technologie und aus Sicht anderer DMUs.
Bekanntlich ist u der Schattenpreis der Konvexitatsbedingung in der entspre-
chenden Envelopmentform unter variablen Skalenertragen, dem sogenannten
BCC-Modell. Sieht man von Entartungsfillen ab, liefert er also die Ande-
rungsrate der Effizienz bei Variation der rechten Seite dieser Konvexitétsbe-
dingung. Das ist mathematisch sattsam bekannt, 6konomisch jedoch nicht
unmittelbar nachvollziehbar.

Der vorliegende Beitrag setzt hier an und zeigt auf, dass dieser Schattenpreis
als Anderungsrate der Effizienz einer DMU unter sogenannten zentrischen

Skalierungen verstanden werden kann:

e Welche Effizienzéinderung erfahrt eine DMU bei zentrischer Skalierung

der gesamten Technologie.

e Welche Effizienzénderung erfahrt eine zentrisch skalierte DMU bei fixer

Technologie.

Beide Skalierungen sind voneinander ableitbar und fithren zum gleichen Er-
gebnis. Hierbei ist es unwesentlich, ob die Skalierungen reale Anderungen
von Inputs/Outputs bedeuten oder lediglich Skalentransformationen. Es bie-
tet sich also an, u als Skalenvariable zu bezeichnen.

Bereits 1984 zeigte Banker, wie eine beliebige DMU durch gezielte Mafnah-
men in eine solche mit maximaler Produktivitdt (mpss) tiberfithrt werden
kann. Ein Prozessschritt hierbei ist wiederum die zentrische Skalierung. Da-
her kénnen die zu diesen Transformationen gewonnenen Erkenntnisse wei-

terhelfen und zur Berechnung aller virtuellen Preise und der Skalenvariablen
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der mpss-DMU dienen.

Ein weiterer Untersuchungsgegenstand dieser Schrift ist der Zusammenhang
zwischen Effizienzniveau, Skalenertrag und virtuellen Preisen von Aktivité-
ten. Wie man leicht nachweist, ist fiir feste Preise der Skalenertrag bei fixen
Outputs immer gleich, solange sich die jeweiligen Produkte aus Effizienz und
Inputs nicht &ndern. Mit anderen Worten: Bei einer Drehung = Effizienz-
anderung einer Effizienzisoquante bleibt der Skalenertrag bei fixen Outputs
gleich, wenn man den entsprechenden Input wéhlt. Besser als eine verbale
Beschreibung verdeutlicht Abbildung 8 den Zusammenhang.

Der Rest der Arbeit greift Erkenntnisse aus Rédder, Kleine, u. Dellnitz (2012)
zu Kreuzeffizienzen und Kreuzskalenertriagen wieder auf und verbindet sie
mit dem Inhalt des vorliegenden Beitrags. Je mehr man Kreuzbewertun-

gen zuldsst, umso héufiger riicken Aktivitdten auferhalb der Technologie ins
Blickfeld:

e Bei negativen Kreuzeffizienzen erzeugt die Projektion auf die Effizien-

zisoquante der bewertenden DMU negative Inputs.

e Der Fixpunkt bei Drehung von Effizienzisoquanten ist im Allgemeinen

ebenfalls eine unzuléssige Aktivitéat.

Nun scheint die Betrachtung solcher unzuléssigen Aktivitdten dem Grundge-
danken der DEA zu widersprechen, die ja gerade die Bildung der Technologie
aus real beobachteten Aktivitdten als zentralen Analysebaustein verwendet.
Koénnen dennoch solche unzuldssigen Aktivitdten reale Sachverhalte wider-
spiegeln? Was bedeutet ein negativer Output bei positivem Input, wie in
Abbildung 8, oder ein positiver Output bei negativem Input, wie ihn etwa
Abbildung 5 in Rédder, Kleine, u. Dellnitz (2012) zeigt? Kann man durch
eine geeignete 0konomische Interpretation der Skalenvariablen u dieser Frage

beikommen? Solche Uberlegungen sind Gegenstand eines nichsten Beitrags.
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Anhang A

Behauptung: Bei ZS T — T, bleiben alle (Kreuz)-Effizienzen zwischen den
*T %
DMU’kl erhalten. g;;, = Ui yituy

V;:Txl
man nun alle DMUs geméf x; — x’ =r-x; y; =y, =r-Yyj, so hat man
Uyl 4l

Vi

sind die Kreuzeffizienzen vor ZS. Skaliert

die Kreuzeftizienzen nach ZS g5 =

15T I *T *
Uyl +u Uy +uf
V;C*Txg V;:Txl

Die Behauptung ist: ¢ =

Die Dualisierung von (A1) zu (A2) und (A3) zu (A4) ldsst den Zusammen-
hang zwischen den jeweiligen virtuellen Preisen erkennen. Errechnet man nun
mit den optimalen Preisen die Kreuzeffizienzen g;5, so sieht man sofort die
Gleichheit mit gj;.

min A, max g; = Uy} + v,
X= D WX 20 (A1) &S ViTx =1 (A2)
J

IT ! I Ty < .
Z)\kjy; >y U, y; + uy Vi x; =0 i
J

Dy =1
J

)\kj = 0 Vj und hk frei

% Vi = 0 und uy, frei

l i T Vi =Vy/r, U, =Ug/r, uj, = uy
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min hy, max gp = Uzyk + U
ixi — Y X 20 (A3) &5 Vix, =1 (Ad)

J
Uly; +u,— Vix; <0 Vj
ZAijj = Yk
J

Ak =1
J

Akj = 0 V7 und hy frei

Uk, Vi = 0 und uy, frei

Anhang B

Gezeigt werden soll die einleuchtende Tatsache, dass eine zentrische Skalie-
rung die CCR-Effizienz einer DMU nicht verdndert. Dazu 16st man zunéchst

(2) U und hj, pg; sei die optimale Losung. Dann 16st man (B1):

min Ay,
wd N B (x/r) = Y Xy — (/) Z 0 (B1)
Jj#k
Dty + wi(ye/r) = (yi/7)
Jj#k

fy; = 0, hy frei

Behauptung: upl = piy, w5 = pi;/r j # k, hif = hi 16st (B1).
Beweis: Angenommen 3p5* j # k, ppi, hi™ zuléssig fiir (B1) und es gelte

hp* < b Wiihle pfp = s, pis = s v, hi* = hje*, dann gilt
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hes (e /r) = ) (i /r)x; — pik(xe/r) = 0 |
j#k
D /r)ys + wn(ye/r) = yi/r |or
j#k

1\
o

kk
Hi;

R = hi¥* < hj liefert dann einen Widerspruch zur Optimalitét von A} in
(2) U.

Einfacher gestaltet sich der Nachweis der Invarianz der CCR-Effizienz einer
DMU £ unter ZS in der Quotientenform. Dazu betrachtet man die klassische
Aufgabe (B2) und die Aufgabe (B3) zur Effizienzbestimmung der ZS DMU’k.
(B2) und (B3) sind offensichtlich dquivalent.

Hinweis: Ohne Beschrankung der Allgemeinheit werden in (B2) und (B3)

solche virtuellen Preise verwendet, die der Normierungsbedingung in (3) ge-

niigen.
max gy = kYR max g, = DEYH/T
VIxy VIxy/r
ULy, ULy;
— <1 Yy B2 —r2) < Vi #k B3
Pl <1 v By g1 wier @
Uy, Ve =20 Ufyj/r<1 I
Vix;/r
U, Vi =20
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Anhang C

Durch eine Sensitivitatsanlyse der Konvexitdtsbedingung ist der kritische

Bereich bestimmbar. Aus dem linearen Programm (1) B fiir die DMU 4

min hy

3hy — A1 — 2 g2 — 443 — 3Ay 2 0
A1+ 3o + 43 + 204y = 2

M1+ Ao+ A3+ Ay =1

Ad1, a2, Aaz, Agq = 0, by frei

ergibt sich aus der Multiplikation mit der zur optimalen Losung korrespon-

dierenden inversen Basismatrix und der rechten Seite

—0.3 0.16 0.16 0 0.5+0.16- A 0
0 0.5 —-05]- 2 = 05-05-A[=]0
0 —-05 1.5 1+A 05+15-A 0

Die Nichtnegativititsbedingung garantiert die primale Zuldssigkeit und fiihrt
zu den Grenzen des kritischen Bereichs: —0.3 < A < 1. Diese Information lie-
fern im Ubrigen die meisten Standardsolver fiir lineare Programme in einem

Range Report.
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