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5.4 Der Kolmogorov—Smirnov Test

Grundlage fiir den Kolmogorov—Smirnov Anpassungs—Test ist ein Satz von
KOLMOGOROV, die asymptotische Verteilung einer Statistik A,, betreffend.
Aus A, ergibt sich durch Modifikation die Kolmogorov—Smirnov Priifsta-
tistik, die dem Kolmogorov—Smirnov Test zu Grunde liegt.

Der Abschnitt schlieffit mit einem Sachverhalt zur zweckmdffigen Berechnung der
KS-Statistik zu einer gegebenen Stichprobenrealisation.

Der KS-Test ist im Gegensatz zum y>—Anpassungstest nur auf stetige W—
Mafle anwendbar.

5.4.1 Das statistische Modell

Sei das statistische Modell aus 2.2.1 verabredet, wonach (H, H, P) =
(x°Hj, ®°H;, @7°Py) = (HF, H°, P5°) die abzéhlbare Potenz des W-
Raumes (Hy, Ho, Po) = (R, B, Py) ist. Die Verteilungsfunktion F des W—
MaBes Py wird dabei als stetig unterstellt.

Die Stichprobenvariablen der Stichprobe X := (X1, Xs,...) unter P§° wer-
den wiederum als die Projektionen X; : H — H; = Hy, j € N, definiert.
Damit erweist sich die Stichprobe X als einfach, d.h. die Stichprobenvaria-
blen X;, j € N, sind unabhéngig und identisch verteilt:

Px,=(F°)x; =R, jeN.

Im Folgenden bezeichnet 2™ = (z1,...,x,) € Hf eine Realisation der einfa-
chen Stichprobe X" = (X1,..., X,,) : H — xTH; = Hj.

5.4.2 Die empirische Verteilungsfunktion als Ausgangspunkt

Sei Qo die gemaf 2.2.2(1) definierte empirische Verteilung der Stichprobe
X" unter Py und Fp, deren empirisch Verteilungsfunktion, vgl. 2.2.2(2).

Qo,» entspricht dem in 2.2.1(i) eingefithrten W-Maf Qg;, wahrend Fy ,, der
in 2.2.1(ii) eingefiihrten Verteilungsfunktion FOQ”Z entspricht.

n 1, . 1 — .
Q5n(B) = —|{j €N|w; € BY{ =~ 1p(vj) , BEB, (i)
Jj=1

bzw.

n 1 . 1 " ..
) = 1 €Nz S tH == > lpau(e;) , teR. (i)
j=1

Uberblick
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Der Zusammenhang zwischen ()o,, und Qg;; bzw. Fp,, und F&ZL ergibt sich
aufgrund von 2.2.2(5).

Grundlage fiir den Kolmogorov—Smirnov Anpassungtest ist der als Satz 5.4.4
wiedergegebene Sachverhalt. Dazu wird eine spezielle Statistik A betrachtet,
aus der sich durch Modifikation die Kolmogorov—Smirnov Statistik ergibt.

5.4.3 Die Statistik A,

Seien 5.4.1 und 5.4.2 mit P = F§° verabredet, weiter sei n € N.
Mit Blick auf Satz 5.4.4 wird die Statistik

Ap:H— Ry (iii)
Ay (z) = sup |Fon(t) — Fo(t)]

eingefiihrt.

Die nachfolgende Abbildung liefert eine Veranschaulichung der Situation:
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Als Ausgangspunkt: Die Graphen von Fy bzw. Fy 3

Offenbar gilt
As(r) = max(ay, az, as, by, ba, b3) (iv)
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bzw.

An(x) = sup(aj, bjlj € Nn), (v)

wobei wir die (unmittelbar verstédndlichen) Zahlen a;, b;, j € N3 als definiert
betrachten.

Die folgende asymptotische Aussage iiber A,, geht auf A.N. KoLMOGO-
rOV; (KoLMOGOROV, A.N. (1933): Sulla determinazione empirica di una
legge di distribuzione; Giorn. Ist. Ital. Attuari 4, 83-91); (Attuari = Versi-
cherungsmathematiker) zuriick.

5.4.4 Satz

Seien 5.4.1 und 5.4.2 verabredet, mit P = P§'. Fir n € N sei A,, die in
5.4.8 eingefiihrte Statistik

AnIHﬁRJ,_.

Dann konvergiert die Folge (\/nAy)S, in Verteilung gegen eine Verteilung

n=1

H mit der Verteilungsfunktion G : R — [0;1],

sonst ’
d.h. es gilt

lim P ({z e H3°| VnA,(z) < t}) =G(t) , t €R.

Man beachtet, dass die asymptotische Verteilung H von /nA, von
der Spezifikation des zugrunde gelegten W—Mafles P, unabhingig
ist.

5.4.5 Ein Testproblem

Vorgelegt ist ein W-Mafl P mit stetiger Verteilungsfunktion F.

Anhand der Realisation 2" = (z1,...,z,) der einfachen Stichprobe X" =
(X1,...,Xy) (unter dem unbekannten W-Mafl Py mit ebenfalls stetiger
Verteilungsfunktion, das hier die Rolle der wahren Verteilung {iber-
nimmt), soll gepriift werden, ob P = P, also ob P die wahre Verteilung ist.

Zur systematischen Behandlung des formulierten Testproblems betrachtet
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man das Testexperiment

(Ha H) W) Wla WQ)

mit

W = {P"|P ist ein stetiges W-Ma8B iiber (R, B)} (i)
Wl = {ﬁ”}’

Wy = WA\W.

Die Stichprobe X" ist gemaf8 dem unbekannten W-Mafl P (wahre Vertei-
lung) verteilt.

Bei dem formulierten Testproblem geht es um dieselbe Fragestellung,
wie bei dem in 5.3 behandelten x?-Anpassungstest, wobei hier eine Ein-
schrinkung von W auf Potenzen von stetigen W—Mafen iiber (R, B)
vorgenommen wird. Die statistische Fragestellung ist, wie man aufgrund des
Testexperimentes (i) erkennt eine solche der nicht—parametrischen Stati-
stik.

5.4.6 Entwicklung eines Testkonzeptes auf der Grundlage der KS—Sta-
tistik

Die Priifung der Frage, ob die Hypothese zutrifft, ob die, die Hypothese de-
finierende Verteilung P gleich der als wahren Verteilung auftretenden Ver-
teilung Py ist, heifit letztendlich die beiden Verteilungen — wie auch immer
— miteinander zu vergleichen.

Die wahre Verteilung F, offenbart sich iiber die Stichprobenreali-
sationen, wiihrend die Verteilung P spezifiziert ist.

Durch Modifikation ergibt sich auf der in 5.4.3 eingefiihrten Statistik A,, die
sogenannte Kolmogorov—Smirnov Priifstatistik

D,: H—-Ry B (1)

Dn(x) ‘= SUP¢er |F0,n(t) - F(t)lv
wobei F die Verteilungsfunktion des die Hypothese definierenden W-Mafes
P und Fp,, die empirische Verteilungsfunktion von Fy bei n Stichprobenrea-
lisationen ist.

Ersetzt man im Rechtsterm von D,, den Ausdruck F(t) durch Fy(t), so ist
man auf die Statistik A,, aus 5.4.3(i) zuriickgefiihrt.
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Die KS—Statistik D,, nimmt stets positive Werte an; die Aussage gilt ebenso
fiir /nD,,.

Trifft die Hypothese zu, d.h. ist die in 5.4.6, die Hypothese definierende
Verteilung F' gleich der wahren Verteilung Py, so gilt D, = A,. Dabei
strebt D,, = A,, nach dem Satz von GLIVENKO—CANTELLI gegen null.

Grofie positive Werte von y/nD,,(z) sind daher ein Indiz fiir das Abweichen
von P von Py, kleine positive Werte von /nD,,(z) stiitzen die Hypothese,
wonach P gleich der wahren Verteilung P, ist.

Fiir den hier zu testenden Fall, dass die Hypothese zutrifft, d.h. dass Py = P
und somit \/nD, = /nA, gilt, ist die asymptotische Verteilung H von
VnD,, = /nA, bekannt, vgl. Satz 5.4.5. Diese Verteilung wird als Néherung
fiir die Verteilung von /nD,, = \/nA,, benutzt.

Das Gesagte fithrt zu folgendem Test.

5.4.7 Der Test

Sei Dy, () eine Realisation der KS-Priifstatistik D, und fr(;_,)(H) das (1—
a)—Fraktil der asymptotischen Verteilung H fiir o € (0;1), z.B. fiir « = 0, 05,
so wird die Hypothese verworfen, falls

VnDy(z) > fry(1 — «a);
wéhrend sie fiir
VnDy(x) < fry(1 — a);

nicht verworfen wird.

Ein Test, der auf der Statistik /nA,, und ihrer asymptotischen Verteilung
H basiert, heifit Kolmogorov-Smirnov (Anpassungs—)Test.

5.4.8 Bemerkung

Die Verteilungsfunktion G von H ist, vgl. Satz 5.4.4, {iber eine Reihe de-
finiert, so dass man sich bei der numerischen Bestimmung von fry(1 — «)
zweckméfigerweise bereits berechneter, d.h. vertafelter Werte bedient.

5.4.9 Zur effizienten Bestimmung der KS—Priifstatistik
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Seien 5.4.1 und 5.4.2 verabredet mit Py als wahrer Verteilung. Sei P das W—
Maf, welches in 5.4.5(i) die Hypothese definiert; F' bezeichne die (stetige)
Verteilungsfunktion von P.

Sei 2" = (z1,...,x,) € Hf eine Realisation der einfachen Stichprobe X™ :
H — Hf vom Umfang n, wobei X; geméf der Verteilung Py iiber (Hy, H) =
(R, B) verteilt ist.

FEine Schwierigkeit, der man bei der Bestimmung des Wertes der KS—Priifsta-
tistik D, (x) begegnet, besteht darin, dass D, (z) formal als das Supremum
einer unendlichen Menge definiert ist:

Dy () = sup |5 (t) = F(2)- (i)

Im Folgenden wird aufgezeigt, wie man dieses Supremum in (i) durch ein
Maximum einer endlichen Menge ersetzen kann.

Dazu benétigt man eine modifizierte Darstellung von F&Z, die im folgenden
Lemma angegeben wird:

5.4.10 Lemma

Sei z" = (x1,...,2,) € Hf eine Realisation der einfachen Stichprobe X™ :
H — Hf. Da die Verteilung von X; stetig ist, j € Ny, sind x1,...,z, mit
Wahrscheinlichkeit 1 paarweise verschieden; sei

Ty < ... < Ty

2.0

die Anordnung von x"™ gemdf 7;”.

Dann gilt:
0 falls ¢ < ()
F&Z(t) = % falls Ty S < T(y1) ke Np_1
1 falls  z(,) <t.
Beweis:

Ist ¢ < x(1), dann ist die Anzahl der Realisationen z; mit z; <t gleich
0. Ist z(x) <t < xqq) fiir ein k € Ny,_1, dann entspricht die Anzahl der
Realisationen z; <t der Anzahl der geméfl ”{” angeordneten x; < ¢; diese
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sind aber z(;) < ... < z(), so dass die gesuchte Anzahl gleich £ ist. Ist
Ty < t, dann ist
(n) '
{7 € Nn|zj <t} =n.

0

Das folgende Lemma liefert die angekiindigte Darstellung der KS—Priifsta-
tistik D,, als das Maximum einer endlichen Menge von reellen Werten. Die
Verwendung dieser Darstellung bietet sich stets bei Verwendung des KS—
Tests an.

5.4.11 Lemma

Sei 2™ = (x1,...,x,) € Hj eine Realisation der einfachen Stichprobe X™ :
H — Hf, die gemdf$ Py verteilt ist. Sei
) <. < Tp),
die Anordnung von ™ = (x1,...,2,) gemdfs 7;”. Sei weiter
37(0) =0 5 x(n+1) =00

und
Fi(00) i= F(~00) := 0 Ff(00) 1= F(o0) 1= 1,

wobei Fidie stetige Verteilungsfunktion des die Hypothese definierenden W-
Mafes P bezeichnet. Die KS—Priifstatistik Dy (x) sei gemdfs 5.4.6(i) defi-
niert. Es gilt:

n ) — — k
D, (z) = kjf( max{n - F(J,‘(k)),F($(k+1)) - n} .

Beweis:

Wegen der Stetigkeit und der Monotonie von F gilt nach Lemma 5.4.10
sup |Fonx™ — F(t)]
I(k)§t<rkfk+lL - (1)
= rnax{‘ﬁ — F(xw), » — F(ac(;Hl))’}, n=20,1,...,n;

die getrennte Betrachtung der drei Fille
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(1) Fzgyn) < £

(2) Flaw) < £ <F(guyr)

(3) £ < Flay)

liefert

sup | F,(t) — F(t)]

I(k)§t<xk<k+1L B i (ii)
= max{|ﬁ — F(2py), F(zg1)) — E|}’ n=20,1,...,n.

Wegen

Da(e)=mhx  sup  |FEL(0) — F ()]

=0 gy <t<t(k+1)

impliziert (i) das Gewiinschte. O

5.4.12 Bemerkung

Man beachtet, dass die in der Abbildung in 5.4.3 illustrierte Situation durch
den Eintritt von Fall 2 des Beweises zu 5.4.11 fiir die drei Sprungstellen
81, S2, 83 gekennzeichnet werden kann. Insofern bezieht sich diese Abbildung
im Kontext der in 5.4.6(i) eingefiihrten KS-Priifstatistik D,, auf einen Spe-
zialfall der Stichprobenrealisationen ™ = (x1,...,zy).

Selbstbeurteilung

Obwohl es sich beim KS-Test ebenfalls wie beim y?-Anpassungstest um
einen Anpassungstest handelt, sind die Akzente in 5.3 und 5.4 — bedingt
durch technische Fragen — etwas anders gesetzt.

Nehmen Sie sich die Zeit und vergleichen Sie die beiden Testkonzepte, wobei
Sie die Entsprechungen exakt zu sehen versuchen.

Was ist der Unterschied von D,, und A,? Unter welcher Mafigabe ist D,
gemafl H verteilt?



