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Vorwort

Graphen und Digraphen stellen einerseits eine elementare und anschauliche, andererseits
eine im Bezug auf die Modellierung anwendungsbezogener Fragestellungen vielseitige
Struktur dar. Sie beschreibt — unabhéngig von der urspriinglichen praktischen Problem-
stellung — ein System von Objekten, dargestellt als Punkte, und deren Beziehungen unter-
einander, gegebenenfalls dargestellt als (orientierte) Linien zwischen solchen Objekten.
Die Objekte nennen wir Knoten, die Linien Kanten und die orientierten Linien Bogen.
Graphen sind dann solche Strukturen, in denen nur Kanten auftreten, Digraphen solche,
in denen nur Bégen vorkommen konnen.

Durch diese Reduktion konnen gemeinsame Probleme aus ginzlich verschiedenen An-
wendungen simultan angegriffen und in nicht allzu komplizierten Fillen z.T. recht reiz-
voll anschaulich als ,,Netzwerk* aus Punkten und diese verbindenden Linien bzw. Pfeilen
dargestellt werden, was ihre Behandlung héufig erleichtert.

,Elementar bedeutet in diesem Zusammenhang, dass die Begriffe und Aussagen ohne
tiefere mathematische Vorkenntnisse verstanden werden konnen. Damit behaupten wir
allerdings nicht, die Probleme wiren stets einfachen Losungen zugénglich. Wie in der
Elementaren Zahlentheorie ist nicht selten das Gegenteil der Fall.

Die frithesten Arbeiten iiber Graphen entstanden aus Rundreiseproblemen (Konigsberger
Briickenproblem — Euler, um 1740; Stadtetourenspiel — Hamilton, um 1860), Netzwerk-
analysen (elektrische Netzwerke — Kirchhoff, um 1845), Strukturfragen (Verbindungen
der organischen Chemie — Cayley, um 1875), Firbungsprobleme (Vierfarbenvermutung
— Guthrie, Cayley u.a. seit 1852) etc.

Als erstes Lehrbuch der Graphentheorie kann Dénes Kénig, Theorie der endlichen und
unendlichen Graphen, Leipzig 1936 gelten. Nach K&nig geht die Bezeichnung Graph
auf Sylvester (1878) zuriick.

Nach verhaltenem Beginn entwickelte sich die Graphentheorie seit den 1960er Jahren
parallel zur Informatik mit einer enormen Dynamik, die bis heute ungebrochen ist. Das
populére, 1976 von K. Appel und W. Haken mit massivem Computereinsatz geloste Vier-
farbenproblem spielte dabei eine erhebliche Rolle.

Damit einher geht eine starke wechselseitige Einflussnahme zwischen der Graphentheo-
rie und Gebieten wie Informatik, Kombinatorische Optimierung, Komplexititstheorie,
Operations Research und anderen Bereichen der angewandten Wissenschaften.

In Anbetracht der heutigen Themenvielfalt in der Graphentheorie sind der Stoffauswahl
des vorliegenden, einfithrenden Kurses recht enge Grenzen gesetzt. So gehen wir z.B.
nicht auf planare Graphen ein, Minoren werden ebenso wenig diskutiert wie Zufallsgra-
phen usw.

Die dargebotenen Themen werden vom strukturellen Standpunkt her entwickelt, weni-
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ger vom algorithmischen. Wichtige Algorithmen werden lediglich informell prisentiert.
Fragen einer moglichst effizienten Implementierung der Algorithmen und der Analy-
se ihrer Komplexitit (Rechenaufwand in Abhédngigkeit vom Umfang der Eingabedaten)
werden allenfalls vereinzelt aufgegriffen. Der Leser wird hierfiir — neben einem kleinen
Exkurs tiber Komplexititstheorie am Ende von Kapitel 1 — auf die einschligige Literatur,
Fernstudierende auf den FernUni-Kurs 01216 Kombinatorische Optimierung - Effizien-
te Graphenalgorithmen verwiesen, dem das Buch von Hochstittler und Schliep ([11])
zugrunde liegt.

Fiir das Fernstudium und damit auch fiir das Selbststudium geschrieben ist der Stoff sehr
ausfiihrlich dargestellt und dergestalt in sich abgeschlossen, dass er ohne Riickgriff auf
die Literatur studiert werden kann. Wer dennoch eine Begleitlektiire wiinscht, greift am
besten zu Bondy und Murty ([4]) oder West ([17]).

Dem Zweck entsprechend sind in den Lehrtext Ubungsaufgaben eingestreut oder einige
Beweiselemente Thnen zur Ubung iiberlassen. Am Ende jedes Kapitels finden Sie dazu
detaillierte Losungsvorschlige, auf die im Lehrtext am Rande mit einem ,,L.*“ hingewie-
sen wird.

Hier sind ein paar Worte zur Lern- und Arbeitsweise angebracht. Grundsitzlich erarbei-
tet man sich einen mathematischen Text im stetigen Wechsel zweier Perspektiven: dem
Uberblick und dem Detail. Erst wird man sich einen Uberblick verschaffen wollen iiber
die wesentlichen Fragestellungen, die zentralen Begriffe und Aussagen dazu, die Grob-
struktur der Beweise, den roten Faden insgesamt und die Anwendungsmoglichkeiten.
Dies wird indessen nicht ausreichen, mit den Gegenstiinden so vertraut zu werden, um
mit ihnen auch eigenstiindig umgehen zu kdnnen. Hier wird man sich dann mit den klein-
teiligen Argumenten in den Beweisen auseinandersetzen miissen und dann auch lernen,
die Rolle der Voraussetzungen und ihre Notwendigkeit in den Sitzen (Gegenbeispiele)
zu verstehen etc. Die Ausfiihrlichkeit der Darstellung des vorliegenden Kurses mag Stu-
dierende demgegeniiber in Versuchung fiithren, den Lehrtext nur rezeptiv zu lesen. Wie
Sie vielleicht selbst schon erfahren haben, fithrt dies allein nicht zu einem tieferen Ver-
stindnis mathematischen Stoffs. Versuchen Sie daher zunichst, die Ihnen tiberlassenen
Passagen, die am Rand mit ,,.* markiert sind, selbststidndig zu 16sen. Dariiber hinaus ist
immer zu empfehlen, sich zuerst eigene Gedanken zur Begriindung einer Aussage des
Lehrtextes zu machen. Auf diese Weise kann Thnen der Lehrtext selbst zum Ubungsma-
terial werden. Auch wenn Thnen dabei vielfach ein Erfolg versagt sein sollte, wird dieser
eigenstidndige Umgang mit den Begriffen und Methoden des Kurses Sie nach und nach
immer besser mit seinen Begriffen, Fragestellungen und den Hintergriinden der gewon-
nenen Antworten vertraut machen. Beim Durcharbeiten des Lehrtextes sollten Sie sich
wenigstens selektiv die Miihe machen, sich mit ,,Bleistift und Papier durch die Details

zu kimpfen. Die dabei erforderliche Skepsis gegeniiber dem Text ist eine Grundhaltung
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des Mathematikers, der nach einer Begriindung verlangt, und nicht so sehr darauf ver-
traut, es wird schon alles richtig sein, was da steht, und statt dessen lediglich auf die
Fahigkeit erpicht ist, vorgefertigte Rezepte sicher durchfithren zu konnen.

Wie schon angedeutet, eignet sich die Graphentheorie in besonderer Weise dazu, sich
von den Begriffen und Resultaten iiber die formale Darstellung hinaus eine anschauliche
Vorstellung zu verschaffen. Das Zeichnen von Figuren ist gerade hier eine stetige Quelle
von Einsichten, die Sie nutzen sollten.

Nicht zuletzt durch die Einsendeaufgaben wird Thnen ein 14-tdgiger Bearbeitungstakt
vorgegeben. Es ist ratsam, diesen Takt einzuhalten und lieber (voriibergehend) ein paar
Liicken zu lassen, als im Stoff zuriickzubleiben. Es gibt gelegentlich schwierigere Pas-
sagen, die man zunichst durchaus zuriickstellen kann, um sie bei spéterer Gelegenheit
wieder anzugreifen. In den Kapiteleinleitungen werden Sie zu den Prioritéten, die Sie
setzen sollen, einige Hinweise finden. Generell darf man hier, bei aller Frustrationsto-
leranz, die ein Mathematikstudium erfordert, Mut zur Liicke haben, der Umfang des

Kurses wird Sie dazu zwingen.

Die erfolgreiche Bearbeitung dieses Kurses wird regelmédfig mit dem Bestehen einer
miindlichen Priifung (als Priifungsleistung, im Master- oder Diplomstudiengang auch
als Leistungsnachweis) nachgewiesen. Um diesem Priifungstyp gerecht zu werden, ist
zu empfehlen, sich einen Uberblick iiber die Methoden und die Zusammenhiinge der
Begriftfe und Ergebnisse zu verschaffen. Versuchen Sie, die im Kurs erarbeiteten Kennt-
nisse mit eigenen Worten themenweise in der Art eines Leitfadens zusammenzufassen
und diesen mit dem Wachsen Ihrer Kenntnisse auszubauen und zu prézisieren. Wihrend
der unmittelbaren Priifungsvorbereitung sollten Sie versuchen, den (vermeintlich) ge-
lernten Stoff frei sprechend sich selbst oder einer anderen Person (die nicht notwendig
viel davon verstehen muss) vorzutragen. Sie werden dabei feststellen, wie sicher Sie den

Stoff tatsdchlich beherrschen und wo Sie unsicher sind oder noch grofere Liicken haben.

Dem elementaren Gegenstand entsprechend kann man die Eingangsvoraussetzungen
fiir diesen Kurs im GroBen und Ganzen auf mathematisches Grundlagenwissen be-
schrianken. Dazu gehort der sichere Umgang mit Mengen und Abbildungen sowie gute
Kenntnisse der Linearen Algebra, wie sie in den FernUni-Kursen 01741 Mathematische
Grundlagen und 01143 Lineare Algebra bereitgestellt werden. Das schlieBt nicht aus,
dass an wenigen Stellen dieses Kurses etwas tiefere Ergebnisse aus der Algebra erfor-
derlich sind, die aber ad hoc zur Verfiigung gestellt werden.

An den genannten beiden Kursen orientiert sich auch die fiir die mathematischen Grund-
begriffe gewihlte Schreibweise. Das Ende eines Beweises wird mit dem Symbol O ge-

kennzeichnet.

Zur einfacheren Handhabe ist der Kurs mit einem Index und einem Symbolverzeichnis
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versehen.

Die Stoffauswahl des Kurses (das Wesentliche hierzu ist dem Inhaltsverzeichnis zu ent-
nehmen) orientiert sich an dem gleichnamigen FernUni-Kurs von Ulrich Seip, als dessen
Aktualisierung der vorliegende Kurs urspriinglich geplant war, sich aber im Verlauf der
Erstellung zusehens emanzipiert und erweitert hat. Die Terminologie und die Notation
wurden dem mittlerweise sich verstetigenden internationalen Standard angepasst. Bei
Graphen und Digraphen werden jetzt, sofern keine diesbeziiglichen Einschriankungen
erforderlich sind, Schlingen und Parallelititen zugelassen. Die zahlreichen Pseudocode-
Implementierungen von Algorithmen wurden entfernt und durch einschléigige Algorith-
men, die sich aus den strukturellen Betrachtungen bzw. Beweisen ergaben, ersetzt, wobei
allerdings nur noch eine informelle Darstellung gewéhlt wurde.

Zu den neu hinzugekommenen Themen gehoren u.a. die de Bruijn-Graphen und de
Bruijn-Zyklen, der Algorithmus Breitensuche, eine Analyse einfacher elektrischer Netz-
werke, ein kleiner Exkurs tiber Matroide, Fliisse in Netzwerken mit der Edmonds-Karp-
Implementierung des Algorithmus von Ford und Fulkerson (der Zugang zu den Menger-
schen Sitzen wurde entsprechend abgeéndert), der Bliiten-Algorithmus von Edmonds
fiir das Maximum-Matching-Problem in allgemeinen Graphen, ein effizienter algorith-
mischer Beweis des Satzes von Szekeres und Wilf, der Satz von Brooks iiber die Ab-
schiatzung der chromatischen Knotenzahl und eine Verallgemeinerung des Satzes von
Vizing.

Sicher wird der vorliegende Kurs nicht ohne Fehler sein. Fiir Ihre Hinweise darauf sowie
fir Kommentare zur Darstellung, insbesondere fiir Anregungen, die dem besseren Ver-
stindnis dienen, ist IThnen der Autor (E-Mail: thomas.mueller@fernuni-hagen.de)
sehr dankbar.
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1 Grundbegriffe der Graphentheorie

1.0 Einleitung

Dieses Kapitel dient der Festlegung und Diskussion der elementaren Grundbegriffe fiir
die Darstellung und die Strukturanalyse von Graphen und Digraphen.

Obwohl wir uns auf die Untersuchung von endlichen Graphen bzw. Digraphen beschrin-
ken werden, liegt es doch auf der Hand, dass die im Vorwort angedeutete grafische Dar-
stellung dieser Objekte durch Punkte und diese verbindenden (orientierten) Linien in der
Ebene nur fiir relativ ,,kleine* Graphen bzw. Digraphen eine addquate Form ihrer Darstel-
lung sein kann. Dies leistet dagegen auf effiziente Weise die formale Beschreibung durch
eine Inzidenzabbildung. Sie ist auch insofern unverzichtbar, als wir stets neben Schlingen
auch parallele Kanten bzw. Bogen zulassen, sofern wir dies nicht ausdriicklich ausschlie-
Ben. (Der Leser moge beachten, dass in der Literatur unter einem ,,Graphen® hiufig nur
ein schlichter Graph ohne Schlingen und ohne parallele Kanten (Mehrfachkanten) ver-
standen wird.)

Daneben betrachten wir auch Matrixdarstellungen von Graphen bzw. Digraphen, die
Adjazenz- und die Inzidenzmatrix. Sie setzen eine Nummerierung der Knotenmenge
und fiir die Inzidenzmatrix auch eine Nummerierung der Kanten- bzw. Bogenmenge
voraus. Diese Matrizen konnen moglicherweise zahlreiche Nullen als Eintrdge enthal-
ten und werden daher heutzutage wegen ihrer Redundanz beim Computereinsatz durch
Inzidenz- oder Adjazenzlisten bzw. andere speicherplatzsparende Darstellungen ersetzt.
Unser Interesse an diesen Matrizen ist mathematischer Natur. Sie ermdglichen vor allem
eine Verbindung zur Linearen Algebra, die wir dadurch zur Losung graphentheoretischer
Probleme einspannen konnen.

Im Verlauf dieses ersten Kapitels werden nach und nach die zur konkreten Beschreibung
der Struktur eines Graphen bzw. Digraphen und ihrer Analyse notwendige Terminologie
eingefiihrt.

Hierzu gehoren wichtige Grundbegriftfe der lokalen Struktur wie die beiden verschiede-
nen Typen von Nachbarschaft (Adjazenz und Inzidenz) und der Knotengrad. Der Le-
ser verfolge aufmerksam die Unterschiede, die sich bereits hier zwischen Graphen und
Digraphen auftun. Als immer wieder niitzlich erweist sich auch die Moglichkeit, die
verschiedenen Grade aus der Adjanzenz- bzw. Inzidenzmatrix als Zeile- oder Spalten-
summen zu berechnen.

GroBere Teilstrukturen sind die (induzierten bzw. aufspannenden) Teil(di)graphen, die
in allen Untersuchungen iiber Graphen bzw. Digraphen ausdriicklich oder implizit vor-
kommen. Sie dienen z.B. der Beschreibung erster, in der Graphentheorie notorisch auf-

tretender Konstruktionen wie das Entfernen oder Hinzufiigen von Knoten, Kanten oder
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Bogen. Weitere Konstruktionen, die Thnen bereits in diesem Kapitel begegnen, sind das
Komplement eines schlichten Graphen und der Kantengraph.

Ferner lernen Sie die ersten wichtigen Klassen von Graphen kennen: die vollstindigen
Graphen und die (vollstindig) bipartiten Graphen.

Schon verhiltnisméBig ,.kleine* Graphen lassen sich grafisch auf solch unterschiedli-
che Weise darstellen, dass es auf den ersten Blick unmoglich erscheint zu entscheiden,
ob es sich dabei strukturell um ein und denselben Graphen handelt. Dahinter verbirgt
sich die Frage nach der Isomorphie von Graphen, d.h. der Entscheidung, wann zwei
Graphen strukturell gleich sind oder nicht. Durch den Begriff des Graphen- bzw. Digra-
phenisomorphismus wird die strukturelle Ubereinstimmung zweier Graphen bzw. Digra-
phen formal beschrieben. Wihrend in manchen mathematischen Bereichen wie z.B. der
Theorie der endlichdimensionalen Vektorrdume die Isomorphiefrage leicht zu entschei-
den ist, konnte in der Graphentheorie hierfiir bislang noch kein effizienter Algorithmus
gefunden werden. Die hier angegebenen Propositionen zu Isomorphie von Graphen bzw.
Digraphen sind im Grunde nur Umformulierungen des Problems und keine effizienten
Charakterisierungen. Sie sind nur von technischem Interesse.

Eigenschaften von Graphen bzw. Digraphen oder mit ihnen auftretende numerische Gro-
Ben nennt man Invarianten, wenn sie unter [somorphismen erhalten bleiben. So ist z.B.
der Knotengrad bzw. die Gradfolge eine lokale numerische Invariante, die Komplement-
bildung bei schlichten Graphen oder die Vollstindigkeit eine globale Invariante. Solche
Invarianten kann man sich zunutze machen, um wenigstens die Nichtisomorphie zweier
Graphen zu testen: zwei Graphen konnen nicht isomorph sein, wenn sie sich in einer In-
varianten unterscheiden. Allerdings konnen z.B. die Gradfolgen zweier nichtisomorpher
Graphen iibereinstimmen.

Ergebnisse iiber Graphen konnen bisweilen fiir Digraphen genutzt werden und umge-
kehrt. Den Wechsel zwischen diesen beiden Typen beschreiben die Operationen ,,un-
terliegender Graph* eines Digraphen, der einem Graphen ,,zugeordnete symmetrische
Digraph* bzw. die ,,Orientierung* eines Graphen. Im Verlauf des Kurses wird davon ge-
legentlich Gebrauch gemacht.

Ein etwas komplizierteres, fiir gewisse Anwendungen interessantes Beispiel fiir einen
Digraphen ist der de Bruijn-Graph, den wir in den nédchsten beiden Kapiteln weiter ver-
folgen werden.

Ein kleiner Exkurs tiber Komplexititstheorie beschliet das erste Kapitel.

Naturgemal ist ein erstes Kapitel voll mit zahlreichen Festlegungen bzgl. Terminologie
und ihrer Notation, mit denen Sie sich nach und nach vertraut machen miissen. Dies
diirfte keine groBeren Schwierigkeiten bereiten, da die Sprache der Graphenteorie i.A.
sehr anschaulich ist. Zahlreiche interessante Sitze sind demgegeniiber hier noch nicht zu

erwarten.
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1.1 Graphen

Die Michtigkeit einer Menge A bezeichnen wir mit |A|.

Im endlichen Fall, den wir hier betrachten, ist das die Anzahl ihrer Elemente.

Fir k € N := {0,1,2,3,...} sei (}) := (V' | V' € Vund |V’| = k} die Menge der
k -elementigen Teilmengen von V, so dass (‘2/) U (‘1/) = {{v,w} | v,w € V} die Menge
aller nichtleeren Teilmengen von V mit hochstens zwei Elementen bezeichnet.

Die Notation ist den Binomialkoeffizienten entlehnt, da |(‘,§)| = (",:') fiir endliches V

gilt.

1.1.1 Definition

Ein Graph G besteht aus zwei disjunkten endlichen Mengen V und E sowie einer
Abbildung 9 : E — (‘2/) U (‘1/) = {{v,w} | v,we V}.

1.1.2 Bemerkungen und Bezeichnungen

Nach Definition ist ein Graph G ein Tripel G = (V,E,0 : E — (‘2/) U (‘l/))

Die Elemente von V heilen Knoten (engl. vertices) von G, V selbst nennt man die
Knotenmenge von G.

Die Elemente von E heiflen Kanten (engl. edges) von G, E selbst nennt man die Kan-
tenmenge von G.

Die Abbildung 8 : E —+ (5) U () heift Inzidenzabbildung von G.

Falls erforderlich schreiben wir auch Vg fiir V, Eg fiir E und dg fiir 0, um beim Auf-

treten mehrerer Graphen Missverstindnisse zu vermeiden.

Fir {v,w} € (‘2/) U (‘1/) schreiben wir meist kiirzer vw, solange dies nicht zu Missver-
standnissen fiihrt. Damit ist keine Anordnung unterstellt. Es gilt vielmehr vw = wv.

Ist d(e) = vw fiir eine Kante e, so heilen v und w die Randknoten von e.

Gibt es Kanten e und ¢’ mit e # ¢’ und d(e) = d(e’), so sprechen wir von parallelen
Kanten oder Mehrfachkanten.
Gilt d(e) = vw mit v = w fiir eine Kante e, so nennen wir e eine Schlinge.

1.1.3 Beispiel

Zur Veranschaulichung des Graphenbegriffs betrachten wir den folgenden Graphen G:
Die Knotenmenge von G sei V := {t,u,v,w,x,y,z}, die Kantenmenge von G sei E :=
{a.b.c.d.e.f.g} und die Inzidenzabbildung 8 : E — (3) U () sei definiert durch
d(a) = ut, 9(b) =uv, d(c) =vw, d(d) =vw, d(e) =uw, d(f) =ww, d(g) = yz.
Der Graph G wird dann beispielsweise durch folgende Figur représentiert:
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1.1.4 Definition

Sei G = (V,E,d) ein Graph.

Eine Kante ¢ € E und ein Knoten v € V heillen inzident, wenn v € d(e) gilt.

Zwei Knoten v,w € V heiflen benachbart oder adjazent, wenn ein e € E existiert mit
0(e) = {v,w}; andernfalls heien v und w unabhingig.

Zwei Kanten e, e’ € E, e # ¢’ heillen benachbart oder adjazent, wenn d(e)Nd(e’) # 0
gilt, d.h. wenn ein v € V existiert mit v € d(e) und v € d(¢’); andernfalls heilen e

und ¢’ unabhéingig. Eine Schlinge betrachten wir als zu sich selbst benachbart.

1.1.5 Bemerkungen und Bezeichnungen

Sind e € E und v € V inzident, so existiert ein w € V mit d(e) = {v,w}:

\ 4 e w
e——eo oder W=y e

Je nach Standpunkt sagen wir dann auch: v bedeckt ¢ bzw. e bedeckt v.

Sind v € V und w € V benachbart, so nennen wir w einen Nachbarn von v (und

umgekehrt). Gilt d(e) = vw fiir ein e € E, so stellen wir das folgendermal3en dar:

1% e w
o—e@ oder w=vy e

Sind e,¢’ € E mit e # ¢ benachbart, so nennen wir ¢ einen Nachbarn von ¢ (und
umgekehrt). Gilt v € d(e) N d(e’) fiir ein v € V, so haben wir eine der Konstellationen

’
’ A% ’ V e

® € - € o , € , ve—————e oder %
e

’

e e e

1.1.6 Definition

Zwei Graphen G = (V,E,0) und G’ = (V',E’,d") heillen isomorph, wenn es bijektive
Abbildungen ay : V — V' und ag : E — E’ gibt, so dass fiir jedes e € E mit
d(e) = {v,w} gilt: d'(ag(e)) = {av(v),av(w)}.

Ist dies der Fall, so nennen wir (ay,afg) : G — G’ einen Graphenisomorphismus.
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2 Zusammenhang und Baume

2.0 Einleitung

Wir konnen Graphen wie eine StraB3enkarte auffassen, wobei die Knoten Stationen sind
und die Kanten zwei Stationen verbindende Straen. Von einem Knoten v nach einem
Knoten w kann man nur dann auf direktem Wege gelangen, wenn v und w durch eine
Kante verbunden sind. Gibt es keine solche Kante, hat man evtl. noch die Moglichkeit,
einen Umweg iiber andere Knoten und Kanten zu machen, um doch noch von v nach w
zu gelangen. Solche Verbindungen zweier Knoten v und w werden formal durch v,w -
Kantenfolgen beschrieben. Das sind alternierende Folgen von Knoten und Kanten der
Form vg,eq,vy,...,vk-1,€k,Vk, WO jede Kante e; die beiden Knoten v;_; und v; ver-
bindet. Gibt es fiir jedes Knotenpaar eine solche Kantenfolge, nennen wir den Graphen
zusammenhdngend. Graphen die nicht zusammenhingend sind, zerfallen in mehrere ma-
ximale, zusammenhéngende, nichtleere Teilgraphen, die Komponenten.

Kantenfolgen unterliegen bzgl. Wiederholungen von Knoten und Kanten keinen Be-
schrinkungen. Schliet man Wiederholungen von Kanten aus, erhélt man den Begriff
Kantenzug. Ist er geschlossen, kehrt er also zum Ausgangspunkt zuriick, spricht man
von einer 7our. Geht man noch weiter und ldsst nicht einmal Wiederholungen von Kno-
ten zu, so hat man den noch spezielleren Begriff des Kantenwegs oder, im geschlossenen
Fall, des Kreises.

Kreise spielen schon in diesem Kapitel eine groBe Rolle. Mit ihnen bzw. ihrem Feh-
len werden wir so wichtige Graphentypen wie bipartite Graphen, Bdume oder Wiilder
charakterisieren. Baume sind die maximal kreislosen, zugleich auch die minimal zu-
sammenhingenden Graphen und erlauben nur einen einzigen Kantenweg zwischen zwei
Knoten, sind daher insbesondere schlicht. Als Teilgraphen eines Graphen G sind sie von
Bedeutung, wenn sie aufspannende Bdume sind, d.h. jeden Knoten von G enthalten.
Der Algorithmus Breitensuche findet zu jeder Komponente eines Graphen und einem ih-
rer (frei wihlbaren) Knoten, der Wurzel, einen diese Komponente aufspannenden Baum,
so dass fiir jeden Knoten v der Kantenweg innerhalb des aufspannenden Baumes von der
Wurzel zu diesem Knoten v ein kiirzester Weg ist, d.h. ein Weg von minimaler Léange.
Aufspannende Baume konnen nur in zusammenhingenden Graphen auftreten, dann aber
durchaus zahlreich: im K,, gibt es nach dem Satz von Cayley immerhin n"~2 aufspan-
nende Biume. Dieser Satz ist ein Spezialfall des Matrix-Tree-Theorems, das auf Gustav
Robert Kirchhoff zuriickgeht, und die Bestimmung der Anzahl 7(G) der aufspannen-
den Bidume eines Graphen G auf rein algebraischem Wege ermdglicht. Die im Beweis
verwendete Konstruktion von Kontraktionsgraphen modulo einer Kante, die uns auch an

anderer Stelle des Kurses begegnen wird, ermoglicht eine Rekursionsformel (2.3.14) fiir

59



60 Kapitel 2. Zusammenhang und Biume

die Anzahl der aufspannenden Biume, die der Rekursionsformel fiir das chromatische

Polynom im Kapitel 7 iiber Fiarbung von Graphen dhnelt.

Dieses Programm kann man auch in entsprechender Weise fiir Digraphen aufziehen. Da-
bei sind jedoch einige Unterschiede zu beachten. Ein Bogen ist wie eine Einbahnstra3e,
er darf nicht in Gegenrichtung durchlaufen werden. Dies gilt auch fiir jede nichttriviale
Bogenfolge und fiihrt zu einer Unterscheidung zwischen dem Zusammenhang (das ist der
Zusammenhang des unterliegenden Graphen) und dem starken Zusammenhang, der fiir
die Verbindung zweier Knoten Bogenfolgen in jeder der beiden moglichen Richtungen
fordert. Definiert man entsprechend eine starke Komponente eines Digraphen als maxi-
malen, stark zusammenhingenden, nichtleeren Teilgraphen, so ist zu beachten, dass hier
Digraphen nicht in ihre starken Komponenten zerfallen wie die Graphen in ihre Kompo-
nenten, sondern Bogen existieren konnen, die zu keiner starken Komponente gehoren.
Wihrend bei Baumen eine Wurzel frei wihlbar ist, sorgt die Orientierung bei Digraphen
dafiir, dass hier der Begriff in Quell- bzw. Senkenbdume zerfillt und die Rolle einer Wur-
zel nur je einem einzigen Knoten zukommt, der Quelle bzw. Senke.

Dank des Dualitditsprinzips der Richtungsumkehr brauchen wir deswegen nicht die dop-
pelte Arbeit zu leisten, sondern konnen Aussagen iiber Quellbdume auf Aussagen iiber
Senkenbdume zuriickfithren und umgekehrt.

Entsprechend den aufspannenden Bdumen in Graphen definieren wir aufspannende
Quell- bzw. Senkenbdume in Digraphen und gelangen schlieBlich auch hier zu einem
Analogon des Matrix-Tree-Theorems, dem Directed Matrix-Tree Theorem, das auf W.T.
Tutte zuriickgeht. Abgesehen von den natiirlich entsprechend verschiedenen Matrizen
liegt ein wesentlicher Unterschied beim Matrix-Tree-Theorem in der freien Wahl des
zur Berechnung heranzuziehenden algebraischen Komplements, wihrend beim Directed
Matrix-Tree Theorem dieses durch die Quelle bzw. Senke festgelegt ist.

Das Kapitel schlieft mit dem Beispiel der Berechnung der Anzahl der aufspannenden
Senkenbdume des de Bruijn-Graphen D, (S) zu einer festen Senke s. Besteht S aus b

—-n

Symbolen, so sind das immerhin b"" '~ solcher Senkenbiume.

Auch dieses Kapitel enthilt noch reichlich Terminologie bzw. Notation, deren sichere
Kenntnis im weiteren Verlauf des Kurses unerlésslich ist. Mit dem in 2.1.6 prézisierten
Sprachgebrauch von maximal und minimal und seiner Unterscheidung zu Maximum und
Minimum sollten Sie vertraut werden, da er im Verlauf des Kurses immer wieder verwen-
det wird. Dies gilt natiirlich erst recht fiir das Thema Bdume bzw. aufspannende Biume,
wobei in diesem Kurs der Graphenfall gegeniiber dem Digraphenfall der wichtigere ist.

Der Algorithmus Breitensuche und die Matrix-Tree-Theoreme sind Ergebnisse dieses
Kapitels, die Sie verstanden haben sollten. Auch viele ,kleinere* Propositionen und Sét-

ze werden sich spiter als ausgesprochen niitzliche Helfer erweisen.
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2.1 Wege, Kreise und Zusammenhang in Graphen

Der Begriff des Zusammenhangs fiir Graphen basiert auf dem Begriff der Verbindbarkeit
von Knoten durch Kantenfolgen.

2.1.1 Definition

Sei G = (V,E,d) ein Graph.

Dann heifit eine alternierende Folge vg,eq,vi,...,vk-1,€x,vx von Knoten v; € V und
Kanten ¢; € E eine Kantenfolge (der Lange k) von vy nach vi, wenn d(e;) = v;_1v;
giltfiiralle i € {1,...,k}.

Eine solche Kantenfolge nennen wir meist kiirzer vg, v, -Kantenfolge.

Die Linge einer Kantenfolge F in G bezeichnen wir mit £(F).

Zwei Knoten v und w des Graphen G heilen (durch eine Kantenfolge) verbindbar,
wenn es eine Kantenfolge von v nach w gibt.

G heilit zusammenhiingend, wenn in G je zwei Knoten verbindbar sind.

G heilt minimal zusammenhéngend, wenn G zusammenhingend ist, aber G — e fiir

keine Kante e € E zusammenhingend ist.

2.1.2 Beispiel

Vi V2

€4

V4 €6 V3
Beispiel einer Kantenfolge: vi,eq,vs,es,v6,€7,V3,€6,V4, €8, V5,€3,V].
Der Graph G ist zusammenhingend, da aus der vorstehenden Kantenfolge durch zykli-

sche Verschiebung (vgl. 2.1.9(3)) je 2 Knoten verbunden werden kdnnen.

\ V4

V2 Vs
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Der Graph G’ ist nicht zusammenhingend, da es keine Kante gibt, die sowohl mit ei-
nem Knoten der Menge {vi,v2,v3} als auch mit einem Knoten der Menge {v4,vs, v}

inzidiert.

2.1.3 Bemerkungen und Bezeichnungen

(1) Die Nummerierung der Elemente einer Kantenfolge in Definition 2.1.1 hat nichts mit
einer Nummerierung des Graphen G zu tun. Insbesondere sind hier Wiederholungen von

Knoten und Kanten erlaubt.

(2) Eine Kantenfolge vg,eq,v1,...,Vik—1, €k, vk in einem schlichten Graphen wird bereits
durch ihre Knotenspur vg,vy,...,vi_1,vx wohlbestimmt. Die Angabe der Kanten e¢; in
einer Kantenfolge ist nur in solchen Graphen wirklich von Bedeutung, die parallele Kan-
ten enthalten.

(3) Eine Kantenfolge F : vg,e1,vi,...,Vk—1,€k,Vr 1n einem Graphen G kann stets
als Teilgraph Gr = (Vr,EFp,0r) von G interpretiert werden mit Vr := {vo,...,Vk},
Er:={ey,...,e } und Op(e;) :=vi_v; firi =1,... k.

Wenn keine Missverstindnisse zu befiirchten sind und um die Schreibweise zu vereinfa-
chen erlauben wir uns, kurz F fir Gp, v € F fir v € Vr und e € F fiir e € Ep zu

schreiben.

(4) Als Extremfall betrachten wir auch einen Knoten vy allein als vg, vo-Kantenfolge der
Linge 0 und bezeichnen diese als triviale Kantenfolge.

(5) Ist F : vg,eq,v1,...,Vk—1,€k, vk €ine Kantenfolge in einem Graphen G, so bezeich-
net F~ : vg,ex,Vk-1,-..,v1,€1,v0 die zu F inverse Kantenfolge.
F~ hat stets die gleiche Linge wie F.

’
0’
gen in einem Graphen G mit vx = v, so bezeichnet

’

1 zwel Kantenfol-

v/

(6) Sind F : vg,e1,vi,...,Vi—1.€k, Vi und F’ 1 v /

/ ’ ’
€V V_pse
FUF :vo,e1,V1,- .5 Vi-1,€k: Vi (= V), €],V 5. -,V _ €,V
die zusammengesetzte Kantenfolge.
Die Lange von F U F’ ist die Summe der Lingen von F und F’.

2.1.4 Aufgabe

Sei G = (V,E,d) ein Graph.

Zeigen Sie:

(1) Auf der Knotenmenge V definiert ,,verbindbar* eine Aquivalenzrelation.

(2) Ist V # 0 und sind Vj,...,V, die Aquivalenzklassen der Aquivalenzrelation ,,ver-
bindbar* auf V, so gilt fiir die von den V; induzierten Teilgraphen G; := G[V;] mit den

Kantenmengen E; :={e € E | d(e) € (‘;’) U (‘f’)}
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(1) E = Lrjl E;und G = .rl G; sind disjunkte Vereinigungen.
i= i

(i1) Fiir jedes i € {1,...,r} ist G; ein maximaler zusammenhingender nichtleerer Teil-

graph von G. Maximal heif3t: es gibt keinen zusammenhéngenden Teilgraphen G’ von

G mit G; C G’ und G; # G'.

(3) G zerfillt in eine eindeutig bestimmte Menge K zusammenhéngender und paarwei-

se disjunkter nichtleerer Teilgraphen. Ist G # @, so gilt mit den Bezeichnungen von (2)

K ={Gy,...,G,}.

2.1.5 Definition

Sei G = (V,E,d) ein Graph.

Dann nennen wir einen maximalen zusammenhédngenden nichtleeren Teilgraphen von G
eine Komponente von G und bezeichnen mit ¢(G) die nach 2.1.4(3) wohlbestimmte
Anzahl verschiedener Komponenten von G.

2.1.6 Bemerkung zum Sprachgebrauch von ,,maximal‘ und ,,minimal*

Zur Verwendung der in diesem Kurs hdufiger vorkommenden Adjektive ,,maximal‘ und
,minimal“ geben wir die folgende Prizisierung:

Ist M eine Menge und L eine reflexive, antisymmetrische und transitive Relation auf
M, so nennt man (M,C) eine partiell geordnete Menge (vgl. Kurs 01143 Lineare Al-
gebra, 8.1.42).

M € M heillit maximales (bzw. minimales) Element in M, wenn fiir jedes N € M
mit M C N (bzw. N E M) stets N = M gilt (vgl. Kurs 01143, 8.1.49).

M e M heiB3t groBtes (bzw. kleinstes) Element von M, wenn fiir jedes N € M stets
NCM (bzw. M C N) gilt.

Ein grofites (bzw. kleinstes) Element von M — wenn es denn existiert — ist eindeutig
bestimmt und ein maximales (bzw. minimales) Element in M.

Die Umkehrung dieser Aussage gilt 1.A. nicht, da ,,maximal® (bzw. ,,minimal*) nur re-
lativ zu den mit einem bestimmten M vergleichbaren Elementen von M gilt und nicht
absolut fiir alle Elemente von M.

In M kann es durchaus mehrere maximale (bzw. minimale) Elemente geben.

Ist (M,C) sogar total geordnet, d.h. gilt fiir alle M,N € M stets M E N oder NE M
(vgl. Kurs 01143, 8.1.43), kann es hochstens ein maximales (bzw. minimales) Element
in M geben, das grofites (bzw. kleinstes) Element von M ist, wenn es existiert.

In vielen Fillen ist eine ,,Anzahlfunktion” a : (M,C) — (N, <) gegeben, die beziig-
lich der ,,Kleiner-gleich*-Relation < auf N streng monoton ist.

Ein M € M, sodass a(M) grofites (bzw. kleinstes) Element von (a(M), <) ist, nennen
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wir Maximum (bzw. Minimum) von M bzgl. a.

Da wir nur endliche Graphen betrachten, wird M meist endlich sein, und da mit (N, <)
auch (a(M), <) total geordnet ist, existiert stets ein solches Maximum (bzw. Minimum)
von M bzgl. a, moglicherweise aber auch mehrere.

Jedes Maximum (bzw. Minimum) M von M bzgl. a ist ein maximales (bzw. minima-
les) Element in M, dennaus N € M und M C N (bzw. N C M) folgt M = N oder
wegen der strengen Monotonie a(M) < a(N) < a(M) (bzw. a(M) < a(N) < a(M)),
so dass nur M = N moglich ist.

Die Umkehrung dieser Aussage gilt i.A. nicht.

Beispiele: Sei G = (V,E,d) ein Graph und V # 0.

(1) Ist My := {G[E'] | E' € E und G[E’] zusammenhingend}, so ist G genau dann
minimal zusammenhingend, wenn G minimales Element von (M, C) ist.

Dies ist genau dann der Fall, wenn M; = {G} gilt.

(2) Ist M, := {H | H zusammenhingender Teilgraph von G}, so sind die maximalen
Elemente von (M,,C) gerade die Komponenten von G.

(3) Ist M3 :={V’ C V | G[V’] knotentrivial} und G vollstindig bipartit mit Bipartition
(V1,V2), so sind die Partitionsmengen V; und V, die beiden einzigen maximalen Ele-
mente von (Ms, Q).

Ist V1| = |Va], so sind sowohl V; als auch V, Maxima in (M3,C) bzgl. der Anzahl-
funktion |- | : M3 — N.

Gilt jedoch |Vi| < [V2], so ist nur V, ein solches Maximum, V| hingegen nicht.

2.1.7 Proposition

Sei G = (V,E,d) ein zusammenhdiingender Graph mit V # (.
Dann gilt |E| > |V| - 1.

Beweis: Wir beweisen die Aussage durch Induktion nach |V|.

Fiir |V| =1 ist die Aussage offensichtlich richtig: |E| >0 =|V| - 1.

Angenommen, die Behauptung sei richtig fiir alle nichtleeren zusammenhingenden Gra-
phen mit hochstens k& Knoten, k > 1.

Sei G = (V,E,d) ein zusammenhingender Graph mit |V| =k + 1.

Wir wihlen ein v € V. G—v habe die Komponenten G; = (V;, E;,0;), i = 1,...,r. Dann
hat v in jeder Komponente G; mindestens einen Nachbarn. Denn andernfalls gibe es ein
J €{l,...,r},sodass v in G; keinen Nachbarn hitte. Dann wire G; eine Komponente
in G, dakein w € V; einen Nachbarn in einer der Knotenteilmengen V; mit i # j hat.
Da G zusammenhingend ist, wiirde G; = G folgen, was v ¢ V; widerspricht.

Da v nun in jeder Komponente G; einen Nachbarn hat, gilt dg(v) > r.

Nach Induktionsvoraussetzung gilt |E;| > |V;| — 1 fiir jedes i € {1,...,r} und damit



Hier fehlen die Seiten 65 bis 114



3 Eulertouren und Hamiltonkreise

3.0 Einleitung

Durchlaufungsfragen gehdren zu den iltesten Problemstellungen der Graphentheorie,
voran das berithmte Konigsberger Briickenproblem, in dem vielfach der historische Auf-
takt der Graphentheorie gesehen wird. Nach Leonhard Euler, der mit diesem Problem
einen bis dahin nahezu unbekannten Zweig der Mathematik, die geometria situs oder,
nach Gottfried Wilhelm Leibniz, die analysis situs bekannt machte, werden denn auch die
wichtigsten Begriffe und Ergebnisse bei den Untersuchungen zur Existenz tiberdecken-
der Touren in Graphen bzw. Digraphen benannt.

Die Existenz solcher Eulertouren kann sowohl in Graphen als auch in Digraphen bemer-
kenswert einfach getestet werden (Satz von Euler). Aus der erstaunlichen Fiille von effi-
zienten Algorithmen zur Bestimmung von Eulertouren, wie sie z.B. in den Binden von
H. Fleischner ([8]) studiert werden kénnen, haben wir uns hier im Fall von Graphen fiir
die ausfiihrliche Darstellung eines Algorithmus entschieden, der zugleich auch eine Lo-
sung des Labyrinth-Problems liefert in Form einer Kantenfolge, die jede Kante in jeder
Richtung genau einmal durchliuft. Dieser Algorithmus zieht bei jedem Verfahrensschritt
nur lokale Informationen iiber den Graphen heran und nicht globale, die einen Uberblick
iiber den ganzen Graphen erfordern wie z.B. die Uberpriifung des Zusammenhangs. Er
erlaubt zudem eine reizvolle Darstellung in Anlehnung an die griechische Mythologie.
Eine verwandte Fragestellung ist die nach der Existenz iiberdeckender Kantenfolgen kiir-
zester Linge. Sie ist unter dem Namen Chinesisches Postbotenproblem populér und rich-
tet sich an zusammenhingende Graphen mit Gewichtsfunktion, wobei die Gewichte als
Weglinge gedeutet werden konnen. Mit den Resultaten des ersten Abschnitts lidsst sich
dieses Problem prinzipiell 16sen, die Prisentation eines effizienten Algorithmus ist hin-
gegen zu anspruchsvoll, um hier noch Aufnahme zu finden.

Im Fall von Digraphen gehen wir anders vor und beschreiben einen effizienten Algo-
rithmus, der Eulertouren nach Wahl aufspannender Senkenbidume erzeugt. Er ermoglicht
zusitzlich die Berechnung der Anzahl der verschiedenen Eulertouren in Digraphen (Satz
von van Aardenne-Ehrenfest und de Bruijn). Als Anwendung entwickeln wir diesen Al-
gorithmus im Spezialfall der de Bruijn-Graphen weiter zu einem Algorithmus zur Er-
zeugung von de Bruijn-Zyklen, die in verschiedenen wissenschaftlichen und technischen

Bereichen eine Rolle spielen.

Im zweiten Teil dieses Kapitels wenden wir uns der Frage nach der Existenz und der
algorithmischen Bestimmung von aufspannenden Kreisen, den Hamiltonkreisen zu. Auf
den ersten Blick scheint es sich dabei um eine ganz @hnliche Problematik zu handeln. Sie

wird sich jedoch als sehr viel schwieriger herausstellen. Bislang ist weder eine einfache
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Charakterisierung der hamiltonschen Graphen, d.h. solcher Graphen, die einen Hamil-
tonkreis enthalten, gelungen noch ein effizienter Algorithmus zur Uberpriifung dieser Ei-
genschaft gefunden worden. Es wird allgemein vermutet, dass dies auch nicht gelingen
wird. Demzufolge werden wir hier mit bescheideneren Ergebnissen in der Art notwendi-
ger oder hinreichender Bedingungen zufrieden sein miissen. Hauptergebnis ist der Satz
von Bondy und Chvdtal, der im Wesentlichen eine wiederholte Anwendung des Lemmas
von Ore darstellt, das seinerseits auf der Knotengradbedingung von Ore fiir ein Paar nicht
benachbarter Knoten fuf§t: die Summe ihrer Knotengrade entspricht mindestens der An-
zahl der Knoten insgesamt. Dabei wird das Problem aber nur verlagert auf einen anderen
Graphen, den Hamiltonabschluss, von dem man hofft, dass er der Losung des Problems
zuginglicher ist, weil er iiber zusitzliche Kanten verfiigt. Eine Abschwéchung in Kauf
nehmend liefert der Satz von Chvdtal eine unmittelbare hinreichende Bedingung fiir die
Existenz eines Hamiltonkreises iiber die Chvdtal-Bedingung fiir die Gradfolge.

Die algorithmische Behandlung des Hamilton-Problems muss unbefriedigend bleiben,
da wir keinen effizienten Algorithmus angegeben konnen. Der Beweis des Satzes von
Bondy-Chvital ist jedoch konstruktiv, so dass unser darauf aufbauender Algorithmus
Bondy-Chvital bei vollstindigem Hamiltonabschluss eines Graphen G einen Hamilton-
kreis in G erzeugt.

In Zusammenhang mit dem Hamilton-Problem stellen wir auch das bekannte Problem
des Handelsreisenden (Traveling Salesman Problem) Kurz vor.

Ebenfalls knapp werden wir den Digraphenfall des Hamilton-Problems behandeln, wo
wir nur Turniere untersuchen. Diese Digraphen, deren unterliegender Graph vollstiandig
ist, sind nicht notwendig hamiltonsch, enthalten aber nach dem Satz von Rédei stets einen
aufspannenden Weg, d.h. einen Hamiltonweg. Nach dem Satz von Moon sind die hamil-

tonschen Turniere genau die stark zusammenhédngenden Turniere.

Nach dem Studium dieses Kapitels sollten Sie die zentralen Begriffe und Ergebnisse wie
die Sitze von Euler fiir Graphen und Digraphen und den Satz von Bondy-Chvital sowie
ihre Beweismethoden griindlich verstanden haben. Dies gilt ebenso fiir den Algorithmus
von Euler-Tarry und den Algorithmus zur Bestimmung von Eulertouren in Digraphen.
Den Satz von van Aardenne-Ehrenfest und de Bruijn sollten Sie in diesem Zusammen-
hang ebenfalls kennen. Zuriickgestellt werden kann die nicht ganz einfache Anwendung
auf die de Bruijn-Zyklen. Dies gilt auch fiir die Algorithmen im Abschnitt iiber Hamil-
tonkreise. Die theoretische Grundlage des Algorithmus Bondy-Chvatal ist ja nichts ande-
res als der Beweis des Lemmas von Ore, das den Beweis des Satzes von Bondy-Chvatal
1.W. ausmacht. Informell Auskunft geben konnen sollten Sie auf jeden Fall iiber den Satz
von Chvital und die Sétze von Rédei und Moon iiber Turniere sowie iiber die populidren

Probleme des Chinesischen Postboten und des Handelsreisenden.
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3.1 Eulertouren in Graphen

Warum Euler?

In seiner 1741 erschienenen Arbeit Solutio problematis ad geometriam situs pertinentis.
Commentarii Academiae Scientiarum Imperialis Petropolitanae 8 (1736), 128 - 140, die
als eine der ersten Arbeiten auf dem Gebiet der Graphentheorie gilt, beschiftigte sich der
Schweizer Mathematiker Leonhard Euler mit dem

3.1.1 Konigsberger Briickenproblem.

Im 18. Jahrhundert fiihrten in der ostpreuBischen Stadt Konigsberg 7 Briicken iiber den
Fluss Pregel und seine Seitenarme, den Alten Pregel und den Neuen Pregel, die die ein-

zelnen Stadtteile und die zentrale Dominsel, den Kneiphof, untereinander verbanden
"-q_-; . _ﬁ‘_,b{}. _— ,‘.'_1 " - t.l P ....I . ﬁ S

Grundriss

der

l[aupf wnd Residenz Stad¢
RonNiesBERE

Die Biirger von Konigsberg fragten sich nun, ob man einen Rundgang durch ihre Stadt
so einrichten konne, dass dabei jede dieser 7 Briicken einmal und nicht mehr als einmal

iiberquert wird.

Euler sah natiirlich, dass eine Losung dieses Problems durch genaues Aufzihlen aller
moglichen Ginge wegen der groen Zahl der Kombinationen sehr mithsam und fiir
gleichartige, aber kompliziertere Situationen nicht mehr praktikabel wire, und suchte
nach einer sehr viel einfacheren Methode. Sie beruhte darauf, die durch den Fluss Pregel
mit seinen beiden Seitenarmen abgetrennten Stadtteile mit Buchstaben A,B,C,D zu
bezeichnen und ebenso die verbindenen Briicken mit a,b,c,... und fiihrte so implizit
den diesem Problem zugrunde liegenden Graphen ein:



118 Kapitel 3. Eulertouren und Hamiltonkreise
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Euler zeigte nun in seiner Arbeit, dass es in Konigsberg keinen Rundgang der gewiinsch-

ten Art geben kann, da der zugrunde liegende Graph Knoten ungeraden Grades besitzt.

Im Folgenden werden wir die Fragestellung in der mathematisch gebotenen Allgemein-
heit behandeln.

3.1.2 Definition

Sei G = (V,E,0) ein Graph und F eine Kantenfolge in G.

F heiBit eulerscher Kantenzug in G, falls F jede Kante von G genau einmal enthilt.
F heiB3t Eulertour, falls F ein geschlossener eulerscher Kantenzug ist.

Der Graph G heif3t eulersch, wenn er eine Eulertour enthilt.

Der Graph G heift gerade, wenn jeder Knoten v € V' geraden Knotengrad hat.

3.1.3 Aufgabe

Sei G = (V,E,d) ein Graph.
Zeigen Sie:
(1) Jede Tour ist, aufgefasst als Teilgraph in G, ein gerader Graph.

(2) Ist G gerade, F eine Tour in G mit Kantenmenge Er und G’ := G — EF, so ist auch
G’ gerade.

(3) Ist G gerade, so ist jeder nicht iiber sein Ende hinaus verlangerbare Kantenzug in G
eine Tour.

(4) Ist G nichttrivial, zusammenhingend und gerade, so gilt dg(v) > 2 fiiralle v € V.

(5) Gilt dg(v) > 2 fiir alle v € V, so enthiillt G einen Kreis.
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3.1.4 Satz (Euler)

Sei G = (V,E,0) ein Graph mit V + (.

Dann sind dquivalent:

(1) G isteulersch.

(2) G hat hochstens eine nichttriviale Komponente und diese Komponente ist gegebe-

nenfalls Vereinigung paarweise kantendisjunkter Kreise.

(3) G ist gerade und hat hochstens eine nichttriviale Komponente.

Beweis: (3) = (1): Falls G trivial ist, ist jede triviale Tour eine Eulertour in G und (1)
offensichtlich richtig.

Ist G nicht trivial, so sei K die einzige nichttriviale Komponente von G. In K sei F
ein Kantenzug maximaler Linge ¢(F). G ist nach Voraussetzung gerade, also auch K
und somit F nach 3.1.3(3) eine Tour in K.

Angenommen, F # K. Da K zusammenhingend ist, gibt es eine Kante e in K mit
d(e) = vu und v € F, die nicht in F liegt. Durchlaufen wir F, beginnend und en-
dend bei v und gehen dann iiber e nach u, so erhalten wir einen Kantenzug F’ in K
mit {(F") > €(F), was der Maximalitit der Lange ¢(F) von Kantenziigen in K wider-
spricht. Folglich ist F = K und F somit eine Eulertour in K und damitin G.

(1) = (2): Wir beweisen die Aussage durch Induktion nach der Anzahl der Kanten |E].
Fiir |E| =0 ist G trivial, also hat G offensichtlich die Eigenschaft (2).

Angenommen, (2) sei richtig fiir O < |E| < k, undessei |E| =k + 1.

Dann hat G mindestens eine Kante und enthilt nach Voraussetzung eine Eulertour F .
Da F alle Kanten von G enthilt, ist F' ein maximaler zusammenhéngender nichtleerer
Teilgraph von G und somit eine nichttriviale Komponente von G. Da evtl. vorhandene
weitere Komponenten von G keine Kanten enthalten konnen, sind diese trivial.

Nach 3.1.3(1) ist F gerade, nach 3.1.3(4) gilt drp(v) > 2 fiir alle v € V, und nach
3.1.3(5) enthélt F einen Kreis C = (V’,E’,d’). Da C eine Tour ist und F' gerade, ist
nach 3.1.3(2) auch F’ := F — E’ gerade und damit auch alle nichttrivialen Komponenten
von F’, die wegen (3) = (1) eulersch sind und somit nach Induktionsvoraussetzung
Vereinigungen paarweise kantendisjunkter Kreise. F = F” U C ist folglich eine Vereini-
gung paarweise kantendisjunkter Kreise.

(2) = (3): Sei v € V. Ist dg(v) # 0, so liegt v nach Voraussetzung in der einzigen
nichttrivialen Komponente K von G, die Vereinigung von paarweise kantendisjunkten
Kreisen ist. v liege in maximal / von diesen Kreisen. Da diese Kreise kantendisjunkt
sind, inzidiert v pro Kreis mit genau zwei Kanten oder einer Schlinge, und diese kom-
men in anderen Kreisen nicht vor, so dass dg(v) = dg(v) = 21 und damit G gerade
ist. O
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3.3 Hamiltonkreise in Graphen

Hamiltonkreise sind benannt nach dem irischen Mathematiker, Astronomen und Physi-
ker Sir William Rowan Hamilton. Hamilton brachte im Jahre 1859 unter dem Namen
» Iraveller’s Dodecahedron or A Voyage Round The World* ein Spiel heraus, bei dem
es im Wesentlichen darum ging, aufspannende Kreise im Graphen des Dodekaeders zu
finden:

Die fetten Kanten bilden einen aufspannenden Kreis.

3.3.1 Definition

Sei G ein Graph und F' eine Kantenfolge in G.

F heiflt Hamiltonweg in G, falls F ein aufspannender Weg in G ist.
F heiB3t Hamiltonkreis in G, falls F ein aufspannender Kreis in G ist.
Der Graph G heifit hamiltonsch, wenn er einen Hamiltonkreis enthilt.

3.3.2 Bemerkungen und Beispiele

(1) Die Eigenschaft ,,aufspannend* bedeutet, jeder Knoten des Graphen wird erreicht
(vgl. 1.1.23(2)).

(2) Jeder vollstandige Graph G = (V, E) mit mehr als zwei Knoten ist hamiltonsch:

Sei n :=|V| > 3; man wihle eine Knotennummerierung V = {vy,...,v,} und folge den
Kanten ¢; := v;_1v;, i € {2,...,n} und schlieBlich e := v,v|.

(3) Hingegen sind alle vollstindigen Graphen mit gerader Knotenanzahl nicht eulersch,
da ihre Knotengrade ungerade sind.

Umgekehrt gibt es eulersche Graphen, die nicht hamiltonsch sind: z.B. Graphen, die

aus zwei Kreisen der Liange mindestens 2 bestehen, die genau einen Knoten gemeinsam
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haben.

(4) Ist G ein Graph und C ein Hamiltonkreis in G, so ist C — e fiir jede Kante e € C
ein Hamiltonweg in G.

Umgekehrt gibt es allerdings Graphen, die einen Hamiltonweg enthalten, aber keinen
Hamiltonkreis. Jeder Weg ist ein solcher Graph.

(5) Sei G = (V,E,0) ein Graph, x ¢ V und {e, | ve VINE =0.

Wir definieren G* := (V*,E*,0%) durch V* := VU {x}, E* .= EU{e, | v € V} und
0%(e) :=0d(e) fir e e E, d"(e,) :=vx firalle v e V.

G enthdlt genau dann einen Hamiltonweg, wenn G* einen Hamiltonkreis enthdilt.

Beweis: Ist W ein v,w-Hamiltonweg in G, soist C := x,e,, W, e,,x ein Hamiltonkreis

in G*. Ist C ein Hamiltonkreis in G*, so ist C — x ein Hamiltonweg in G . O

Damit lassen sich Ergebnisse iiber die Existenz von Hamiltonkreisen in solche iiber die

Existenz von Hamiltonwegen umdeuten.

3.3.3 Aufgabe

Zeigen Sie:
(1) Ist G hamiltonsch und v ein Knoten von G, so ist G — v zusammenhédngend.

(2) Ist G ein bipartiter hamiltonscher Graph, so gilt |V;| = |V,]| fiir jede Bipartition
V1,V2) von G.

3.3.4 Aufgabe

Der folgende Graph G heif3t Petersen-Graph.
Untersuchen Sie, ob der Petersen-Graph G einen Hamiltonkreis enthélt.

Vi

Vs V2

2a\

V4 V3
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Die Frage nach der Existenz eines Hamiltonkreises in einem Graphen G ist zwar in ge-
wisser Weise analog zur Frage nach einer Eulertour in G — es handelt sich in beiden
Fillen um Durchlaufungsprobleme —, jedoch ist diese Ahnlichkeit nur vordergriindig.
Wir haben mit dem Satz von Euler 3.1.4 eine sehr einfache vollstindige Charakterisie-
rung fiir eulersche Graphen und mit dem Algorithmus Euler-Tarry einen sehr effizienten
(weil linearen) Algorithmus zum Auffinden einer Eulertour in einem eulerschen Graphen
angegeben. Entsprechende Ergebnisse fiir hamiltonsche Graphen werden uns hier nicht
moglich sein. Es handelt sich um schwierige, derzeit noch ungeloste Probleme. Allge-
mein wird angenommen, dass sich fiir die Losung des Hamilton-Problems der Ent-
scheidung, ob ein Graph hamiltonsch ist oder nicht, kein effizienter (d.h. polynomialer)
Algorithmus finden lédsst. Im Folgenden werden Sie einige notwendige bzw. hinreichende

Bedingungen fiir hamiltonsche Graphen kennen lernen.

3.3.5 Bemerkung

Offensichtlich ist ein Graph G mit mehr als zwei Knoten genau dann hamiltonsch, wenn
sein unterliegender schlichter Graph S(G) (vgl. 1.1.9) hamiltonsch ist.

Hamiltonsche Graphen mit hochstens zwei Knoten sind ein Graph mit einem Knoten
und mindestens einer Schlinge und ein Graph mit zwei Knoten und mindestens zwei
parallelen Kanten; die jeweiligen unterliegenden schlichten Graphen sind indes nicht ha-
miltonsch. Bis auf diese ziemlich uninteressanten Typen konnen wir uns daher in diesem

Abschnitt des Kurses auf die Untersuchung schlichter Graphen beschrinken.

3.3.6 Proposition

Ist G = (V,E,0) ein hamiltonscher Graph und U C V mit U # 0, so hat G — U hoch-

stens |U| Komponenten.

Beweis: Die Behauptung ist offensichtlich richtig fiir hamiltonsche Graphen mit hoch-

stens zwei Knoten.

Sei n :=|V| > 3, C ein Hamiltonkreis in G mit Knotenspur vy,...,v,,v;, 0 #U CV
und Cy,...,C., r > 2 die Komponenten von G — U (der Fall r < 2 ist trivial).
Wir definieren nun v,+1 := vi, ix := max{i € {1,...,n} | v € Cyund v;y; ¢ Cy} fiir

kef{l,...,rJund U :={ueclU| esgibteini € {1,...,n} mitu = v;yyund v; ¢ U}.
Fiir jedes k € {1,...,r} gilt v; € C4 € G —U und v; 41 ¢ Ci, also v; 41 € U, da
andernfalls v;, und v; 41 in G — U benachbart wiren, was v; .1 ¢ C; widerspricht.
Wegen v;, ¢ U gilt sogar v;, 41 € U.

Fir 1 < k <[l < r gilt iy # i;, da Cr und C; als Komponenten von G — U
disjunkt sind. Die v; 41, k € {1,...,r} sind daher paarweise verschieden und somit
c(G-U)=r<|Ul<|UI. O
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4 Zyklenraum und Schnittraum

4.0 Einleitung

Die Algebraische Graphentheorie behandelt graphentheoretische Probleme mit algebrai-
schen Methoden. Kam die (Lineare) Algebra in den ersten drei Kapiteln bereits spora-
disch als Hilfmittel zum Einsatz, soll dieses vierte Kapitel dem Leser eine erste, strin-
gentere Einfithrung in diesen Zweig der Graphentheorie geben.

Im ersten Abschnitt ,,entdecken* wir nach und nach die in einem Graphen verborgene
algebraische Struktur durch die Untersuchung gewisser Objekte: Zykeln, Minimalzyklen
(=KTreise), Schnitte (=Kozyklen) und Minimalschnitte (=Kokreise). Dabei handelt es
sich zundchst um Kantenteilmengen des betrachteten Graphen.

Mit der Mengenoperation der symmetrischen Differenz M + N = (M \ N) U (N \ M)
fiir Teilmengen M,N einer festen Obermenge X wird die Potenzmenge 2% zu einer
abelschen Gruppe, also auch zu einem F; -Vektorraum 2X,

Fiir einen Graphen G = (V, E,d) haben wir so zunichst den bindren Knotenvektorraum
2V und den bincren Kantenvektorraum 2% . In 2F bilden nun die Menge der Zykeln in
G einen Teilraum, den bindren Zyklenraum Z>(G), und die Menge der Schnitte in G
den bindren Schnittraum S,(G). Das Adjektiv ,,bindr* bezieht sich dabei auf den Grund-
korper F, = {0, 1}.

Als erstes stellen wir fest, dass Z>(G) und S»(G) zueinander orthogonale Teilrdume
sind. Im néchsten Schritt wird dargestellt, wie nach Wahl eines G aufspannenden Wal-
des T mit graphentheoretischen Methoden Basen von Z>(G) und S;(G) konstruiert
werden konnen, die nur aus Kreisen bzw. Kokreisen bestehen. Wir nennen Sie daher
Kreisfundamentalsysytem bzw. Kokreisfundamentalsystem in G bzgl. T.

Mit der Einfiihrung der bindiren Randabbildung b : 25 — 2V bzw. bindiren Korand-
abbildung b' : 2 — 2F machen wir einen weiteren wichtigen Schritt zur Algebrai-
sierung. Die bindre Randabbildung b kann i.W. als lineare Erweiterung der Inzidenzab-
bildung 0 angesehen werden, und ihre darstellende Matrix beziiglich der kanonischen
Basen E von 2% und V von 2" ist gerade die Inzidenzmatrix B mod 2, wodurch
die Randabbildung die gesamte Information des Graphen (bis auf die Randknoten von
Schlingen) beinhaltet. Letzteres gilt auch fiir die Korandabbildung 2’, deren darstellende
Matrix bzgl. V und E gerade (B mod 2)’ ist.

Ein erstes zentrales Ergebnis ist hier die Ubereinstimmung des Zyklenraumes mit dem
Kern der Randabbildung bzw. des Schnittraumes mit dem Bild der Korandabbildung.

Bis dahin war es moglich, dank der Festlegung auf den Grundkorper F, die algebraische
Interpretation gewisser struktureller Eigenschaften von Graphen auf die den Graphen

angemessene Weise anschaulich mengentheoretisch zu realisieren. Diese Festlegung ist

169
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nicht mehr haltbar, wenn wir z.B. Digraphen mit algebraischen Methoden behandeln
wollen, da mit der Charakteristik 2 des Grundkorpers die Orientierung der Bogen unter-
driickt wird. Wir kommen schon deswegen nicht umhin, [F, zu ersetzen, und entwickeln
die Theorie fiir einen beliebigen Grundkorper K. Das geht jetzt im zweiten Abschnitt
nicht mehr mit graphentheoretischen Methoden wie im ersten Abschnitt, die Resultate
wiren sonst zu denen des ersten Abschnitt teilweise unvertrdglich. Vielmehr werden die
Konflikte dadurch geldst, dass wir mit Digraphen statt mit Graphen arbeiten und die Li-
neare Algebra von vorn herein mit voller Stirke zum Einsatz bringen. Den Graphenfall
erhélt man einfach durch die Wahl einer beliebigen Orientierung. Die Ergebnisse des
ersten Abschnitt sind dabei Grundlage und Orientierung, so dass wir sie fiir K = F, be-
stitigt sehen, im Ubrigen analoge Resultate auf allgemeinerer Basis erhalten.

Ist die Charakteristik von K gleich 0, erhalten wir sogar weitergehende Aussagen, wie
z.B. dass Zyklenraum und Schnittraum zueinander orthogonale Komplemente sind.

Wir treiben die Lineare Algebra dabei soweit, bis wir in der Lage sind, die Basen der frag-
lichen Teilrdume des Knoten- bzw. Bogenvektorraums mit elementaren algebraischen
Mitteln (GauB3-Algorithmus) zu bestimmen.

Dieser recht abstrakte Ansatz schlieft Anwendungen keineswegs aus, im Gegenteil. Im
dritten Abschnitt beschrinken wir uns allerdings auf einen Einblick in die Theorie elek-
trischer Netzwerke, die auf Gustav Robert Kirchhoff (Mitte des 19. Jhs.) zuriickgeht.
Der letzte Abschnitt ist lediglich ein kleiner Exkurs tiber Matroide, aus Platzgriinden oh-
ne Beweise, in dem der Leser auf eine den Begriff ,,Abhingigkeit* bzw. ,,Unabhéngig-
keit* bei Matrizen und Graphen vereinheitlichende Theorie aufmerksam gemacht werden
soll. Insbesondere fiir die wiederholt angesprochene ,,Dualitédt* erhélt man hier einen be-

friedigenden abstrakten Rahmen und hoffentlich ein vertieftes Versténdnis.

Obgleich sich die wichtigsten Ergebnisse dieser Kurseinheit im Abschnitt 4.2 befinden,
werden diese ohne griindliches Studium des Abschnitts 4.1 nicht leicht verdaulich sein.
Sie haben in 4.1 die Gelegenheit, Ihre Anschauung zu entwickeln, bevor Sie eine hohere
Abstraktionsstufe in Angriff nehmen. Beide Abschnitte stehen in einem engen Zusam-
menhang, der zweite verallgemeinert und erweitert die Resultate des ersten. Wer mit der
Linearen Algebra iiber beliebigen Korpern noch wenig vertraut ist, kann in 4.2 getrost
erst einmal K = R setzen und auf seine Kenntnisse aus dem Kurs 01143 Lineare Algebra
zuriickgreifen.

Der Abschnitt iiber die Analyse einfacher elektrischer Netzwerke hat vor allem das Ziel,
Sie exemplarisch von der fruchtbare Wechselbeziehung zwischen Theorie und Anwen-
dung zu liberzeugen.

Den kleinen Exkurs iiber Matroide konnen Sie als Anhang betrachten und ohne weite-
res zuriickstellen. Die Rolle, die Matroide fiir die Graphentheorie spielen konnen, geht

allerdings weit iiber das hier Angedeutete hinaus.
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4.1 Binirer Zyklenraum und binérer Schnittraum
4.1.1 Definition

Sei G = (V,E,d) ein Graphund Z,S C E.

(1) Z heiBit Zyklus in G, wenn ein (und damit jeder) Teilgraph von G mit der Kan-
tenmenge Z gerade ist.

(2) S heilit Schnitt in G (vgl. 1.1.16), wenn es eine Partition (V1,V,) von V gibt mit
S =GV, WLl

(3) Ein nichtleerer Schnitt S in G heifit Minimalschnitt in G, wenn er minimal ist

(vgl. 2.1.6) unter den nichtleeren Schnitten in G.

(4) S heilit trennend oder trennende Kantenmenge in G, wenn ¢(G — S) > ¢(G).

4.1.2 Bemerkungen

Sei G = (V,E,d) ein Graphund Z C E.

(1) Die Teilgraphen von G mit Kantenmenge Z unterscheiden sich hochstens durch iso-

lierte Knoten (also Knoten, die in G nicht inzident zu Kanten aus Z sind).

(2) Ein Teilgraph von G ist nach 3.1.6 genau dann gerade, wenn jede seiner Komponen-
ten eulersch bzw. eine endliche (moglicherweise leere) Vereinigung paarweise kanten-
disjunkter Kreise in G ist.

Z ist daher genau dann ein Zyklus in G, wenn Z eine endliche (moglicherweise leere)
Vereinigung paarweise disjunkter Kantenmengen von Kreisen in G ist.

Insbesondere ist die Kantenmenge eines Kreises in G ein Zyklus in G.

(3) Die Kantenmenge eines Kreises enthilt keine echte nichtleere Kantenteilmenge eines
Kreises. Folglich ist ein nichtleerer Zyklus in G genau dann minimal unter den nichtlee-
ren Zyklen in G, wenn er die Kantenmenge eines Kreises ist.

Die Kantenmengen von Kreisen in G sind also die ,,Minimalzyklen“ in G.

(4) In der Theorie der Matroide (vgl. 4.4) sind Schnitte die zu den Zyklen dualen Objekte.
Man nennt sie daher auch Kozyklen und entsprechend die Minimalschnitte Kokreise.

4.1.3 Beispiel
Vi %)

G=(VE) Vs

V4 V3
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Die 8 Zyklen in G sind (als aufspannende Teilgraphen dargestellt):

gV

U £
<

Bis auf den ersten und den letzten Zyklus handelt es sich um Kreise (,,Minimalzyklen®).

Die 16 Schnitte in G sind (als aufspannende Teilgraphen und mit optisch hervorgeho-

benen Partitionen dargestellt):

.
=
=3

Y
< 5

Von den Schnitten sind die letzten drei in der ersten Reihe, die ersten drei in der zweiten
Reihe, der erste und der dritte in der dritten Reihe sowie die beiden letzten in der letzten

Reihe Minimalschnitte in G.
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4.1.4 Aufgabe

Sei G = (V,E,0d) ein Graphund S C E.

Zeigen Sie:

(1) Ein nichtleerer Schnitt S in G ist trennend (i.A. gilt ¢(G—-S) = ¢(G) +1 aber nicht).
(2) Die Umkehrung von (1) ist jedoch falsch (selbst im Falle ¢(G — §) = ¢(G) + 1).

(3) Jede trennende Kantenmenge S in G enthilt einen nichtleeren Schnitt in G.

(4) S ist genau dann minimal trennend, wenn S ein Minimalschnitt in G ist.

4.1.5 Satz
Sei G = (V,E,0) ein Graphund S C E.
(1) Sei G zusammenhdngend. Dann sind dquivalent:

(a) S ist ein Minimalschnitt in G.

(b) Es gibt eine Partition (Vi,V5) von V mit Vi # 0 # Vo, und S = G[V, V3],
und fiir jede solche Partition sind G[V] und G[V,] zusammenhdngend.

(c) Es gibt eine Partition (Vi,Vo) von V mit Vi # 0 # V, und S = G[V;, V5]
derart, dass G[Vi] und G[V,] zusammenhdingend sind.

(2) Sei G nicht zusammenhdngend. Dann sind dquivalent:

(a) S ist ein Minimalschnitt in G.

(b) S ist ein Minimalschnitt einer Komponente von G.

Beweis: (1) (a)= (b): Sei S ein Minimalschnitt in G und (V;,V;) eine Partition von V
mit Vi # @ # V, und § = G[V},V2] # 0 (eine solche Partition existiert stets, da S
insbesondere ein nichtleerer Schnitt in G ist).

Angenommen, G[V;] sei nicht zusammenhingend. Dann gibt es wegen V; # 0 eine
Partition (Vi1,Vi2) von V| mit Vi1 # 0 # Vi und G[V;1,Vi2] = 0.

Folglich sind S; := G[Vi1,Va U Vi2] = G[Vi1, W], $2 = G[Vi2, Vo U Vi1] = G[V12, V2]
Schnitte in G mit S$1,5 € Sund SN S =0. DaVi; #0 # Vi, Vo # 0 und G
zusammenhingend ist, gilt S; # 0 # S, und daher z.B. §; # S.

S wire demzufolge kein Minimalschnitt in G, was der Voraussetzung widerspricht.

Folglich ist G[V;] zusammenhingend und entsprechendes gilt analog fiir G[V,].
(b) = (c¢) ist klar.
(c)=(a): S #0,da V) # 0 # V, und G zusammenhingend ist. S ist also ein nichtleerer

Schnittin G. Sei 0 # §” C §S.
Dann gibtesein e € S\ §” mit d(e) = viv, und v; € Vi, v, € V5.
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Seien v,w € V. Falls {v,w} C V; fiirein i € {1,2}, dann gibt es, da G[V;] zusammen-
hiangend ist, einen Weg in G[V;] und damitin G — S’ von v nach w.

Falls v € V; und w € V, gilt, dann gibt es, da G[V|] und G[V,»] zusammenhingend
sind, einen Weg W; in G[V{] und damit in G — S’ von v nach v; und einen Weg W,
in G[V,] und damit in G — S’ von v, nach w. Zusammen mit e erhilt man einen Weg
W =W Uv,e,vs UW, in G- S’ von v nach w.

G — §' ist also zusammenhingend und wegen S’ # () ist S’ kein Schnitt in G . Folglich
ist § ein Minimalschnitt in G.

(2) (a)=(b): Sei S = G[V;,V»] ein Minimalschnitt in G. Da § # 0, gibt es in G
eine Komponente G[V], so dass S = G[V N V;,V N V5] C S ein nichtleerer Schnitt
in G[V] ist. Jeder Schnitt S; = G[V,V,] in G[V] mit 0 # S; C S ist wegen
G[V1,V2] = G[V,V, U (V\ V)] ein Schnittin G mit 0 # S; € S C S, also §; = S, da
S minimal ist. Es folgt S = S, d.h. § ist ein Minimalschnitt in G[V].

(b)= (a): Sei S = G[V1,V>] ein Minimalschnitt in der Komponente G[V] von G. Dann
ist S = G[V1,V,U (V\ V)] ein Schnitt in G mit @ # S = S. Jeder Schnitt S; in G mit
0 #S; CSistwegen S| C S = S auch ein Schnitt in G[V]. Da S minimal ist, folgt

S; = S = S und somit ist S ein Minimalschnitt in G. ]

4.1.6 Satz

Sei G = (V,E,0) ein Graphund S C E.
S ist genau dann ein Schnitt in G, wenn S eine endliche (moglicherweise leere) Verei-

nigung paarweise disjunkter Minimalschnitte in G ist.

Wir vertagen den Beweis dieses Satzes bis zur Nr. 4.1.11.

4.1.7 Definition

Sind M, M, Mengen, so heilt
My + M := (My U M) \ (M N M) = (M \ M) U (M \ M)

die symmetrische Differenz von M| und M,;.

I

1 -1
Fiir Mengen My,...,M; setzen wir ), Mj := My und ), M; := M; + ), M; fir [ > 2.
= i=1 i=1

i=1 i

4.1.8 Aufgabe

Sei G = (V,E,d) ein Graph.
Zeigen Sie:

(1) Sind M, M; beliebige Mengen, so gilt |M| + M| = |M1| + |[M>| — 2|M1 N M;|.
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5 Fliisse in Netzwerken und die Mengerschen Sitze

5.0 Einleitung

Einen Digraphen D = (V,E,d) kann man als ein Modell eines sich an Knoten ver-
zweigenden, orientierten Streckennetzes betrachten. Lidngs einer Strecke zwischen zwei
Knoten kann ein gewisses Gut transportiert werden, und zwar ausschlieBlich in der Rich-
tung, die der zugehorige Bogen anzeigt, und nur bis zu einem vorgegebenen Umfang, der
Kapazitdt des Bogens. Den Digraphen und die Bewertung seiner Bogen durch Kapaziti-
ten nennt man ein Netzwerk.

Man sieht nun eine gewisse Knotenmenge Q als Ausgangspunkt (Quelle) des Giiter-
transports an, eine andere, dazu disjunkte Knotenmenge S als Ziel (Senke) der Giiter.
An den Knoten, die weder zu Q noch zu § gehoren, soll — wie beim Kirchhoffschen
Knotensatz 4.3.4 — nichts verloren gehen. Eine nicht negative Bewertung aller Bogen,
die diesen beiden Bedingungen, der Beschrinkung durch Kapazititen und des verlust-
freien Transports, geniigt, nennt man einen Q, S -Fluss des Netzwerks.

Den Nettoabfluss (Abfluss minus Zufluss) aus Q bezeichnet man als Stirke des Q, S -
Flusses und einen Q, S -Fluss maximaler Stirke als einen Q,S-Maximumfluss. Wegen
des verlustfreien Transports stimmt die Stédrke eines Q, S -Flusses mit jedem Nettoabfluss
aus einer Knotenmenge Q € X C V' \ § bzw. mit dem Nettozufluss nach S iiberein. Die
Stéarke des Flusses gibt demnach an, wie viele Giiter der Fluss von Q nach § transpor-
tiert. Fiir ein gegebenes Netzwerk N mit der Quelle O und der Senke S stellen sich

natiirlich die folgenden Fragen:
e Gibt es stets einen Q,S-Maximumfluss in N ?
e Wie hiingt die Stédrke eines Q, S-Maximumflusses in N von den Kapazititen ab?
e Wie bestimmt man effizient einen Q,S-Maximumfluss in N ?

Die ersten beiden Fragen werden in Abschnitt 5.1 beantwortet.

Ist D = (V,E,0) der dem Netzwerk N unterliegende Digraph, so ist fiir jedes X C V
mit Q € X € V \ § die Stirke eines Q,S-Flusses in N nach oben beschrinkt durch
die Summe der Kapazititen der Bogen von X nach V \ X. Diese Bdgen nennt man
einen Q,S-Schnitt D(X,V \ X) und die Summe ihrer Kapazititen die Kapazitit dieses
Schnitts. Ein Q, S -Minimumschnitt in N ist demnach ein Q, S -Schnitt minimaler Kapa-
zitdt mincap(N). Sie werden sehen, dass es zu jedem Netzwerk mit mincap(N) < oo
0, S -Maximumfliisse gibt, und die Stirke eines Q,S-Maximumflusses mit mincap(N)
tibereinstimmt (das ist das Max-Flow Min-Cut Theorem von Lester Randolph Ford Jr.
und Delbert Ray Fulkerson).

Die Methoden von 5.1 liefern ein Verfahren, bei ganzzahligen Kapazititen einen ganz-

zahligen Maximumfluss zu erzeugen (Ganzheitssatz bzw. Integrality Theorem). Dieses
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Verfahren kann man auf den Fall rationaler Kapazititen erweitern, beim Auftreten ir-
rationaler Kapazititen kann es allerdings Probleme geben: das Verfahren hilt nicht an
bzw. die Stirken der erzeugten Fliisse konvergieren gegen einen niedrigeren Wert als
mincap(N). Dieses Problem wird durch eine auf Jack Edmonds und Richard Manning
Karp zuriickgehende Implementierung gelost, die in jedem Verfahrenschritt im aktuellen
Residualnetzwerk einen augmentierenden Weg kiirzester Lange wihlt. Mit dieser Imple-
mentierung wird die Ford-Fulkerson-Methode auch bei irrationalen Kapazititen ein ef-
fizientes Verfahren zur Bestimmung von Maximumfliissen, dessen Laufzeit zudem nicht
von den Kapazititen des Netzwerks abhingt.

Der innere Zusammenhang eines zusammenhingenden Graphen oder stark zusammen-

hingenden Digraphen kann auf zweierlei Weise gemessen werden:

e Wie viele Knoten / Kanten (bzw. Bégen) £ muss man mindestens entfernen, damit

der Rest(di)graph nicht mehr (stark) zusammenhingend ist?

e Wie viele knoten-/kantendisjunkte (bzw. bogendisjunkte) Wege [ gibt es hochstens

zwischen je zwei beliebigen verschiedenen Knoten?

Zu diesen globalen, den ganzen Graphen bzw. Digraphen betreffenden Fragen gibt es
auch eine lokale Version nach Auswahl zweier fester Knoten ¢ und s.

Die Mengerschen Scitze besagen, dass k und [ jeweils libereinstimmen.

Mit der Flusstheorie von Ford-Fulkerson im Riicken konnen diese Sétze ohne grofle Mii-
he hergeleitet werden. Im dabei herangezogenen Netzwerk haben alle Bogen die Ka-
pazitit 1, die Mengerschen Sitze fiihlen sich daher wie Spezialfille des Resultats von
Ford-Fulkerson an. Es ist allerdings auch moglich, das Max-Flow Min-Cut Theorem et-

wa aus einem der Mengerschen Sétze herzuleiten (was wir hier jedoch nicht tun werden).

Es ist zum Verstidndnis der Einzelheiten dieses Kapitels unumgénglich, sich mit den Be-
zeichnungen und Schreibweisen, die sich an der einschldgigen Literatur orientieren, zu
Beginn griindlich vertraut zu machen.

Nach dem Studium dieses Kapitels sollten Sie die Fragestellungen der Flusstheorie ver-
standen haben ebenso wie die Methoden zu ihrer Beantwortung, vor allem die Erhhung
der Stirke eines gegebenen Flusses f durch die Erhohung der Einzelwerte des Flus-
ses auf den Bogen lidngs eines f -augmentierenden Weges im Residualnetzwerk um den
Betrag der Residualkapazitit sowie den Ganzheitssatz. Das Problem der irrationalen Ka-
pazititen und seine Losung durch die Wahl augmentierender Wege kiirzester Linge, die
im Algorithmus Max-Flow Min-Cut zusammengefasst ist, sollte [hnen bekannt sein.
Ferner sollten Sie vertraut werden mit den verschiedenen Zusammenhangsbegriffen aus
Abschnitt 5.3 und den Beziehungen dieser Begriffe untereinander, die vor allem in den
Mengerschen Sétzen zusammengefasst sind. Demgegeniiber nachrangig sind die Algo-

rithmen zur Bestimmung dieser numerischen Grof3en.
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5.1 Fliisse in Netzwerken
5.1.1 Definition

Ein Netzwerk N = (D, c) besteht aus einem Digraphen D = (V, E,d) und einer Abbil-
dung c : E — R U {oo}. ¢ heilit Kapazititsfunktion des Netzwerks N.
Fiir e € E nennt man c(e) die Kapazitit des Bogens e.

5.1.2 Beispiel

Die folgende Grafik stellt ein Netzwerk N = (D,c) dar.

Die Ziffern an den Bogen sind deren Kapazititen.

5.1.3 Bezeichnungen und Bemerkung

Sei D = (V,E,d) ein Digraph.

(1) Fir X,Y C V setzen wir
D(X,Y) ={ee E|d(e) = (v,w)mitv e X, w € Y} und
D[X,Y]:= D(X,Y) U D(Y,X), ferner
Ey :=D(X,V\X), E; :=D(V\X,X).

(2)Ist g : E — R, eine Abbildung, Z C E und X C V, so setzen wir
g(Z) := ) g(e) (man beachte g(0) = >, g(e) :=0)und

eeZ e€l

g (X)=g(Ex)= X gle), g7(X)=¢g(Ey)= X gle).

ecEy, e€Ey
(3) Treten einelementige Mengen auf, werden wir die Mengenklammern {,} meist weg-
lassen. Fiir v € V schreiben wir dann z.B. E; fiir E{“Lv}, E; fiir E{_v}, gt (v) fiir g"({v}),
g~ (v) fir g ({v}) etc.
(4) Ist L die Menge der Schlingen in D, so gilt E;f = E*(v) \ L bzw. E; = E-(v) \ L,

ferner |J E = D(X,V\X)U(D(X,X)\L) bzw. J E; = D(V\X,X)U(D(X,X)\L)
veX veX
fir alle X C V, insbesondere |J E; = |J E, = E\ L.

veV veV
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5.1.4 Aufgabe

Sei D = (V,E,d) ein Digraph, X C V und f : E — R, eine Abbildung.

Zeigen Sie:
(D va+(V) = va_(V)-
(2) ZX(f+(V) -/ =1 X)) - T X).

5.1.5 Definition

Sei N = (D,c) ein Netzwerk mit D = (V,E,0), ferner 0 # 0, S CV mit QN S = 0.
(1) Wir nennen eine Abbildung f : E — R, einen Q, S -Fluss in N, wenn sie folgende
Eigenschaften besitzt:

Erhaltung des Flusses: f*(v) = f~(v) fiiralle ve V\ (QUJS),

Beschrinkung durch Kapazititen: 0 < f(e) < c(e) fiiralle e € E.

(2) Fir X C V und einen Q,S-Fluss f in N heit f*(X) der Abfluss von f aus X
und f~(X) der Zufluss von f nach X sowie f*(X) — f~(X) der Nettoabfluss von f
aus X und f~(X) — f*(X) der Nettozufluss von f nach X.

(3) Fiir einen Q,S-Fluss f in N heiit val(f) := f*(Q) — f~(Q) die Stirke oder der
Wert (engl. value) des Flusses f.

(4) Ein Q,S-Fluss f in N heifit O, S-Maximumfluss in N, wenn fiir jeden Q, S -Fluss
g in N gilt: val(f) > val(g).
M.a.W.istein Q,S-Maximumfluss in N ein Q,S-Fluss in N maximaler Stirke.

Die Stirke eines Q, S -Maximumflusses in N bezeichnen wir mit maxval(N, Q, S).

5.1.6 Bemerkungen

(1) Die Definition eines Q, S -Flusses in einem Netzwerk N = (D, c) ist auf die Model-
lierung u.a. von Transportproblemen auf z.B. Verkehrswegen, Leitungen etc. mit evtl.
beschrinkten Kapazititen zugeschnitten. Q wird dabei hédufig als Ausgangsort eines
Transports gesehen und als Quelle bezeichnet, S als Zielort gesehen und als Senke
bezeichnet. Wir setzen hier jedoch nicht voraus, dass die Knoten ¢ von Q den Ein-
gangsgrad Null haben (d”(g) = 0) bzw. die Knoten s von S den Ausgangsgrad Null
haben (d*(s) = 0), wie dies gelegentlich in der Literatur beobachtet werden kann. Wir
lassen damit die Rolle von Q und S im Modell offen.

(2) Die Erhaltung des Flusses (Zufluss = Abfluss) in den Knoten auflerhalb von Q U §
entspricht Kirchhoffs Knotensatz 4.3.4 und bedeutet, dass an den Knoten zwischen Q

und S nichts verloren geht.
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(3) In jedem Netzwerk N = (D,c) mit D = (V,E,0) und fiir alle  # Q,S,X C V mit
ONS=0und QC X CV\S gilt

val(f) = f7(S) = f7(S) und val(f) = f(X) - f7(X)
fiir jeden Q,S-Fluss f in N.
Der Nettoabfluss von f aus X dndert sich also nicht, solange Q € X C V' \ § gilt, und
stimmt mit dem Nettozufluss von f nach S iiberein.
(4) In jedem Netzwerk existiert ein Fluss, der Nullfluss fy : E — R,, fo(e) := 0 fiir
alle e € E. Die Stirke des Nullflusses fy ist natiirlich val(fy) = 0.

(5) Im Allgemeinen kann die Stédrke eines Flusses auch negative Werte annehmen.

5.1.7 Aufgabe

Seien N = (D,c) und N’ = (D,c") zwei Netzwerke, denen mit D = (V,E,0) derselbe
Digraph zugrunde liegt, und ferner @ # Q,S €V mit QN S = 0.

Zeigen Sie:

Ist f ein Q,S-Flussin N, f’ ein Q,S-Flussin N" und a € Ry, soist f + af’ ein
0, S -Fluss im Netzwerk N, := (D,c + ac’) mit val(f + af’) = val(f) + aval(f’).

5.1.8 Definition

Sei N = (D,c) ein Netzwerk mit D = (V,E,d), ferner @ # Q,S CV mit NS =0
und X C V.

(1) D(X,V\X) = E;{ heifit Q,S-Schnittin D bzw. N, wenn Q C X C V' \ § gilt.

(2) Fiir einen Q, S-Schnitt D(X,V \ X) in D bzw. N heifit cap(D(X,V \ X)) := ¢*(X)
die Kapazitit (engl. capacity) des Schnitts D(X,V \ X).

(3) Ein Q,S-Schnitt K := D(X,V \ X) in N heifit Q, S-Minimumschnitt in N, wenn
fiir jeden Q,S-Schnitt K’ := D(Y, V\Y) in N gilt: cap(K) < cap(K’).

M.a.W. ist ein Q, S-Minimumschnittin N ein Q,S-Schnitt in N minimaler Kapazitét.

Die Kapazitit eines Q, S -Minimumschnittes in N bezeichnen wir mit mincap(N, Q, S).

5.1.9 Bemerkungen

(1) Fiir die Kapazititen der Bogen eines Netzwerks haben wir co (unendlich) zugelassen.
Mit oo ist x < oo fiir jedes x € Ry gemeint. Dementsprechend ist die Kapazitit eines
Schnitts in einem Netzwerk unendlich, wenn c(e) = oo fiir wenigstens einen Bogen e
des Schnitts gilt.

(2)Ist N = (D,c) ein Netzwerk mit D = (V,E,0) und 0 # Q,S CV mit NS =0,

so gibt es einen Q, S -Minimumschnitt in N, da es in D nur endlich viele verschiedene
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Schnitte gibt. mincap(N,Q,S) = oo ist nach (1) moglich.
Ist mincap(N, Q,S) < oo, so gibt es einen Q,S-Schnitt K in D mit cap(K) < oo, und
jeder g,s-Wegin D mit g € Q, s € S enthilt einen Bogen e mit c(e) < oo.

(3) Man beachte: Die Kapazitit eines Q,S-Schnitts D(X,V \ X) héngt in keiner Weise
von den Bogen aus D(V \ X, X) ab.

5.1.10 Lemma

Sei N = (D,c) ein Netzwerk mit D = (V,E,Q), ferner 0 # Q,S CV mit QNS =0 und
X CV.Ist fein Q,S-Flussin N und K := D(X,V\ X) ein Q,S-Schnittin N, so gilt:
(1) val (f) < cap(K).

(2) val (f) = cap(K) genau dann, wenn f(e) = c(e) fiir alle e € E;E und f~(X) =0.
(3) Falls val (f) = cap (K) gilt, so ist [ ein Q,S-Maximumfluss in N und K ein Q,S -

Minimumschnitt in N.

Beweis: Wegen der Beschrinkung von f durch die Kapazititen von N gilt

[fO= % flo< X cl@=c"(X)und f7(X)= 3 f(e) 20.

eeE}, e€E}; e€Ex
Folglich nach 5.1.6(3)
(1) val(f) = f7(X) - f7(X) < fT(X) < ¢"(X) = cap(K) und
(2) val(f) = cap(K) & f7(X) =c"(X) und f7(X) =0

& f(e) =c(e) firalle e € E} und f~(X) = 0.
(3) Ist f” ein Q,S-Fluss in N mit val(f”) > val(f) und K’ ein Q,S-Schnittin N mit
cap(K”) < cap(K), so gilt nach (1)
cap(K) = val(f) < val(f’) < cap(K’) < cap(K) = val(f),

also val(f”) = val(f) und cap(K’) = cap(K). O

5.1.11 Beispiel

Wir greifen das Netzwerk N = (D, c) aus 5.1.2 wieder auf, benennen die Knoten und
setzen Q :={q}, S :={s}:

X1 16 X2
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Ist X ={g,x1,x2}, soist D(X,Y) mit Y :=V \ X ein g, s-Schnitt in N.
Ist D(X,Y) ein g,s-Minimumschnitt in N ? Was ist die Kapazitit eines g, s -Minimum-

schnittes in N ?

Wir betrachten nun den folgenden ¢, s-Fluss f in N:

Ist f ein Maximumfluss in N ? Was ist die Stirke eines ¢, s -Maximumflusses in N ?

5.1.12 Aufgabe

Sei D = (V,E,d) ein Digraph, ¢ : E — R, U {oo} eine Abbildung, 0 # Q,S C V mit
oNS=0,q,s¢V mit g # s und y € R, U {co} mit y > ¢ (Q).
Ferner sei D’ := (V’,E’,0’) definiert durch
V=V Ulgs}, E:=EU{(q,9) | ¢ € QU {(s",s) | s € S},
0(e) fire €E,
& E — V2 9():=1 (¢.q) fire =(q.q),q €0,
(s',s) fire =(s,5),5 €8
und ¢’ : E/ — R, U {0} definiert durch
. { c(e’) fire e E,
c(e) =
vy fire’ = (q,q9'), ¢’ € Qodere’ = (5,5), s € 8S.
N := (D,c) und N’ := (D’,c’) seien die entsprechenden Netzwerke.
Zeigen Sie:
(1) Ist f” istein g, s-Fluss in N’, so ist die Einschriankung f := f’|g : E — R, von
f/ auf N ein Q,S-Flussin N mit val(f) = val(f’).
(2) Fiir eine Abbildung f : E — Ry mit f*(¢’)—f7(¢’) 20und f~(s)—f"(s") >0
furalle ¢’ € Q, s’ € § sei f': E'’ — R, definiert durch
f(e) fir ¢’ € E,
@) =3 f7(q) - f(¢) fire =(q.9), 9 €0,
(") — f(s") fire = (s,s5),s €8.
Ist f istein Q,S-Flussin N, soist f’ ein g,s-Fluss in N’ mit val(f”) = val(f).
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5.1.13 Problemstellung

(1) Existiert tiberhaupt in jedem Netzwerk ein Maximumfluss?

(2) Welche Beziehung genau besteht in Netzwerken zwischen der Stirke eines Maxi-
mumflusses und der Kapazitit eines Minimumschnittes?

(3) Wie kann man in Netzwerken gegebenenfalls einen Maximumfluss effizient bestim-
men?

Wir beschrinken uns dabei auf den Fall Q = {¢g} und S = {s} mit ¢ # s und werden

sehen, dass diese Einschrinkung nicht wesentlich ist.

Eine erste Antwort zu 5.1.13(1) liefert der folgende

5.1.14 Satz

In jedem Netzwerk N = (D,c) mit D = (V,E,0) und endlichen Kapazitditen sowie zu
allen q,s € V mit q # s gibt es einen q,s-Maximumfluss f in N.

Beweis: Es gilt mincap(N,q,s) < oo, da alle Kapazititen endlich sind. Fiir die Stirke
eines ¢, s-Flusses in N ist daher mincap(N,¢q,s) nach 5.1.10(1) eine obere Schranke.
AuBerdem gibt es mit dem Nullfluss stets einen ¢, s-Fluss in N. Nach dem Supremums-
prinzip (Kurs 01141 Mathematische Grundlagen, 11.2.52) existiert

a :=sup{val(f) | f ¢,s-Flussin N} € R,.
Nach Definition von « gibt es eine Folge (f,) von g, s-Fliissen in N mit

11_)rr01<> val(f,) = a.
Da alle Igapazita'ten endlich sind, ist fiir jedes e € E jede Teilfolge von (f,(e)) eine
beschrinkte Folge in R und enthilt daher eine konvergente Teilfolge. Folglich enthilt
(fn) eine Teilfolge (fy, ), so dass fiir jedes e € E (fy, (e)) in R konvergiert. Wir defi-

nieren
f E— R+’ f(e) = kh_)ngofnk(e)
f istein g,s-Flussin N:
Sei e € E. Dafiirjedes k € N 0 < f,, (e) < c(e) gilt, folgt 0 < f(e) < c(e).
Sei v € V'\ {g, s}. Dann gilt nach Kurs 01141 Mathematische Grundlagen, 12.4.12

fro= 3 f@= 3 lim(fu (@)= Jim T fule)=lim £} ),

ecE} e€E} kK7 7 ecE}
und entsprechend f~(v) = kli_)r&fn‘k(v), also f*(v) = f~(v) wegen f,:;{(v) = fr (V)
fiir alle £ € N.
f ist sogar ein ¢, s-Maximumfluss in N:
Nach 01141 Mathematische Grundlagen, 12.4.12 und 12.2.4 ((val(f,,)) ist als Teilfolge

der konvergenten Folge (val(f,,)) konvergent mit Grenzwert « ) folgt
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6 Unabhingige Mengen und Uberdeckungen

6.0 Einleitung

Eine Reisegruppe soll in einem Hotel mit Ein- und Zweibettzimmern kostengiinstig un-
tergebracht werden. Die Reisenden sind zwar bereit, mit einigen bestimmten, jedoch
nicht notwendig mit jedem beliebigen Mitreisenden ein Zimmer zu teilen. Wie kann man
die Reisenden so auf die Zimmer verteilen, dass unter Beachtung der Empfindlichkeiten
der Reisenden moglichst wenig Zimmer in Anspruch genommen werden miissen?
Diese Frage lisst sich graphentheoretisch modellieren: Die Reisenden bilden die Knoten-
menge des Graphen, jede Bereitschaft zweier Reisenden, ein Zweibettzimmer zu teilen,
liefert eine Kante des Graphen mit den betreffenden Reisenden als Randknoten.

Wie kann man in diesem Graphen — auf moglichst effiziente Weise — eine Menge paar-
weise unabhingiger Kanten (ein sog. Matching) maximaler Méchtigkeit finden?

Das ist das Maximum-Matching-Problem, das im Mittelpunkt dieses Kapitels steht.

Die naheliegende Methode, im Stile eines Greedy-Algorithmus ein Matching M durch
Hinzufiigen einer weiteren, zu den Kanten von M unabhingigen Kante zu vergroflern,
solange dies moglich ist, fithrt zwar stets zu einem maximalen Matching, 1. A. allerdings
nicht zu einem Maximum-Matching, d.h. einem Matching maximaler Machtigkeit.

In Abschnitt 6.2 werden Sie mit dem Ungarischen Algorithmus ein Verfahren kennen
lernen, das das Maximum-Matching-Problem fiir bipartite Graphen effizient 19st.
Zuordnungsfragen wie das in 6.2.9(1) skizzierte Heiratsproblem (bei dem wir eine kon-
servative Betrachtungsweise zugrunde gelegt haben und das z.B. auch als Jobvermitt-
lungsproblem formuliert werden kann), liefern typische Beispiele fiir zahlreiche prak-
tische Fragestellungen, die als Maximum-Matching-Problem fiir bipartite Graphen mo-
delliert werden konnen.

Das eingangs gestellte Problem bedarf allerdings eines Verfahrens fiir den Fall allgemei-
ner Graphen. Ein solches préasentieren wir in Abschnitt 6.3 mit dem ,,Bliiten*“-Algorith-

mus von Edmonds. Wir stellen ihn als Erweiterung des Ungarischen Algorithmus vor.

Die angekiindigten Resultate bediirfen einer griindlichen Vorbereitung in Abschnitt 6.1.
Zunichst werden die Begriffe unabhdngig und bedeckend fiir Knoten- und Kantenmen-
gen eingefiihrt und die Beziehungen zwischen ihnen bzw. zwischen den zugehorigen nu-
merischen Invarianten a(G) bzw. @’(G), der maximalen Anzahl unabhingiger Knoten-
bzw. Kanten, und B(G) bzw. B’(G), der minimalen Anzahl bedeckender Knoten- bzw.
Kanten eines Graphen G untersucht. Von besonderem Interesse sind dabei spezielle Ty-
pen von Bidumen, die wir 2 -teilreguldr nennen, da bei diesen die Knoten einer der beiden
Bipartitionsmengen alle den Knotengrad 2 haben. Sie spielen eine wichtige Rolle im

Verlauf unserer Algorithmen insbesondere dann, wenn sie ,,abtrennbar* sind, und erlau-
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ben es im Falle des Ungarischen Algorithmus zudem, nicht nur ein Maximum-Matching,
sondern auch eine unabhingige Knotenmenge maximaler Méchtigkeit sowie eine be-
deckende Knoten- bzw. Kantenmenge minimaler Méchtigkeit zu bestimmen.

Die sukzessive VergroBerung des Matchings M im Verlauf der Algorithmen geschieht
durch Ersetzen der Kanten aus M N Eyw durch die Kanten aus Ew \ M ldangs eines M -
augmentierenden Weges W, d.i. ein Weg, in dem von je zwei benachbarten Kanten genau
eine zu M gehort, die beiden Endknoten aber nicht von M bedeckt sind. Die Michtig-
keit des Matchings erhoht sich dabei um 1. Nach dem Satz von Berge funktioniert dies
solange, wie M -augmentierende Wege vorhanden sind; ist das nicht der Fall, hat man
ein Maximum-Matching erreicht.

Aus der Analyse des Ungarischen Algorithmus konnen wir auerdem unschwer ein Min-
Max-Theorem von Dénes Kénig ablesen, nachdem in einem bipartiten Graphen G ein
Maximum-Matching und eine Minimum-Uberdeckung durch Knoten gleiche Michtig-
keit haben, d.h. es gilt a’(G) = B(G).

Daraus erhalten wir ohne allzu grole Miihe den beriihmten Heiratssatz fiir bipartite Gra-
phen G mit Bipartition (V’,V"):

Genau dann existiert ein V’-bedeckendes Matching in G, wenn die Heiratsbedingung
fur V7 erfiillt ist, d.h. jedes X C V’ besitzt mindestens so viele Nachbarn wie X Ele-
mente hat (| X| < [Ng(X)|).

Speziell im Fall |V’| = |V”| besitzt G genau dann ein perfektes (d.h. alle Knoten be-
deckendes) Matching, wenn die Heiratsbedingung fiir V' erfiillt ist.

Die erste Variante stammt von Philip Hall (1935), die zweite von Ferdinand Georg Fro-
benius (1917). Zu diesen beiden Resultaten findet man in der Literatur zahlreiche Be-
weise. Wir beschlieen den Abschnitt 6.2 durch Herleitungen dieser Ergebnisse aus der
Flusstheorie von Ford und Fulkerson (vgl. Kapitel 5).

Zum Heiratssatz in der Fassung von Frobenius gewinnen wir aus der Analyse des Algo-

rithmus von Edmonds ein Analogon fiir allgemeine Graphen, den Satz von Tutte 6.3.14.

Nach griindlichem Durcharbeiten von Abschnitt 6.1 sollten Sie iiber die zahlreichen Be-
ziehungen unabhiéngiger bzw. bedeckender (Knoten- oder Kanten-)Mengen sowie der
zugehorigen vier numerischen Invarianten orientiert und in der Lage sein, die Struktur
des Ungarischen Algorithmus zu verstehen und ihn an einem iiberschaubaren Beispiel
anzuwenden. Neben diesem Algorithmus kennen Sie nach dem Studium von Abschnitt
6.2 den Satz von Kdénig sowie den Heiratssatz und auch die Methode, wie diese Sitze
aus der Flusstheorie von Ford und Fulkerson hergeleitet werden konnen.

Der Abschnitt 6.3 ist nicht einfach und kann zunéchst zuriickgestellt werden. Von seinem
Inhalt sollten Sie den Satz von Tutte kennen und eine Vorstellung von der grundlegenden
Idee des Algorithmus von Edmonds mit der Kontraktion bzw. Expansion von ,,Bliiten*

mitnehmen.
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6.1 Grundlegendes iiber unabhingige und bedeckende Mengen

In diesem Abschnitt erweitern wir den Begriff ,,Unabhingigkeit” von je zwei Knoten
bzw. Kanten aus 1.1.4 einerseits und den Begriff ,,Bedeckung® von einer Kante durch
einen Knoten oder umgekehrt von einem Knoten durch eine Kante aus 1.1.5 andererseits
auf beliebige Knoten- bzw. Kantenteilmengen eines Graphen. Wir stellen erste wech-
selseitige Beziehungen dieser Begriffe zusammen und bereiten die Antwort auf die Fra-
ge nach einer effizienten algorithmischen Bestimmung von unabhéngigen Knoten- oder
Kantenmengen maximaler Méchtigkeit bzw. bedeckenden Knoten- oder Kantenmengen

minimaler Méchtigkeit vor.

6.1.1 Definition

Sei G = (V,E,d) ein Graphund M C E, U C V.
(1) M heif3t unabhiingig(e Kantenmenge) oder Matching in G, falls M keine Schlin-
gen enthilt und je zwei Kanten aus M in G nicht benachbart sind.

a@’(G) := max{|M| | M unabhingige Kantenmenge in G}
hei3t Kantenunabhiingigkeitszahl oder Matchingzahl von G.
Ein Maximum-Matching M in G ist eine unabhingige Kantenmenge M in G mit
M| = a'(G).
(2) U heif3t unabhiingig(e Knotenmenge) in G, falls je zwei Knoten aus U in G nicht
benachbart sind.

a(G) := max{|U| | U unabhingige Knotenmenge in G}
heif3t Knotenunabhingigkeitszahl von G.

6.1.2 Bemerkungen

Sei G = (V,E,d) ein Graphund M C E, U C V.

(1) Eine Schlinge ist zu sich selbst benachbart (vgl. Vereinbarung in 1.1.4), kann daher
nicht Element einer unabhiingigen Kantenmenge sein. Ebenso sind zwei parallele Kanten
nicht unabhingig. Folglich:

M ist genau dann eine unabhdngige Kantenmenge in G, wenn dgpn(v) < 1 fiir jedes
veV gilt

In diesem Fall ist G[M] insbesondere ein schlichter Teilgraph von G.

Man beachte: Ein Maximum-Matching ist stets ein maximales Matching, die Umkehrung
hiervon gilt im Allgemeinen nicht.

(2) Ein Knoten, der zu einer Schlinge inzident ist, ist zu sich selbst benachbart, kann also

nicht Element einer unabhéngigen Knotenmenge sein. Folglich:
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U ist genau dann eine unabhdngige Knotenmenge in G, wenn dgy)(v) = 0 fiir jedes

v e U gilt, d.h. G[U] ist ein knotentrivialer Teilgraph von G.

6.1.3 Definition

Sei G = (V,E,d) ein Graphund W CV, B C E.
(1) W heiit bedeckend(e Knotenmenge) oder (Knoten-)I"Jberdeckung in G, falls jede

Kante aus G zu einem Knoten aus W inzident ist.
B(G) := min{|W| | W bedeckende Knotenmenge in G}

heifft Knotenbedeckungszahl von G.
Eine Minimum-I"Jberdeckung W in G isteine Uberdeckung W in G mit |W| = S(G).

(2) B heilit bedeckend(e Kantenmenge) oder Kanteniiberdeckung in G, falls jeder

nicht isolierte Knoten aus G zu einer Kante aus B inzident ist.
B’(G) := min{|B| | B bedeckende Kantenmenge in G}
heiflt Kantenbedeckungszahl von G.

6.1.4 Bemerkungen und Bezeichnungen

Sei G = (V,E,d) ein Graphund W CV, B C E.
(1) Wir bezeichnen mit

Ey(W):={e€c E| esgibteinv € Wmitv € d(e)}
die Menge der W -bedeckten Kanten in G, und mit

E (W) := E\ Ey(W)
die Menge der W -unbedeckten oder W -freien Kanten in G.
W ist genau dann bedeckend, wenn E,(W) = E gilt.
(2) Wir bezeichnen mit

Vo(B) :={v eV | esgibteine € Bmitv € d(e)}
die Menge der B-bedeckten Knoten in G, und mit

Vu(B) ==V \ Vy(B)
die Menge der B-unbedeckten oder B -freien Knoten in G.
Mit V= :={v € V | dg(v) > 0} bezeichnen wir die Menge der nichtisolierten Knoten.

B ist genau dann bedeckend, wenn V,(B) = V= gilt.

Eine Bedeckung isolierter Knoten durch Kanten ist nicht moglich.
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6.1.5 Satz (Gallai)

Sei G = (V,E,0) ein Graphund W C V.
W ist genau dann bedeckend in G, wenn V \ W unabhdngig in G ist.

Insbesondere ist
a(G) + B(G) =|VI.

Beweis: Ist W bedeckend in G, so kann es keine Kante ¢ in G geben mit d(e) C V\ W.
Folglich ist V' \ W unabhéngig in G.

Ist V \ W unabhingig in G, so kann es keine Kante ¢ in G geben mit d(e) C V \ W.
Folglich ist W bedeckend in G.

Ist W bedeckend in G mit |W| = B(G), soist V \ W unabhingig in G mit |V \ W| =
a(G). Daraus folgt a(G) + B(G) = |[V\ W]+ |W]| = |V]. O

6.1.6 Lemma

Sei G = (V,E,0) ein Graph.
Dann gilt
(1) &(G) <3V < BG).
(2) Ist M C E unabhiingig in G und wdihlt man zu jedem v € V,(M) NV~ ein e, € E
mit v € d(ey), soist B:= MUB mit B :={e, | v € V,(M)NV~} bedeckend in G
und es gilt

M|+ B'(G) < M|+ |B| <[V~
(3) Ist B C E bedeckend in G und sind G;, i € {1,...,r} die Komponenten von G[B]
mit mehr als einem Knoten, so kann man zu jedem i € {1,...,r} eine Kante e; aus G;

wdhlen, die keine Schlinge ist. M := {ey,...,e,} ist dann unabhdingig in G und es gilt
V> < M|+ |B| < a'(G) +|B|.

Beweis: (1) Ist M C E unabhingig in G, so bedeckt M 2|M| nichtisolierte Knoten von
G. Folglich gilt 2|M| < |V~| fiir alle Matchings M in G und damit 2a’(G) < |[V~].
Ist B C E bedeckend in G, so bedeckt B alle Knoten aus V~, aber hochstens 2|B|
Knoten, d.h. es gilt |V~| < 2|B| fiir alle bedeckenden Kantenmengen B in G und damit
V] <2B(G).

(2) Die Wahl der e, ist moglich, da es zu jedem v € V,(M) NV~ eine inzidente Kante
gibt. B ist bedeckend in G, da durch die Hinzunahme der Kanten von B’ zu M auch die
M -unbedeckten Knoten von V-~ und damit alle Knoten von V> B -bedeckt sind. Da M
unabhingig in G ist, gilt |V;,(M)| = 2|M|, und wegen MNB’ =0, |B’'| < |V,(M)NV~|
sowie VZ = V,(M) U (V,(M) N V~) folgt

M|+ B'(G) < M| +|B| =2IM| + |B'| < [Vp(M)| + [Vu(M)N V7| =|V7].
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(3) Es seien Gy,...,Gs; mit G; = (V;,E;,0;) die Komponenten von G[B]. Dann ist
s > r und fiir r < i < s enthalten die G; nur einen einzigen Knoten, aber moglicher-
weise Schlingen. Es gilt demnach k := |V| - |[V7| = |V \ V7| < s — r und es seien die
G; die trivialen Komponenten von G[B], falls r <i < r + k.

Fiir jedes i € {1,...,r} ist die Wahl eines e¢; moglich, da G; zusammenhingend ist
und mindestens zwei Knoten hat. Ferner gilt V = (J._,V;, B = J;_ E; (disjunkte
Vereinigungen, da die G; Komponenten von G[B] sind) und nach 2.1.7 wegen des Zu-
sammenhangs der Komponenten von G[B] |E;| > |V;| -1 fiiralle i € {1,...,r + k}, fiir
r+k <i<ssogar |E;| > 1=1Vj|. Es folgt

1

1=

V| = 3 Vil <r+k+ i |Eil=r+k+|Bl=r+|V|-|V>|+]|B|,
dh. B 1
V> <r+|B|.
M ist unabhingig in G, da die e;, i € {1,...,r} paarweise aus verschiedenen Kompo-

nenten von G[B] stammen, also nicht benachbart sein konnen. Es folgt |M| = r und

V| <r+|B| =|M|+|B| <a(G) +|B|. O

6.1.7 Satz (Gallai)

Sei G = (V,E,0) ein Graph.
Dann gilt

a'(G) + B(G) =|V~7I.

Beweis: Istin 6.1.6(2) |M| = a’(G), so erhalten wir a’(G) + B/(G) < |[V~|.
Istin 6.1.6(3) |B| = B’(G), so erhalten wir @’(G) + B'(G) = |[V~]|. O

6.1.8 Bemerkung

Sei G = (V,E,d) ein Graph.

Ist M C E unabhingig in G mit |M| = a’(G), so liefert 6.1.6(2) wegen 6.1.7 ein
Verfahren zur Bestimmung einer bedeckenden Kantenmenge B mit |B| = £'(G) und
M C B.

Ist B C E bedeckend in G mit |B| = B’(G), so liefert 6.1.6(3) wegen 6.1.7 ein Ver-
fahren zur Bestimmung einer unabhidngigen Kantenmenge M mit M| = &’(G) und
M C B.

Der Leser iiberlege sich, dass im Falle eines schlichten Graphen G und B C E be-
deckend in G mit |B| = B'(G) alle Komponenten von G[B] radiale Graphen (sog.
Sterne) sind.
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6.1.9 Beispiel

e
Vg €10 Vg €11 12

Wir wollen unabhingige Knoten- bzw. Kantenmengen maximaler Michtigkeit und be-
deckende Knoten- bzw. Kantenmengen minimaler Michtigkeit in G bestimmen.

Die Knoten v;,v3,v4 und v7 sind jeweils nur zu einer einzigen Kante inzident, weshalb
diese Kanten e1,e3,e3 und eg zur einer bedeckenden Kantenmenge B gehdren miissen.
Durch diese Kanten sind neben v,,v3,v4 und v; auch die Knoten vg und vg bedeckt.
Der Knoten v; ist isoliert und kann nicht bedeckt werden. Die drei noch nicht bedeck-
ten Knoten vs,vg und vig konnen wir nicht durch eine einzige Kante bedecken, wir
brauchen dazu mindestens zwei: e¢ und eq1. Damit ist B := {eq,ez,e3,€4,€9,€11} €ine
bedeckende Kantenmenge in G minimaler Michtigkeit 8'(G) = |B| = 6.

Wir betrachten nun G[B]. Die Komponenten dieses Teilgraphen von G sind

Gi = ({v2,v3,v6},{e1,€2}), Ga = ({vs,vs}{es}), Gz = ({v7,vo,vi0} {eg,e11}),
Ga = ({n1},0), Gs = ({va}, {e3}).
Aus den drei Komponenten mit mehr als einem Knoten wéhlen wir je eine Kante aus und
erhalten nach 6.1.6(3), 6.1.8 eine unabhingige Kantenmenge M := {e},eg,€9} in G mit
a’'(G) = M| =3, d.h. M ist ein Maximum-Matching in G.
Zu einer G bedeckenden Knotenmenge miissen alle zu einer Schlinge inzidenten Knoten
gehoren (vgl. 6.1.2(2)), also v4,vs und vyg. Diese Knoten bedecken die Kanten e3, eq, €5,
es,€7,¢11,¢12. Es sind also noch die Kanten eq,e;, eg,e9,e19 zu bedecken. Dies leisten
die Knoten vg und vg, und mit weniger Knoten sind diese Kanten offenbar auch nicht
zu bedecken. Damitist W := {v4,vs5,v6,V9,v10} eine bedeckende Knotenmenge in G mit
B(G) = |W| =15, d.h. W isteine Minimum—Uberdeckung in G.
Nach 6.1.51ist U := V\ W = {v{,v2,v3,v7,v8} eine unabhingige Knotenmenge in G mit
a(G) =|U| =5.

6.1.10 Aufgabe

Sei G = (V,E,d) ein Graph.
Zeigen Sie:

(1) '(G) < B(G).

(2) a(G) < B(G) + V] - |V7I.



286 Kapitel 6. Unabhiingige Mengen und Uberdeckungen

6.1.11 Aufgabe

SeineN, n>1.
Bestimmen Sie fiir den vollstindigen Graphen K, die Zahlen «(K,), o'(K,), B(K,)
und B'(K,).

6.1.12 Aufgabe

Sei G = (V,E,d) ein Graph, V C V und E C E.
Zeigen Sie:
(1) &'(G[V]) < &'(G) und a’(G[E]) < a/(G).

(2) a(G[V]) < a(G), aber a(G[E]) > a(G).
(3) Geben Sie Beispiele dafiir an, dass in (1) und (2) die Gleichheit nicht gelten muss.

Wir stellen uns zunichst das

6.1.13 Maximum-Matching-Problem

Wie kann man in einem Graphen auf effiziente Weise ein Maximum-Matching finden?

Der Schliissel hierzu liegt in einem Resultat von Claude Berge (1957), das wir nun be-

weisen wollen.

6.1.14 Definition

Sei G = (V,E,0) ein Graph und M C E eine unabhingige Kantenmenge in G.
(1) Ein Weg in G hei3t M -alternierender Weg in G, falls von je zwei benachbarten

Kanten dieses Weges genau eine in M liegt.

(2) Ein v,w-Weg in G mit v # w heiit M -augmentierender Weg in G, falls er ein
M -alternierender Weg in G ist und weder v noch w in G M -bedeckt sind.

6.1.15 Beispiel

V@& oW
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Die fett gesetzten Kanten bilden eine unabhingige Kantenmenge M in G.

Der v,w’-Weg via v” ist M -alternierend in G, der kiirzere v,w’-Weg der Linge 3
hingegen nicht. Beide Wege sind nicht M -augmentierend in G.

Der direkte v,w-Weg iiber die Kante v'v” ist ein M -augmentierende Weg in G. Er
erlaubt die Konstruktion einer unabhingigen Kantenmenge gro3erer Miachtigkeit, indem
in M die Kante v'v” durch die Kanten vv’ und v’w ersetzt wird. Dieser Gesichtpunkt

ist wesentlich bei der Suche nach einem Maximum-Matching in Graphen.

6.1.16 Aufgabe

Sei G = (V,E,d) ein Graph und M C E eine unabhingige Kantenmenge in G.

(1) Ist W ein M -augmentierender Weg in G mit Kantenmenge Eyw, so ist die symme-
trische Differenz M + Ew unabhingig in G mit |M + Ew| = |[M| + 1.

(2) Ist M eine weitere unabhingige Kantenmenge in G, so ist eine Komponente von
G[M + M] entweder ein Kreis gerader Linge oder ein Weg, wobei von je zwei benach-
barten Kanten in G[M + M] einein M \ M liegt und die andere in M\ M.

6.1.17 Satz (Berge)

Sei G = (V,E,0) ein Graph und M C E eine unabhdngige Kantenmenge in G.
M ist genau dann ein Maximum-Matching in G, wenn G keinen M -augmentierenden
Weg enthiilt.

Beweis: Ist M ein Maximum-Matching in G, so kann G nach 6.1.16(1) keinen M -aug-
mentierenden Weg enthalten.

Ist M kein Maximum-Matching in G, so sei M ein Maximum-Matching in G. Nach
6.1.16(2) ist eine Komponente von G[M + M| entweder ein Kreis gerader Linge oder
ein Weg, wobei von je zwei benachbarten Kanten eine in M \ M liegt und die andere
in M \ M. Nicht alle Komponenten von G[M + M] konnen Kreise oder Wege gerader

Lénge sein, da sonst

IM|—IMNM|=|M\M|=|M\M|=|M|-|MnM|,
d.h. |[M| = |M|, obwohl M kein Maximum-Matching in G ist. Wegen M| > | M| gibt
es demnach in G einen M -alternierenden Weg ungerader Linge, der mit Kanten aus

M \ M beginnt und endet, dessen Anfangs- und Endknoten somit nicht M -bedeckt sind.

Dies ist ein M -augmentierender Weg in G. O

Das Maximum-Matching-Problem kann nun prinzipiell dadurch gelost werden, dass
man, ausgehend von einem beliebigen Matching M (z.B. M = 0), dieses durch Auf-

spliren eines M -augmentierenden Weges wie in 6.1.16(1) vergrof3ert und mit dieser Pro-
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7 Fiarbung von Graphen

7.0 Einleitung

Die Frage nach der Firbung von Landkarten mit moglichst wenig Farben fiihrte zu dem
vielleicht bertihmtesten Satz der Graphentheorie, dem

Vier-Farben-Satz: Jeder planare Graph besitzt eine 4-Knotenfdrbung.

Fir k € N, k > 1 versteht man hier unter einer k -Knotenfdrbung eines Graphen G ei-
ne Abbildung f : Vg — {1,...,k} mit f(v) # f(w) fir je zwei benachbarte Knoten
v,w € Vg. Man nennt G planar, wenn G sich derart in die Ebene zeichnen ldsst, dass
sich keine zwei die Kanten darstellenden Kurven au3erhalb ihrer Randpunkte schneiden.
Leider ist in diesem Kurs fiir die Untersuchung planarer Graphen kein Raum, der Beweis
des Vier-Farben-Satzes ist dafiir ohnehin zu komplex und erfordert trotz zwischenzeitli-
cher Vereinfachungen auch heute noch den Einsatz eines Computers (weshalb er lange
umstritten war).

Wir werden uns in diesem Kapitel auf die folgenden drei Fragestellungen konzentrieren:

(1) Wie viele Farben braucht man mindestens, um die Knoten eines Graphen so zu

fdrben, dass je zwei benachbarte Knoten verschiedene Farben haben?

(2) Wie viele Knotenfirbungen eines Graphen mit Farben aus einer vorgegebenen

Farbpalette gibt es?

(3) Wie viele Farben braucht man mindestens, um die Kanten eines Graphen so zu

farben, dass je zwei benachbarte Kanten verschiedene Farben haben?

Die kleinste Zahl k € N, fiir die eine k-Knotenfiarbung existiert, heillt chromatische
Zahl. Im ersten Abschnitt geht es hauptsdchlich um die Abschédtzung dieser Zahl, da ein
effizienter Algorithmus zu ihrer Bestimmung nicht verfiigbar ist. Die Entscheidung, ob
ein Graph k -firbbar ist, ist fiir £ > 3 wieder eines dieser NP -vollstindigen Probleme.
Die wichtigsten Resultate iiber eine obere Schranke fiir die chromatische Zahl sind
hier die Abschitzung durch die Farbungszahl von Szekeres und Wilf bzw. der Satz von
Brooks. Grundsitzlich wire es zwar moglich, tiber den Greedy-Fdrbungsalgorithmus ei-
ne optimale Knotenfdrbung zu ermitteln, das Problem liegt aber darin, dass man eine da-
zu geeignete Knotennummerierung des Graphen nicht kennt. Durch eine gezielte Wahl
der Knotennummerierung ist es immerhin moglich, eine Knotenfdarbung zu konstruie-
ren, die nicht mehr Farben benétigt als die Farbungszahl angibt (Verbesserter Greedy-
Fdarbungsalgorithmus).

Unsere unteren Schranken (z.B. die Cliquen-Zahl) fiir die chromatische Zahl kénnen lei-
der beliebig schlecht sein, wie das Beispiel der Mycielski-Konstruktion zeigt.

In Abschnitt 2 diskutieren wir die Eigenschaften und Bestimmungsmoglichkeiten der
Anzahlfunktion fiir die Knotenfirbungen in Abhéngigkeit von der Zahl der vorgegebe-
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nen Farben. Dabei handelt es sich um ein Polynom, weshalb es chromatisches Polynom
genannt wird. Ist das chromatische Polynom bekannt, so lisst sich aus ihm die chromati-
sche Zahl schnell bestimmen: es ist die kleinste Nicht-Nullstelle in N. Das Problem der
Bestimmung des chromatischen Polynoms ist also — wenig iiberraschend — schwer. Mit
der Rekursionsformel Pg = Pg_. — Pg/., wobel e eine beliebige Kante von G ist, kann
man die Berechnung des chromatischen Polynoms von G auf die beiden ,kleineren®
Graphen Pg_, und Pg/. verlagern und mit dieser Prozedur entsprechend fortfahren, je-
doch kann dann der Rechenaufwand mit der Grofle des Graphen exponentiell wachsen.
Immerhin gibt es einige wichtige Graphenklassen, deren chromatische Polynome sich
dank dieser Formel bestimmen lassen, z.B. vollstindige Graphen, Baume, Kreise.

Mit dem Satz von Whitney ist es fiir schlichte Graphen moglich, aus der Kenntnis des
chromatischen Polynoms des Graphen G einige strukturelle Informationen iiber G zu
bekommen, jedoch zeigt bereits der Fall von Baumen mit mehr als drei Knoten, dass

Graphen durch ihr chromatisches Polynom keineswegs eindeutig bestimmt sind.

Das analoge Kantenfiarbungsproblem, das auch als Zerlegungsproblem fiir Eg in paar-
weise disjunkte Matchings gedacht werden kann, untersuchen wir im letzten Abschnitt.
Obwohl durch Ubergang zum Kantengraphen auf das Knotenfirbungsproblem zuriick-
fiihrbar, ist es doch von eigenstidndigem Interesse. Es erlaubt z.B. prizisere Abschitzun-
gen des chromatischen Index, d.i. die Minimalzahl von Farben, die eine Kantenfarbung
zuldsst: Nach dem Satz von Vizing kommt dafiir nur A(G) oder A(G)+1 in Frage, wenn
der Graph schlicht ist. Fiir bipartite Graphen konnen wir sogar einen einfachen effizi-
enten Algorithmus zur Konstruktion optimaler Kantenfdrbungen angeben, wihrend fiir
allgemeine Graphen im Beweis des Satzes von Berge und Fournier ein effizientes kon-
struktives Verfahren steckt, die Kanten eines Graphen G mit hochstens A(G) + u(G)
Farben zuldssig zu firben, wobei u(G) die Maximalzahl paralleler Kanten in G ist.

Nach dem Studium dieses Kapitels sollten Sie die verschiedenen Abschitzungen der
chromatischen Zahl und das Verfahren des (Verbesserten) Greedy-Algorithmus kennen
und anwenden konnen. Die Rekursionsformel fiir das chromatische Polynom sollten Sie
begriinden und anwenden kénnen, z.B. zur Bestimmung der chromatischen Polynome
von vollstindigen Graphen, Baumen oder Kreisen. Aus der Darstellung des chromati-
schen Polynoms nach dem Satz von Whitney konnen Sie drei wichtigen Strukturgro3en
des Graphen ablesen: die Knoten-, Kanten- und Komponentenzahl. Sie wissen schlie3-
lich, wie man eine optimale Kantenfiarbung fiir bipartite Graphen gewinnt, kennen den
Zusammenhang mit der Knotenfidrbung und die Abschédtzungen des chromatischen Index
aus dem Satz von Vizing. Bei einem ersten Durcharbeiten dieses Kapitels konnen Sie die
schwierigeren Beweise des Satzes von Brooks, des Satzes von Berge und Fournier und
evtl. auch des Satzes von Whitney zunéchst zuriickstellen.
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7.1 Knotenfirbungen

Fiir die Priifungsverwaltung der Fakultét fiir Mathematik und Informatik an der Fern-
Universitit stellt sich jedes Semester das folgende Problem:

Die Studierenden dieser Fakultidt haben in den von ihnen belegten Kursen zum Semester-
ende Klausuren zu schreiben. Mit Riicksicht auf die Berufstétigen unter ihnen sollen die
Klausuren stets an Samstagen stattfinden. Wegen des relativ kurzen Zeitraums zwischen
Semesterende und dem Beginn des folgenden Semesters, der beschrinkten Ressourcen
an Aufsichtspersonal und auch aus Kostengriinden sollen die Termine fiir die Klausu-
ren auf moglichst wenige Samstage dieses Zeitraums gelegt werden. Selbstverstdndlich
muss der Terminplan mit den Belegungspldnen der verschiedenen Studienginge kompa-
tibel sein. Die Klausurtermine diirfen sich also nicht iiberschneiden, wenn Kandidaten
laut Belegungsplan mehrere Klausuren zu absolvieren haben.

Wie lautet die minimale Anzahl von Klausursamstagen, die die Priifungsverwaltung min-
destens einplanen muss, damit keine Konflikte entstehen?

Man betrachte dazu den schlichten Graphen G = (V,E), wobei V die Menge der zu
priifenden Kurse reprisentiert und E die Menge der (ungeordneten) Paare von Kursen
mit unbedingt zu vermeidenden Uberschneidungen. Fiir die Klausursamstage lege man
nun eine bestimmte Farbe (oder eine Nummer) fest und versuche, die Knoten des Gra-
phen so zu firben, dass benachbarte Knoten verschiedene Farben bekommen. Sind alle
Knoten auf diese Weise gefirbt, nennen wir das eine Knotenfdrbung. Sie stellt eine zulis-
sige Blockung fiir einen Terminplan dar. Man interessiert sich hier natiirlich fiir optimale
Knotenfarbungen, die mit einer kleinstmoglichen Zahl von Farben auskommen. Diese
Zahl nennen wir chromatische Zahl und sie gibt in dem Problem der Priifungsverwal-

tung die minimale Anzahl der erforderlichen Klausursamstage an.

7.1.1 Definition

Sei G = (V,E,d) ein Graph ohne Schlingen, k € N und F eine Menge mit |F| = k.
Eine Knotenfirbung f von G mit k& Farben, kurz: eine k-Knotenfirbung von G
ist eine Abbildung f : V — F, die der folgenden Zulissigkeitsbedingung geniigt:

(ZVF) Fir je zwei benachbarte Knoten v,w € V gilt f(v) # f(w).

Die Elemente von F' heilen Farben, wobei normalerweise F = {1,...,k} angenommen
wird. Die Mengen f~'({c}) := {v € V| f(v) = ¢}, ¢ € F heiBen Farbklassen von f.

G heillt k-knotenfiarbbar, falls eine k-Knotenfirbung von G existiert. Die kleinste
derartige natiirliche Zahl, d.h.

X (G) :=min{k € N | G ist k-knotenfirbbar},

heiflt chromatische Zahl von G.
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7.2 Das chromatische Polynom

Wir wenden uns nun einer anderen Fragestellung zu:
Sei G = (V,E,0) ein Graph und k € N.

Wie viele Knotenfdrbungen von G mit k Farben gibt es?

7.2.1 Definition und Satz

Sei G = (V,E,0) ein Graph und k € N. Wir setzen
F(G;k):={f:V —{1,...,k} | f Knotenfarbung von G mit k Farben}.

Die Anzahlfunktion
PN — N, Ps(k) :=|F(G; k)|

hei3t chromatisches Polynom von G.

Die Anzahlfunktion P wurde 1912 von George David Birkhoff eingefiihrt im Zusam-
menhang mit dem Vier-Farben-Problem und von Hassler Whitney 1932 auf beliebige
Graphen erweitert. Birkhoft bemerkte, dass es sich dabei um ein Polynom mit ganzzah-

ligen Koeflizienten handelt. Dies ist leicht einzusehen:
Beweis: Sei G = (V, E,0) ein Graph ohne Schlingen und &,/ € N mit 1 </ < k.
Ist Fy ; die Menge aller k-Knotenfdarbungen von G, die genau / Farben benutzen, so
gilt
k
Pg(k) = [F(G; k)| = 121 | F.1

Zur Bestimmung von |Fj ;| stellen wir fest, dass jede Knotenfiarbung f aus Fy ; eindeu-
tig bestimmt ist durch ihre / nichtleeren Farbklassen Vi,...,V; und die diesen zugewie-
senen paarweise verschiedenen Farben ky,...,k; € {1,...,k}. In der Terminologie von
7.1.2(3) ist dabei (Vi,...,V;) eine [-Partition von G mit V; # () fiiralle i € {1,...,[}.
Umgekehrt liefert jede [ -Partition (V/,... ,Vl’) von G mit Vl.’ # 0 furalle i € {1,...,]}
und jedes [-Tupel (k7,... ,kl’) mit paarweise verschiedenen k’,. .. ,kl’ € {l,...,k} eine
k -Knotenfdrbung f” € Fy ; durch f’(v) := k! fiiralle v e V/ und i € {1,...,1}.

Fir jede [-Partition (V/,...,V/) von G mit V/ # 0 fir alle i € {1,...,l} gibt
es nun # = k(k —1)-...-(k -1+ 1) Moglichkeiten, ! verschiedene Farben
kis... ,k; aus {1,...,k} auszuwihlen (k Moglichkeiten fiir V/, kK — 1 Moglichkeiten
fiir V2’,. ..,k — [ + 1 Moglichkeiten fiir Vl’).

Ist p; die Anzahl der [-Partitionen von G mit nichtleeren Partitionsmengen, so haben

wir damit
k

k
Pg(k) = 121 | Fie,l = Elpzk(k D k=141,

und das ist ein Polynom in k mit ganzzahligen Koeffizienten. O
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7.2.2 Bemerkungen

(1) Fiir Graphen G mit Schlingen ist nach 7.1.2(1) Pg das konstante Polynom 0.

Ist G ein Graph ohne Schlingen, so gilt nach 7.1.2(2) F(G; k) = F(S(G); k) und damit
P = Ps(G).

(2) Ist G der leere Graph 0, so ist fiir jedes £k € N nach 7.1.20(4) F(0; k) = {0} und
somit Py das konstante Polynom 1.

Ist G # 0, soist F(G;0) =0 und P;(0) = 0. Hat dabei G keine Schlingen, so ist nach
7.1.14 F(G;A(S(G)) + 1) # 0 und somit Pg(A(S(G)) +1) > 0.

(3) Es gilt Pg = Pg/, falls G und G’ isomorphe Graphen sind.

(4) Die chromatische Zahl eines Graphen G ohne Schlingen lésst sich bei Kenntnis des

chromatischen Polynoms ganz einfach exakt bestimmen:
X(G) =min{k € N | Pg(k) > 0}.
Uberpriifen Sie diese Gleichung bitte selbst.

Nach 7.1.5 ist die Bestimmung der chromatischen Zahl ein hartes Problem. Wir konnen
daher nicht erwarten, wegen 7.2.2(4) iiber den Umweg der Bestimmung des chromati-
schen Polynoms generell zu einer effizienten Losung dieses Problems zu kommen.

Dennoch wird sich dieser Weg in vielen Fillen als niitzlich erweisen.

7.2.3 Aufgabe

Sei k e N, G = (V,E,0) ein Graph, d(e) = vw mit v # w und G/e = (V,E,d) der
Kontraktionsgraph von G modulo der Kante e (vgl. 2.3.11).
Wir definieren

Fi(G-ek):={f e F(G-ek)| f(v) = f(W)},
(G -e k) :={f e F(G-e k)| fv) # f(W)}
Zeigen Sie:
(D) 1Fi1(G —e; k)| = |F(G/e; k).
() |1F2(G = e; k)| = |[F(G; k).
B) Fi(G-e;k) #0= F(G;k+1)#0.
4) I(G-e;k)#0= F(G/e;k+ 1) #0.

7.2.4 Satz (Rekursionsformel fiir das chromatische Polynom)

Sei G = (V,E,0) ein Graphund e € E.
Dann gilt:
PG = PG — Pg/e-
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7.3 Kantenfirbungen

In einer FuBlballliga mit 2n Mannschaften soll der Spielplan fiir die neue Saison nach
den folgenden Regeln aufgestellt werden:

Jede Mannschaft soll gegen jede der 2n — 1 iibrigen Mannschaften in einem Hin- und ei-
nem Riickspiel antreten, und zwar in der ersten Saisonhilfte die Hinspiele, in der zweiten
Saisonhdlfte in der gleichen Reihenfolge die Riickspiele, so dass die zweite Saisonhilfte
durch die Festlegung der ersten bereits wohlbestimmt ist. (Uber die Frage, wann wel-
che Mannschaft Heimrecht hat, wollen wir uns hier keine Gedanken machen.) An jedem
Spieltag soll jede Mannschaft hochstens ein Spiel austragen, so dass eine Mindestzahl
von 2n—1 Spieltagen pro Saisonhilfte notig sind, die nach Moglichkeit nicht tiberschrit-
ten werden soll.

Die Paarungen eines Spieltages bilden also ein Matching im vollstindigen Graphen Kj,,
wenn die Knoten die Mannschaften reprisentieren und die Kanten die moglichen Spiel-
paarungen einer Saisonhilfte.

Der K5, hat (22”) = n(2n — 1) Kanten und ein Matching in K5, hat hochstens » Kan-
ten. Soll eine Saisonhilfte genau 2n—1 Spieltage haben, so ist dies genau dann moglich,
wenn die Kanten von K», in 2n — 1 paarweise disjunkte Matchings zerlegt werden kon-
nen. Insbesondere finden dann an jedem Spieltag n Spiele statt, die Paarungen eines
Spieltages bilden somit ein perfektes Matching des K»,,.

Eine Losung unseres Spielplanproblems kann wie folgt gefunden werden:

Die 2n Mannschaften werden reprisentiert durch die Knoten {1,...,2n} des K»,. Eine
Spielpaarung notieren wir als Kante {i,j} des Kj,, wenn Mannschaft i gegen Mann-
schaft j antreten soll.

Wir betrachten nun den Kreis C in K, mit Vo :={1,...,2n — 1} und

Ec:={{2n-1,1}}JU{{i,j} |i,jeNund2<j=i+1<2n-1},
und definieren W; ; als den kiirzesten Weg in C mit den Endknoten i und j. Es ist dann
dc(i,j) = €(W; ;) der Abstand von i und j in C.
Fiir den k -ten Spieltagmit k € N, 1 < k < 2n — 1 legen wir jetzt die n Partien

My = {{k,2n}} Ui, j} | i,j € Ve, i # jund dc(is k) = dc(j,k)}

fest und iiberlassen den Rest dem Leser als

7.3.1 Aufgabe

Zeigen Sie, dass alle 2n — 1 konstruierten Kantenmengen M; paarweise disjunkte per-

fekte Matchings in K>, sind.

Fiir jeden regelgerechten Spielplan weisen wir den Spielpaarungen des k -ten Spieltags
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und damit den entsprechenden Kanten des zugehorigen perfekten Matchings in K3, die
Farbe k € {1,...,2n— 1} zu. In diesem Fall sind die 2n — 1 Spieltage einer Saisonhilfte
paarweise verschieden gefirbt bzw. die Kanten des K>, derart vollstindig gefirbt, dass je
zwei benachbarte Kanten verschiedene Farben erhalten haben, d.h. es liegt eine (2n—1) -

Kantenfidrbung des K5, vor im Sinne der folgenden

7.3.2 Definition

Sei G = (V,E,d) ein Graph ohne Schlingen, k € N und F eine Menge mit |F| = k.
Eine Kantenfarbung f/ von G mit k& Farben, kurz: eine k-Kantenfirbung von G
ist eine Abbildung f : E — F, die der folgenden Zuléssigkeitsbedingung geniigt:

(ZEF) Fiir je zwei benachbarte Kanten e,e¢’ € E gilt f(e) # f(€').

Die Elemente von F' heillen Farben, wobei normalerweise F = {1,...,k} angenommen
wird. Die Mengen f~!(c), ¢ € F heiBen Kantenfarbklassen von f.

G heillt k-kantenfirbbar, falls eine k-Kantenfirbung von G existiert. Die kleinste
derartige natiirliche Zahl, d.h.

X' (G) := min{k € N | G ist k-kantenfiarbbar},
heiflt chromatischer Index von G oder chromatische Kantenzahl von G.

G heillt k-kantenchromatisch, falls y’(G) = k gilt. Ist G k -kantenchromatisch, so

nennen wir eine k -Kantenfiarbung von G eine optimale Kantenfiarbung von G.

Es stellten sich in unserem Beispiel der FuB3ballliga analog zur Knotenfarbung die Fragen
nach der Existenz bzw. Konstruktion einer Kantenfirbung zu einer festen Anzahl von
Farben und nach der Abschitzung bzw. Bestimmung des chromatischen Index.
Wir wollen im Folgenden einige allgemeine Antworten auf diese Fragen geben.

7.3.3 Bemerkungen

Sei G = (V,E,d) ein Graph.
(1) Besitzt G Schlingen, so kann ZEF nie erfiillt werden, da Schlingen zu sich selbst
benachbart sind. G ist in diesem Fall nicht kantenférbbar.

(2) Parallele Kanten haben im Gegensatz zu 7.1.2(2) einen erheblichen Einfluss auf die
Kantenféarbung.

Z.B. gilt xy'(K>) = 1, jedoch erhoht hier jede zusitzliche, zur einzigen Kante des K,
parallele Kante den chromatischen Index um +1.

(3) Die Kantenfarbklassen konnen auch leer sein, sind wegen ZEF aber stets paarweise
disjunkte, unabhédngige Kantenteilmengen (Matchings).

Umgekehrt gibt es zu jeder Zerlegung der Kantenmenge E in k paarweise disjunkte,
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unabhiingige (moglicherweise leere) Kantenteilmengen eine k -Kantenfirbung.

(4) Ist G knotentrivial, d.h. E = @, so ist fiir jedes k € N und jede Menge F mit |F| =k
die leere Abbildung 0 : 0 — F die einzige k -Kantenfidrbung von 0.

Im Fall k£ = 0 ist dabei F = 0 und @y : 0 —> 0 eine 0-Kantenfdarbung von G, d.h.
X'(G) =0.

Ist E # 0, so gibt es keine 0-Kantenfarbung von G und es ist y’'(G) > 0.

(5) Analog zu 7.1.2(5) brauchen Kantenfiarbungen nicht surjektiv zu sein. Ist £ # () und
f eine nicht surjektive k -Kantenfarbung von G, so gibt es eine (k — 1) -Kantenfarbung
von G.

Optimale Kantenfarbungen sind daher immer surjektiv.

(6) Kanten mit einem gemeinsamen Randknoten miissen wegen ZEF verschieden geférbt
werden. Fiir jeden nichtleeren Graphen ohne Schlingen G gilt daher x’(G) > A(G).

7.3.4 Aufgabe

Sei n € N. Zeigen Sie:

0, falls n € {0, 1},
X' (K,) =4 n—1, fallsn > 1und n gerade,
n, falls n > 1 und n ungerade.

Mit dhnlichen Ideen wie im Fall vollstandiger Graphen geben wir nun ein effizientes Ver-

fahren an zur Konstruktion optimaler Kantenfiarbungen fiir bipartite Graphen:

7.3.5 Algorithmus optimale Kantenfirbung fiir bipartite Graphen

Sei G = (V,E,0) ein nichtleerer bipartiter Graph mit Bipartition (V},V>).

Wir beschreiben informell ein Verfahren zur Bestimmung einer A -Kantenfdrbung von
G mit A := A(G). Sie ist optimal, da der maximale Knotengrad eine untere Schranke
fiir den chromatischen Index ist.

Im Verlauf des Verfahrens wird G zunichst als induzierter Teilgraph in einen A -regu-
laren bipartiten Graphen H eingebettet. Fiir H bestimmen wir eine A -Kantenfdarbung
durch sukzessive Entnahme perfekter Matchings, die die Kantenfarbklassen fiir H defi-
nieren. Die Einschriankung dieser A -Kantenfdarbung von H auf E liefert schlielich die

angestrebte A-Kantenfarbung fiir G.

Den A-regulédren bipartiten Graphen H erhilt man wie folgt:
Ist G bereits regulér, so setzen wir H := G.
Ist G hingegen nicht regulir, priifen wir zunichst, ob |V;| < |V;| fiir i,j € {1,2}, i # j.

In diesem Fall erginzen wir V; durch zusitzliche |V;| — |V;| (isolierte) Knoten, so dass
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wir |Vi| = |V,| haben.
Weiter nennen wir einen Knoten v Defizitknoten in G, wenn dg(v) < A(G) gilt.
Wegen

2 dg(v) = |E| = % dg(v)

vew; veV,
enthdlt G im nichtreguldren Fall stets Defizitknoten sowohl in V; als auch in V5.

Wir durchsuchen nun zuerst V; und dann V5, bis wir Defizitknoten v; € V; und v, € V»
gefunden haben, und fiigen G eine neue Kante ¢ ¢ E mit den Randknoten v; und v,
hinzu. Wir erhalten so einen bipartiten Graphen G + e mit derselben Bipartition (V1,V2),
der G als induzierten Teilgraphen enthilt.

Diesen Prozess fithren wir solange fort, bis wir keine Defizitknoten mehr finden kénnen
und der resultierende bipartite Graph H A-reguldr ist. G ist dabei induzierter Teilgraph
von H.

Nun bestimmen wir eine A -Kantenfirbung von H :

Jeder Knoten von H hat den Knotengrad A.

Der Fall A = 0 ist durch 7.3.3(4) erledigt, so dass wir A > 0 annehmen konnen.

Nach 6.2.10 besitzt H ein perfektes Matching M;, welches z.B. durch den Ungarischen
Algorithmus 6.2.1 ermittelt werden kann. Durch H; := H — M| wird somitein (A—1)-
regulédrer bipartiter Graph definiert, der wiederum nach 6.2.10 ein perfektes Matching
M, enthilt, sofern A — 1 > 0 gilt. Gegebenenfalls gehen wir zu dem (A — 2) -regulédren
bipartiten Graphen H; := H; — M, iiber.

So fortfahrend ist schlieSlich Hx := H — (M; U - - - U M) knotentrivial.

Die My,..., M, sind paarweise disjunkte perfekte Matchings in H und werden zu Kan-
tenfarbklassen einer A-Kantenfarbung von H, indem fiir jedes i € {1,...,A} jeder Kan-

te von M; die Farbe i zugewiesen wird. Insbesondere ist y’'(H) = A.

Diese A-Kantenfirbung von H wird durch Einschriankung auf die Kanten von G eine
A-Kantenfidrbung von G mit der Kantenfarbklasse M; N E zur Farbe i. O

7.3.6 Korollar (Ko6nig)

Ist G ein nichtleerer bipartiter Graph, so gilt x'(G) = A(G). O

7.3.7 Aufgabe

Sei G = (V,E,d) ein Graph ohne Schlingen.

(1) Fiir jeden Teilgraphen G’ von G gilt ¥'(G’) < x'(G).

(2) Ist G’ isomorph zu G, so gilt ¥’ (G) = x'(G").

(3) Ist L(G) der Kantengraph von G, so gilt y(L(G)) = x'(G).
(4) Ist G ein Kreis gerader Lénge, so gilt x'(G) = 2.
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