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3 Ein Modellalgorithmus

Wir wollen uns nun Verfahren zur Losung der unrestringierten Optimierungs-
aufgabe
(P):  Minimiere f(x) iiber alle x € R"

zuwenden. Im Allgemeinen fordern wir dabei, dass f mindestens einmal stetig
differenzierbar ist und nehmen wir an bzw. werden wir durch geeignete Voraus-
setzungen garantieren, dass (P) einen globalen Minimalpunkt besitzt.

In Abschnitt 3.1 werden wir zwei unterschiedliche Ansétze fiir die Konstruk-
tion von Verfahren zur Losung von (P) beschreiben und zwar einen, der neben
einer Regel fiir die Bestimmung geeigneter Abstiegsrichtungen eine Regel fiir die
Schrittweiten erfordert, und einen zweiten, der beides miteinander kombiniert.
Anschliefend werden wir uns der Klasse von Verfahren zuwenden, welche eine
Schrittweitenregel beinhaltet, und werden wir zunéchst in Abschnitt 3.2 fiir diese
Klasse einen Modellalgorithmus aufstellen.

In Abschnitt 3.3 werden wir als Néchstes Standardvoraussetzungen diskutie-
ren, die fiir den Nachweis der Konvergenz von Verfahren des betreffenden Typs
benétigt werden. Zu diesem Zweck werden wir in Abschnitt 3.4 weitere Hilfsmittel
bereit stellen. Damit werden wir dann in Abschnitt 3.5 allgemeine Bedingungen
herleiten, denen eine Schrittweitenregel im Hinblick auf die Konvergenz eines
Verfahrens geniigen sollte. Schliellich werden wir in Abschnitt 3.6 unter entspre-
chenden Forderungen an die Schrittweiten allgemeine Konvergenzaussagen fiir
den Modellalgorithmus beweisen, welche wir spéter auch fiir den Nachweis der
Konvergenz spezieller Verfahren heranziehen werden.

3.1 Schrittweitenbestimmung und Trust-Region

Ein ideales Verfahren zur Losung des Problems (P), d. h. ein Verfahren mit Ab-
bruchschranke Vf(z) = 0, soll zwei Kriterien geniigen. Es soll erstens in jeder Ite-
ration einen Abstieg oder zumindest keinen Aufstieg hinsichtlich des Funktions-
wertes erzeugen, d. h., es soll f(zFt1) < f(2*) oder zumindest f(z**1) < f(z*)
fir die Iterierten 2%, k = 0,1,2, ..., gelten. Man spricht daher auch von einem
Abstiegsverfahren. Und zweitens soll jeder Haufungspunkt der vom Verfahren er-
zeugten unendlichen Iteriertenfolge {z*} ein stationiirer Punkt von f sein, sofern
das Verfahren nicht bereits nach endlich vielen Iterationen mit einem stationéren
Punkt von f abbricht. (Den Grenzwert einer konvergenten Teilfolge einer Folge
bezeichnet man als einen Héufungspunkt.)

Wenn der Startpunkt z° fiir ein solches Verfahren nicht gerade ein lokaler
Maximalpunkt von f ist, so dass das Verfahren mit diesem stationdren Punkt
terminiert (man sollte es dann mit einem anderen z° nochmals beginnen), und
wenn eine sinnvolle Schrittweitensteuerung verwendet wird, dann ist der gefunde-
ne stationdre Punkt 2* entweder ein lokaler Minimalpunkt oder ein Sattelpunkt
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von f. Dass z* ein Sattelpunkt ist, ist z. B. ausgeschlossen, wenn f eine konvexe
Funktion ist, oder es kann moglicherweise durch die Uberpriifung von Optima-
litdtsbedingungen zweiter Ordnung ausgeschlossen werden. Zumindest fiir groflere
Probleme ist aber eine Uberpriifung solcher Bedingungen zweiter Ordnung oft nu-
merisch zu teuer, so dass man sich zumeist damit zufrieden gibt zu wissen, dass
x* entweder ein lokaler Minimalpunkt oder ein Sattelpunkt von f ist.

Abb. 3.1: Strahl z(t) := 2% +tp¥, t >0

Leider ist es bis heute nur fiir relativ ,einfache“ nichtlineare Funktionen
moglich, globale Minimalpunkte, an denen man ja eigentlich interessiert ist, zu
bestimmen. Es lasst sich daher nicht ausschliefen, dass man bei der beschriebenen
Vorgehensweise in einem lokalen Minimalpunkt héngenbleibt, der einen im Ver-
gleich mit dem Minimalwert des Problems relativ grofien Funktionswert besitzt.
Aus diesem Grund ist es haufig sinnvoll, ein Verfahren fiir ein gegebenes Problem
von verschiedenen, eventuell mit einem Zufallsgenerator erzeugten Startpunkten
aus zu starten, um auf diesem Wege moglicherweise unterschiedliche stationére
Punkte der Zielfunktion zu erhalten.

Wir gehen nun davon aus, dass z* kein kritischer Punkt von f ist, also
Vf(z*) # 0 gilt. Erstes Ziel, wie beschrieben, ist es dann, einen neuen Punkt
"1 zu bestimmen, fiir den der Funktionswert von f kleiner oder zumindest nicht
groBer als der Funktionswert bei * ist. In diesem Zusammenhang definieren wir:
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Definition 3.1 FEin Vektor p € R™ heifit Abstiegsrichtung fir f : R" — R in
x € R", falls ein t; > 0 existiert, so dass gilt:

flx+tp) < f(x), te(0,t]. (3.1)

Schreiben wir %! := 2¥ + #,p*, so geht es also darum, fiir einen nichtkriti-
schen Punkt z* eine Abstiegsrichtung p* und eine geeignete Schrittweite t, > 0
zu bestimmen bzw., wenn wir pF := t,p*F setzen, eine Abstiegsrichtung p* mit
geeigneter Lénge ||5"|| zu finden. (Mit p* ist offenbar auch p* Abstiegsrichtung.)
Die Schrittweite ¢, bzw. die Lénge HﬁkH von p* darf dabei nicht zu gro sein,
da anderenfalls auch fiir eine Abstiegsrichtung die Funktionswerte normalerwei-
se wieder ansteigen. Letzteres verdeutlicht Abb. 3.1, in welcher Héhenlinien der
quadratischen Funktion

k+1

flzy,xq) := r? + 423

sowie ein Strahl z(t) := z* + tp¥, ¢t > 0, fiir eine Abstiegsrichtung p* darge-
stellt werden. (Hinter dem Punkt, in dem der Strahl eine Hohenlinie tangential
beriihrt, gelangt man wieder zu weiter auflen befindlichen Héhenlinien und damit
zu groferen Funktionswerten.)

! ' Hohenlinien von g

Abb. 3.2: Losungen p; des Trust-Region-Teilproblems fiir A;

In diesem Zusammenhang gibt es nun zwei grundsétzlich verschiedene Vorge-
hensweisen. Bei den meisten bekannten Verfahren wird zunéchst eine Abstiegs-
richtung und anschliefend eine geeignete Schrittweite bestimmt. Bei den Trust-
Region-Verfahren dagegen kombiniert man die Richtungssuche und die Schritt-
weitenbestimmung, indem man f(z*+p) z. B. durch eine quadratische Niherung
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qr(p) ersetzt und fiir eine passend gewéhlte Konstante Ay das folgende Teilpro-
blem mit einer Nebenbedingung beziiglich p € R™ 16st:

Minimiere g(p)

3.2
u.d. N. Ipll < Ag. (3:2)

Die Konstante Ay in diesem Problem definiert ein ,trust region“, einen Vertrau-
ensbereich, in dem die gesuchte Richtung liegen darf. Ob eine Losung p* dieses
Problems akzeptabel ist, muss anschlieflend entschieden werden. (Nach dem Satz
2.39 von Weierstrafl besitzt das Problem (3.2) fur stetiges gx eine Losung.) Falls
eine Losung nicht brauchbar ist, muss Ay verkleinert und muss das Problem (3.2)
erneut gelost werden. Die Funktion f(z* + p) selbst kann man in einem solchen
Teilproblem iibrigens nicht als Zielfunktion verwenden, da dieses Problem dann
von demselben Schwierigkeitsgrad oder wegen der zusétzlichen Restriktion sogar
von einem hoheren Schwierigkeitsgrad wie das eigentlich zu losende Problem (P)
ware.

Die meisten Verfahren, die wir vorstellen werden, sind vom ersten Typ und
erfordern eine Schrittweitenbestimmung. Jedoch werden wir in Kapitel 9 auch
Trust-Region-Verfahren diskutieren. Die Kritiker von Trust-Region-Verfahren
beméngeln vor allem, dass die Richtung, in welche eine Losung p* des Teilpro-
blems zeigt, zumeist stark von der Wahl von A abhéngt (siehe Abb. 3.2) und
dass man die Richtung fiir einen Abstiegsschritt nicht von einer fiir den Schritt
vorgegebenen Lange abhédngig machen sollte.

Letzteres ist so, als ob man sich im Gebirge, wenn man dort einen Weg ins
Tal sucht, als Erstes eine Lénge fiir den néchsten Schritt vorgibt und man erst
anschlieflend eine geeignete Richtung wihlt. Auf der anderen Seite kennt man bei
den Verfahren, welche eine Schrittweitenbestimmung erfordern, zwar die Rich-
tung, in die man einen Abstieg erzielen mochte (die Verfahren unterscheiden sich
vor allem durch die Wahl der Richtungen), die Schrittweitenbestimmung kann
aber sehr viele Funktionsauswertungen erfordern, und es besteht die Gefahr, dass
Schrittweiten gewéhlt werden, die fiir den weiteren Verlauf des Verfahrens z. B.
zu klein und damit ungiinstig sind. In der Praxis haben sich aber beide Typen
von Verfahren bewéhrt, zum Teil in unterschiedlichen Zusammenhingen.
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3.2 Ein Modellalgorithmus

Wir wollen nun zunéchst nur Algorithmen mit einer Schrittweitenstrategie be-
trachten und in diesem Abschnitt ein Grundmodell fiir derartige Algorithmen
diskutieren. Zunéchst stellen wir eine einfache Bedingung bereit, mit deren Hilfe
wir leicht Abstiegsrichtungen in einem vorgegebenen Punkt angeben konnen.

Lemma 3.2 Es sei f e CHR"). Gilt firp
Vf(z)'p <0,

so ist p Abstiegsrichtung fir f in x.

Beweis. Die Definition der Richtungsableitung von f bei x in Richtung p liefert
t —
iy J@+tp) — f(2)

t—0+ t

= Vf(z)'p <. (3.3)

Folglich gilt fiir ein ¢; > 0

flz+tp) — f(x)
/

< 0, t e (0, tl]
Somit ist (3.1) richtig. W

Beispiel 3.3 Es sei f € CYR"), und es sei H € R™" eine positiv definite
Matriz. Fir ein x mit Vf(z) # 0 ist dann der Vektor p mit

p:=—HVf(z)

Abstiegsrichtung fir f in x, da gilt:
Vf(z)'p = —Vf(z)" HVf(z) <0.

Insbesondere erhdlt man fir H := 1 die Abstiegsrichtung

pi= Vi), (3.4)

Zu der Abstiegsrichtung in (3.4) bemerken wir:
Bemerkung 3.4 Nach (3.8) hat man fiir alle geniigend kleinen t > 0
fla+tp) = f(z) =tV f(z)"p+e(t)

mit e(t)/t — 0 fir t — 0+. Im Hinblick auf einen mdglichst grofien Abstieg
fir f in x, also einen maglichst kleinen Wert f(x + tp) — f(z), macht es Sinn,
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nach einer auf 1 normierten Richtung p zu fragen, welche im Fall V f(x) # 0 das

Problem
Minimiere ¥V f(z)Tp

u. d. N. Ilpl| =1

lost. Die eindeutige Losung dieses Problems ist

p*i==Vf(@)/ V()]
Denn mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung kann man den Zielfunktionswert von
Problem (3.5) fiir alle zuldssigen p durch

Vi@)'p = = Vi@|pl = = IVF(@)ll (3.6)

nach unten abschdtzen, wobei die untere Schranke offenbar gerade fiir p* ange-
nommen wird und damit den Minimalwert des Problems definiert. Die Eindeu-
tigkeit von p* folgt aus der Tatsache, dass man V f(z) # 0 und p # 0 hat und
daher Gleichheit in der Cauchy-Schwarz-Ungleichung in (3.6) genau dann vor-
liegt, wenn p = AV f(x) fir ein X # 0 ist. Mit (3.6) ergibt sich fir X als einzige
maogliche Wahl X\ .= =1/ ||Vf(x)||.

Die Richtung p := —V f(x) nennt man daher auch die Richtung des steilsten
Abstiegs fiir f in x. Man kann sie lokal als ,beste“ Abstiegsrichtung ansehen.
Global gesehen muss sie es jedoch nicht sein, wie auch im Gebirge die Richtung,
die vom Standpunkt aus - vielleicht nur fiir ein kleines Stiick - den steilsten Abstieg
liefert, global gesehen nicht notwendig die beste Richtung fiir einen Abstieg ins Tal
Sern muss.

(3.5)

Aufgabe 3.5 Sei A € R™" eine symmetrische positiv definite Matrix und

(z,9) , = 2" Ay, x,y € R" (3.7)
Wie sich leicht tberprifen lisst, wird durch (-,-), ein Skalarprodukt und, wie
aus der Analysis 2 bekannt ist, durch ||z||, = (x,x)ilﬁ eine Norm, eine sog.

elliptische Norm, auf dem R™ definiert. Es sei weiter f € CYR") und x ein
Punkt mit V f(x) # 0. Man zeige nun, dass

_ AT'Vf(=)
AT @)
die eindeutige Losung der Optimierungsaufgabe
Minimiere Y f(z)Tp
u. d. N. Ipll4 =1,
d.h. dass —A~'Vf(x) die Richtung des steilsten Abstiegs in x beziglich ||-|| ,

ist und dass fiir den optimalen Zielfunktionswert von (3.8) Vf(x)Tp* < 0 gilt.
(Dieses Ergebnis ist fiir Kapitel 8 von Interesse.)

* .

(3.8)

Wir wollen nun den folgenden Algorithmus betrachten, der ein Modell fiir
Algorithmen mit Schrittweitenbestimmung zur Losung von (P) darstellt.
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Modellalgorithmus 3.6

(0) (Initialisierung)
Wiihle 2° € R™. Setze k := 0.

(1) (Abbruchkriterium)
Falls Vf(x¥) =0 ist, stop!

(2) (Bestimmung einer Abstiegsrichtung)
Bestimme ein p* € R™ mit V f(a®)Tp* < 0.

(3) (Bestimmung einer Schrittweite)
Bestimme ein tp >0 mit f(z* +t;p%) < f(2F).

(4) (Bestimmung der néchsten Iterierten)
Setze "1 =k +typF, k =k +1 und gehe nach (1).

Im Hinblick auf Konvergenzuntersuchungen wird im Modellalgorithmus das
ideale Abbruchkriterium ,, Vf(2¥) = 0 verwendet. Fiir die Praxis ist dieses durch
ein realistisches Abbruchkriterium zu ersetzen. In diesem Zusammenhang wird
zumeist das Kriterium

IViah) <<

fiir ein vorgegebenes € > 0 genutzt. Man bedenke jedoch, dass es Funktionen wie
die Funktion f(x) := 107522 gibt, fiir welche Vf(z*) ~ 0 auch fiir Punkte z*
gilt, die noch weit von einer kritischen Losung z* des Problems entfernt sind.

Deshalb kann es beispielsweise sinnvoll sein, fiir den Abbruch eines Verfahrens
(zusétzlich) zu fordern, dass die Bedingung

|F(@®) = f D]/ |F@F Y] < 6y

iiber einige Iterationen hinweg fiir ein geniigend kleines §; > 0 erfiillt ist, da
dann keine signifikante Verminderung des Funktionswertes von f mehr zu erwar-
ten ist.! Letzteres Kriterium zielt darauf ab, dass die GréBe des beim Abbruch
eines Verfahrens erreichten Funktionswertes f(z*) in der Praxis hiiufig viel inter-
essanter ist als die Grofle der Abweichung Hmk -z H Ist man an der Genauigkeit
von x* selbst interessiert, so kann man (zusitzlich) auch das Kriterium

|2 =2/ la*] <

fiir ein 99 > 0 heranziehen.

Die zentralen Schritte (2) und (3) des Algorithmus sind prinzipiell ausfithrbar
(was nicht heifit, dass ein entsprechend spezifizierter Algorithmus auch konvergie-
ren muss). Denn in Schritt (2) kann man offenbar z. B. die Richtung steilsten Ab-
stiegs p* 1= —Vf(a*) als Abstiegsrichtung wihlen. (Es ist dort ja Vf(z*) # 0.)

IMit einer Iteration des Modellalgorithmus 3.6 - und analog jedes anderen Verfahrens - ist
das einmalige Durchlaufen der Schritte (1) bis (4) und mit der ¢-ten Iteration insbesondere das
Durchlaufen dieser Schritte fiir k£ := ¢ gemeint.
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Bei dieser Richtungswahl spricht man von dem Gradientenverfahren, das wir in
Abschnitt 5 genauer untersuchen wollen. Ferner existiert geméfl der Definition 3.1
einer Abstiegsrichtung und geméfi Lemma 3.2 immer eine Schrittweite t; > 0,
wie sie in Schritt (3) des Modellalgorithmus zu bestimmen ist.

Da der Wert ¢ (t) := f(z*+tp*) in der k-ten Iteration eines Verfahrens vom
Typ des Modellalgorithmus moglichst klein werden sollte, liegt es zumindest aus
theoretischer Sicht zunéchst nahe, als Schrittweite ein ¢, zu wéhlen, fiir welches

fla® + ") = min f (" + tp") (3.9)
t€|0,00

gilt, d. h., fiir welches die eindimensionale Funktion ¢, auf [0, 00) ein globales Mi-
nimum annimmt. Dass eine solche Minimumschrittweite existiert, werden wir un-
ter relativ schwachen Voraussetzungen in Abschnitt 4.1 zeigen. Aus numerischer
Sicht ist aber die Bestimmung des globalen Minimums einer nichtkonvexen Funk-
tion eine Aufgabe, die im Allgemeinen nicht oder bestenfalls nur ndherungsweise
gelost werden kann. Es wird deshalb erforderlich sein, auch noch andere Regeln
zur Bestimmung von Schrittweiten zu diskutieren.

Der Modellalgorithmus bricht also entweder nach endlich vielen Schritten mit
einer kritischen Lésung von (P) ab, oder er erzeugt eine unendliche Folge {z*}
mit

f") < f(@*) < f(2°), keN. (3.10)
Fiir jedes spezielle Verfahren vom Typ des Modellalgorithmus ist demnach zu
zeigen, dass eine solche durch das Verfahren erzeugte Iteriertenfolge fiir jeden
geeigneten Startpunkt z° mindestens einen Haufungspunkt besitzt und dass zu-
mindest ein Haufungspunkt oder, besser noch, dass jeder Haufungspunkt dieser
Folge eine kritische Losung von (P) ist. Bevor wir auf spezielle Verfahren, d. h.
spezielle Richtungs- und Schrittweitenstrategien eingehen werden, wollen wir ei-
ne Reihe von allgemeinen Aussagen zur Konvergenz des Modellalgorithmus selbst
herleiten. Diese Aussagen werden zum einen Richtungs- und Schrittweitenwah-
len motivieren und zum anderen fiir den Nachweis der Konvergenz im Spezialfall
niitzlich sein.
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3.3 Standardvoraussetzungen

Zunichst einmal stellen wir Standardvoraussetzungen bereit, auf die wir uns
durchgéngig beziehen werden:

(V1) feCYR™).
(V2) Fiir ein 2° € R" ist die Niveaumenge

No:=N(2°) ={z e R"| f(z) < f(z")} (3.11)

kompakt, wobei z° im Zusammenhang mit einem Verfahren der Startpunkt des
Verfahrens ist.

(V3) Der Gradient Vf ist auf Ny Lipschitz-stetig, d.h., es existiert eine
Konstante v > 0 derart, dass gilt:

IVf (@) = VIl < vlle—yll, 2,y e N. (3.12)

Gelegentlich, insbesondere fiir globale Konvergenzaussagen, werden wir zuséatzlich
noch folgende Bedingung voraussetzen (vgl. dazu Satz 2.29):

(V4) Die Niveaumenge Ny ist konvex, und f ist gleichmajf$ig konvex auf Ny,
d. h., es existiert eine Konstante 5 >0 mit

gt(l —t) e —yP+ftat(1 = )y) <tf(@)+A-0f(y), 2,y € No, t[0,1].

Diese Voraussetzungen haben einige Implikationen, welche in der nachstehen-
den Bemerkung erlautert sind.

Bemerkung 3.7 (i) Die Voraussetzung (V2) sichert nach Satz 2.42, dass das
Problem (P) eine Liosung besitzt. Zum anderen garantiert sie nach dem aus der
Analysis 2 bekannten Satz von Bolzano-Weierstraf$, dass jede Folge {xk} mit
k€ Ny bzw. mit f(2%) < f(2°) einen Hiufungspunkt in Ny hat. Wegen (3.10)
erzeugen Abstiegsverfahren solche Folgen.

(ii) Die Voraussetzung (V3) ist erfillt, wenn (V2) erfillt und f € C*(K) fiir
eine kompakte, konvexe Menge K O Ny ist. (Letzteres ist wegen (V2) offenbar
gegeben, wenn f € C*(R™) ist.) Denn dann existiert

,_ 2
7 i= max V£ (2)] (3.13)
und ist x +t(y —x) € K fir alle x,y € Ny und t € [0,1]. Fir

u(t) == Vf(zr+tly —x)), tel0,1],
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folgt dann fir alle z,y € Ny mit einem 9 € (0,1) nach dem Mittelwertsatz
u(l) —u(0) = u'(9) bzw.

Vi(y) = Vf(x) = Vi@ +d(y —2)) (y —x).
Letzteres impliziert die Ungleichung (3.12) mit v aus (3.13).

(i1i) Die Voraussetzungen (V1) und (V4) zusammen implizieren, dass die
gemaf$ (V4) konvexe Niveaumenge Ny kompakt ist, also (V2) gilt, und dass das
konvexe Optimierungsproblem ,Minimiere f(x) tber alle x € Ny “ genau eine
Léosung x* € Ny besitzt (Satz 2.43 fir Z := Ny). Demnach hat das Problem
(P) unter (V1) und (V4) genau eine globale Lisung x*, und diese ist die einzige
kritische Lésung von (P), die in Ny liegt (wende Satz 2.29 (i) auf K := Ny und
einen kritischen Punkt y € No an). Wenn f idberdies auf dem ganzen Raum
R™ gleichmdfig konvex ist, ist x* die einzige kritische Losung von (P) (Korollar
2.50).

Da die Voraussetzung (V4) in der Praxis fiir ein f normalerweise nur dadurch
verifiziert werden kann, dass man zeigt, dass f auf R™ gleichmdf$ig konvex ist,
sprechen wir der Einfachheit halber auch im Fall, dass nur (V4) vorausgesetzt
wird, von der eindeutigen Losung x* von (P), obwohl dann (P) auch noch lokale
Losungen auflerhalb von (P) besitzen kann.

Als Beispiel betrachten wir quadratische Funktionen.

Beispiel 3.8 FEs sei (Q € R™"™ symmetrisch und positiv semidefinit und f die
somit konvexe quadratische Funktion

1
f(z) = §mTQa: +clz+a, 1ER™

Unter Verwendung der oberen Schranke aus (2.22) und der Symmetrie von Q
erhdlt man dann, wenn \;(A) die Eigenwerte einer Matriz A € R™ ™ bezeichnet:

IVf@) = VI = 1Q (@ = y)II* = [Q(« = )" Q (z —y)
=(z =) Q"Q(r —y) < \nax(QTQ) [|lz — y]’
= Amax(@°) 12 = Y11 = Ponax (@) 1 = 9]I*
Wenn @Q positiv definit ist, geniigt f also neben (V1) auch der Voraussetzung
(V3) mit
Y = Amax(Q) > 0, (3.14)

wobei dieses v offenbar die kleinst mdgliche Konstante fir f ist, fir welche (V3)
gilt. Ist Q positiv definit, so ist zusdtzlich (V4) erfillt (Lemma 2.34) und damit
auch (V2) (Bemerkung 3.7 (iii)). Es kann dann insbesondere

ﬁ = Amin(Q) >0 (315)
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gewdhlt werden. Fir positiv definites Q) gilt somit gemdfS (2.21) hinsichtlich der
Spektralnorm
Amax (@) Y

cond(Q) = o (Q) =5 (3.16)

Dabei ist 5 die gleichmdflige Konvexititskonstante von f und v die Lipschitz-
Konstante von Vf.

3.4 Hilfsmittel

In diesem Abschnitt stellen wir einige Hilfsmittel bereit, die wir zur Untersuchung
des Modellalgorithmus benotigen werden.

In jeder Iteration des Modellalgorithmus 3.6 sind, ausgehend von einem Punkt
x mit Vf(z) # 0, eine Abstiegsrichtung p, eine Schrittweite ¢ > 0 und damit ein
neuer Punkt x+tp zu bestimmen, so dass ein Abstieg beziiglich des Funktionswer-
tes von f erzielt wird. (Der Einfachheit halber lassen wir hier den Iterationsindex
weg.) Das folgende Lemma gibt fiir solche Vektoren z und p ein Intervall von
Schrittweiten an, in dem die Funktion

b(t) == fx) = f(x +ip) (3.17)

positive Werte annimmt und demnach eine Reduktion des Zielfunktionswertes
von Problem (P) moglich ist.

Lemma 3.9 FEs seien (V1) und (V2) erfillt und
€Ny, peR™ mit Vf(z)'p<0

gegeben. Dann besitzt die in (3.17) definierte Funktion 1 € Cl( ) eine kleinste
positive Nullstelle t := t(x,p) > 0, und es gilt mit einem r >t

U(t) >0, te(0,t); z+tpe Ny, tel0,i]; x+tpg Ny, ¥(t) <0, t>r

Beweis. Es ist ¢(0) = 0, und es folgt

V() ==V f+tp)p,  ¢(0)=-Vf(x)'p>0. (3.18)

Somit existiert ein § > 0, so dass ¢(t) > 0 fiir alle t € (0,0) gilt. Da N
beschrankt und p # 0 ist, hat man ferner x +tp ¢ N, fiir alle gentigend grofien
t > 0 und hat man somit fiir diese ¢

flx+1tp) > f(a") = f(2).
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Also existiert ein k > 0, so dass x + tp ¢ Ny sowie 1(t) < 0 fiir alle ¢ > & gilt.
Damit ist die Menge

N = {te5,x]| () =0}

der Nullstellen von ) nichtleer. Sie ist ferner kompakt, so dass nach dem Satz
2.39 von Weierstra$ ein f := mingen t, d.h. eine kleinste positive Nullstelle exi-
stiert. Mit den anfangs genannten Eigenschaften von v schliefit man daher, dass
Y(t) > 0 fiir t € (0,1) sowie () > 0 fiir ¢ € [0,] gilt und damit x > ¢ ist.
Weil x in Ny liegt, impliziert Letzteres

fle+tp) < f(z) < f(2")

und somit = +tp € Ny fiir alle t € [0,7]. W
Unter den Voraussetzungen (V1) - (V4) konnen wir einige sehr niitzliche
Abschéatzungen fiir gleichméfig konvexe Funktionen beweisen. Es sei daran erin-

nert, dass das Problem (P) unter diesen Voraussetzungen eine eindeutige Losung
x* besitzt (Bemerkung 3.7 (iii)). Wegen f(z*) < f(2°) liegt diese in Np.

Lemma 3.10 Es seien (V1)-(V4) erfillt, und es sei z* € Ny die Lisung von
(P). Ist weiter B die gleichmafige Konvezititskonstante aus (V4) und ~ die
Lipschitz-Konstante aus (V3), so gilt fir alle x,y € Ny:

(i) 5y — 2P+ @)y~ ) < F)— () < Ly — 2l +VF @)y — ),
(ii) Blly — ol < (VF(y) - VI@) @y — 1),

(i) Dl — oI < £(x) ~ S,

(iv) ||z — 2] < %Ilvf(x)\l,

. 1 2
(v) f(x)— f(z*) < 2 |Vf ()],

(vi) % VI @) < f(2) - f(a°).

Beweis. Seien z, y und z* wie vorgegeben. Man beachte, dass Ny gemifl (V'4)
eine konvexe Menge ist und somit x + s(y —x) € Ny fiir alle s € [0,1] gilt.

(i) Die linke Ungleichung von (i) wird durch (V4) impliziert (vgl. Satz 2.29
(iii)). Sei nun ¢ € C[0,1] durch ¢(t) := f(x + t(y — x)) definiert. Dann ist

¢(s) = Vf(z+sly— ) (y - 2)
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und
1
fy) = f(x) = 6(1) — 6(0) = ¢'(0) + /0 [¢(s) — ¢'(0)] ds. (3.19)
Unter Verwendung der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und von (V'3) gilt dabei

/0 6/(s) — ¢/(0)] ds = / VF (@4 5 (y — 2)) — V@) (y — 2)ds
< / I9F (& + 5 (g — ) — @) 1y — ]| ds

v
< [ sl = alas =y -l (3.20)
0

Damit ergibt sich die rechte Ungleichung von (i) aus (3.19).
(ii) Die linke Ungleichung in (i) liefert

Sy =2l + V@)l - 2) < ) - (o)

und, mit vertauschten Rollen von x und v,

g
Sy =2l + Vi) (@ —y) < f(2) = [().
Addition von beiden Ungleichungen ergibt die gewiinschte Beziehung.

(iii), (iv) Fir y := x und z := 2* folgt wegen Vf(z*) = 0 aus der linken
Ungleichung von (i) die Abschétzung in (iii) und aus der Ungleichung in (ii) die
Abschéitzung in (iv) mit

Bllz —a*|* < Vf(2) (x — ") < IV f(2)|llx — 2.

(v) Die Funktion

ge(h) == ghTh +Vf()'h, heR"

ist nach Lemma 2.34 gleichméfig konvex und nimmt folglich ihr Minimum in
genau einem Punkt A* an, fiir den gilt:

1
Vg.(h*)=0 << PR +Vf(x)=0 & h"= —EVf(x).
Wegen der Kompaktheit von Ny und unter Verwendung von (i) folgt damit

ga(?) = —% IV 7(@)|? = min g.(h)

heR™

yENo y€Ng

< win {f(y) = f(2)} = f(&7) - f(@).

< min sy~ o) = mip {5 Iy = ol + V70 (0 )}
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(vi) Es sei g =2 — %Vf(x) Wir zeigen zunéchst, dass g € Ny ist. Da dies
fir Vf(x) =0 trivial ist, konnen wir dabei Vf(z) # 0 annehmen.

Nach Lemma 3.9, angewandt auf p := —Vf(z), besitzt die Funktion

X(t) = f(x) = f(x = tVf(z)), t=0,

eine erste positive Nullstelle ¢ und ist [z — tVf(z)] € Ny fiir alle ¢ € [0,1]. Ferner
folgt mit der rechten Ungleichung von (i)

0= f(z —EVf(2)) - f(z) < %52 IVf(@)I° = IV £ ()]

und daraus £ > 2/y > 1/v. Demnach ist § € Ny. Unter Ausnutzung der Opti-
malitdt von z* und der von Aussage (i) erhalten wir schliefllich

1

2 1 2 2
IVf ()] —;HVf(x)H :—EHVf(w)H . u

Bemerkung 3.11 Fir f(x) = %xTx konnen wir gemdaf Beispiel 3.8

BZAmiH<]): 17 vamax(I):l

wdhlen. Wie man leicht nachpriift, gelten fir dieses f alle Ungleichungen in Lem-
ma 3.10 mit Gleichheit. Sie kénnen also nicht mehr verschérft werden.

Man beachte, dass die gleichméflige Konvexitédt von f unter den Vorausset-
zungen von Lemma 3.10 also insbesondere eine obere Abschitzung des Fehlers
|lx —«*|| durch f(x) — f(z*) liefert, was fiir den Nachweis der Konvergenz
von Verfahren genutzt werden wird. Eine obere Abschéitzung umgekehrt von
f(x) — f(z*) durch ||z —z*|| hat man ja fiir jede Lipschitz-stetige Funktion,
also fiir jede Funktion f € C'(R").

3.5 Bedingungen an die Schrittweiten

Als die ersten Verfahren zur Losung unrestringierter Optimierungsprobleme ent-
wickelt wurden, wurde immer wieder Konvergenz von Verfahren bewiesen, die
sich ,nur“ durch die Schrittweitenregel unterschieden. Es war daher irgendwann
sinnvoll zu fragen, welche Eigenschaften eine Schrittweitenregel besitzen sollte,
damit Konvergenz fiir ein Verfahren nachgewiesen werden kann. Die Herleitung
zweier Bedingungen in diesem Zusammenhang, welche zu den Definitionen ei-
ner effizienten und einer semieffizienten Schrittweitenregel fithren werden, sind
Thema dieses Abschnitts.
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Lemma 3.9 gibt fiir ein  und eine Abstiegsrichtung p ein offenes Intervall
(0,t) an, in dem die Funktion

() = f() — Sz + tp) (3.21)

positiv ist, also der Zielfunktionswert von Problem (P) verkleinert werden kann.
Es ist jedoch zu vermuten, dass die Iteriertenfolge eines Abstiegverfahrens bei
einer, je nach Entfernung von dem angestrebten kritischen Punkt, zu geringen
Verminderung des Zielfunktionswertes von (P) pro Iteration nicht konvergieren
konnte (s. [Alt02, S. 76] fiir ein Beispiel). Wegen 9(0) = v(#) = 0 sollte daher die
Schrittweite nicht zu nahe bei 0 oder # liegen bzw. sollte () geniigend grof sein.
Das néichste Lemma dient dazu, eine geeignete Forderung an die Schrittweiten zu
formulieren.

Lemma 3.12 FEs seien (V1)—~(V3) erfillt und
r €Ny, peR™ mit Vi(z)'p<0

gegeben. Weiter sei t := t(x,p) > 0 die nach Lemma 8.9 existierende erste
positive Nullstelle von 1 in (3.21). Dann gilt:

(i) {Z_zm)fp;:£>o
7 Il

(ii) (t) = =t Vf(@)Tp— 2 pl* = (0), te0.8].

Beweis. Nach Lemma 3.9 hat man x + tp € N, fiir alle ¢ € [0,£]. Weiter ist
¥(0) =0 und somit

B(E) = (0 + / [W/(s) — ¥/(0)] ds.

Fiir alle ¢ € [0,#] folgt daher unter Anwendung von (V'3) mit einer #hnlichen
Abschitzung fiir das Integral wie in (3.20)

)= 1o+ 1) = =75 - [ [Vf(e + 5p) — VF @) pds

> —tVf(2)"p — 2 |lpll*. (3.22)
Damit ist (ii) bewiesen. Setzt man t := £ in (3.22) ein, so erhilt man wegen

Y(t) = 0 die Abschétzung in (i).
In Lemma 3.12 werden ein £ € [0,7] und die Parabel

U(t) == —t V@) p— 2 bl teR
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definiert. Wie man nachrechnet, gilt insbesondere ¥(0) = ¥(¢) = 0 und nimmt
die Funktion ¥ ihr Maximum bei

t  1Vf(x)"p
— = 0,t 3.23
R P 52

an. Das Maximum von ¥ hat den Wert

gy L Vf(:c>Tp}2
gﬁﬁwﬁ)_ (2»_27{ Ipl] : (3.24)
A
Y
. U(t)
U(F/2) femmmmer e L
" P EERINI0
- L N
/ . \
/ Do \
/ \
. P \ t
te t/2 tu P

Abb. 3.3: Schrittweitenbedingung

Nach Lemma 3.12 gilt ferner 1 (¢) > W(t) fiir alle ¢ € [0,]. Wiinschenswert
ist es nun, dass ¥(t), d. h. die Verminderung des Zielfunktionswertes von f beim
Ubergang von  zu x4+ tp, die GréBenordnung von {Vf(z)"p/ ||p||}? besitzt und
idealerweise groBer oder gleich dem maximalen Wert von U aus (3.24) ist (vgl.
Abb. 3.3). Letzteres ist insbesondere fiir eine Minimumschrittweite (3.9) der Fall,
wie mit Satz 4.3 gezeigt werden wird. Aus diesem Grund definiert man:

Definition 3.13 Eine Schrittweitenregel heifit effizient (mit Konstante 9), wenn
sie jedem Paar

€Ny, p€R™ mit Vf(z)"p<0
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ein wohldefiniertes (nicht notwendig eindeutig bestimmtes) t := t(z,p) > 0 zu-
ordnet und wenn ein von x, p und t unabhdingiges ¥ > 0 existiert, so dass gilt:

f(l‘)—f(wrtp)zﬁ{%} : (3.25)
Gilt entsprechend nur
f(z) = f(z+tp) = Ymin (—Vf(w)Tp, {%} ) : (3.26)

so heifit die Schrittweitenregel semieffizient. Bei Verwendung einer effizienten
bzw. semieffizienten Schrittweitenregel bezeichnen wir auch kurz die Schrittweiten
selbst als effizient bzw. semieffizient.

Spellucci [Spe93] fithrt fiir eine Schrittweitenregel das Prinzip des hinreichen-
den Abstiegs ein, welches die Bedingung (3.25) der Effizienz unmittelbar impli-
ziert. (Eine Motivation dafiir wird in [Alt02] gegeben.) Der Begriff einer effizien-
ten Schrittweitenregel geht auf die in diesem Zusammenhang grundlegende Arbeit
[WaWeT77] von Warth und Werner zuriick. Er wurde von Kosmol [Kos89] aufge-
griffen, der zusétzlich den Begriff der semieffizienten Schrittweitenregel definier-
te. Da jede effiziente Schrittweitenregel offenbar auch semieffizient ist und man
sich diese Implikation anhand der gewéhlten Benennungen gut merken kann, ha-
ben wir diese Bezeichnungen iibernommen. (Alle unten in Kapitel 4 eingefithrten
Schrittweitenregeln sind somit zumindest semieffizient.)

Fiir manche Verfahren kann man Konvergenz beweisen, wenn sie mit einer effi-
zienten Schrittweitenregel verbunden werden, wéhrend dies fiir eine semieffiziente
Regel nicht gelingt oder bisher nicht gelungen ist. Die Bezeichnungen in Defini-
tion 3.13 sind aber insofern etwas irrefithrend, als sie nichts iiber die numerische
Effizienz eines Verfahrens bei Verwendung einer entsprechenden Regel aussagen
und eine ,semieffiziente“ Schrittweitenregel im Hinblick auf die Konvergenzge-
schwindigkeit oder den numerischen Aufwand eines Verfahrens nicht notwendig
weniger effizient als eine , effiziente® ist.

3.6 Konvergenzaussagen

Wir kehren nun zu dem Modellalgorithmus 3.6 zuriick. Wie wir dort festgestellt
haben, ist dieser generell durchfithrbar. In diesem Abschnitt wollen wir Kon-
vergenzaussagen fiir dieses allgemeine Modell eines Abstiegsverfahrens beweisen,
wobei wir das Modell nur insoweit spezifizieren, als dass wir voraussetzen, dass in
Schritt (3) eine effiziente Schrittweitenregel verwendet wird. Anschlieflend wer-
den wir fiir eine wichtige Klasse von Abstiegsrichtungen auch Konvergenz des
Verfahrens fiir semieffiziente Schrittweiten zeigen.
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Wir beginnen damit, dass wir in dem folgenden Lemma unter den relativ
schwachen Voraussetzungen (V1) und (V2) einige, zum Teil offenkundige Aus-
sagen fiir den Modellalgorithmus zusammenfassen. Es sei daran erinnert, dass
die Niveaumenge Ny in (V2) durch den Startpunkt z° des Verfahrens definiert
wird und dass die Voraussetzungen (V1) und (V2) die Existenz einer globalen
Losung des unrestringierten Optimierungsproblems (P) garantieren (Bemerkung
3.7). Folglich diirfen wir ,,mingecg» f(x)*“ schreiben.

Lemma 3.14 FEs seien (V1) und (V2) erfillt, und der Modellalgorithmus 3.6 sei
mit einer beliebigen Schrittweitenregel versehen. Dann gilt fiir alle k:?

(i) f(zFh) < f(ak) < f(29).

(i) 2% € Ny.
Bricht der Algorithmus nicht nach endlich vielen Schritten mit einer kritischen
Lésung von Problem (P) ab, so erzeugt er eine unendliche Folge {x*} mit fol-
genden Eigenschaften:

(i) {x*} besitzt einen Hiufungspunkt.

(iv) limg_ oo f(2F) = f fiir ein f > mingegpn f(z).

(v) Gilt zusitzlich limy_ . Vf(z*) =0, so folgt:

(o) Jeder Hiufungspunkt von {x*} ist kritische Lésung von (P).

(3) Hat (P) genau eine kritische Lésung x* in Ny, so ist limy_,o 2% = 2.

Beweis. Aussage (i) ist nach Konstruktion des Algorithmus trivialerweise erfiillt
und impliziert Aussage (ii). Ist {z*} eine unendliche Folge, so folgt aus (ii) wegen
(V2) die Aussage (iii) (vgl. Bemerkung 3.7). Schliefllich garantiert Aussage (i)
wegen
min () < J(@*) < f2), k€N,

dass die Folge der Funktionswerte {f(2*)} monoton fallend und nach unten
beschrankt ist. Dies hat die in (iv) angegebene Konvergenz zur Folge.

Es gelte nun limy o, Vf(2%) = 0. Ist 2* ein Hiufungspunkt von {z*}, so
existiert eine Teilfolge {z*} von {2*} mit lim, ,, 2% = 2* und folgt wegen der
vorausgesetzten Stetigkeit von Vf

0 = lim Vf(2*) = Vf(z").

1—00

Also ist die Aussage (o) richtig.

2Wir schreiben ,fiir alle k%, wenn nicht klar ist, ob die Iterierten z* nur fiir endlich viele

k definiert sind, da der Algorithmus nach endlich vielen Schritten mit einer kritischen Losung
abbricht. Erzeugt er eine unendliche Folge {z*}, so machen wir dies durch einen Zusatz wie
»k € Ng“ deutlich.
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Jetzt sei angenommen, dass (P) genau eine kritische Losung z* in Ny besitzt.
Wiirde {z*} nicht gegen z* konvergieren, dann existierte ein ¢ > 0, so dass fiir
unendlich viele 2*, d. h. fiir eine Teilfolge {2*} von {z*} gelten wiirde:

>e,  ieN (3.27)

kal —x*

Weil zFi gemifl Aussage (ii) in Ny liegt und Ny gemifl (V2) kompakt ist, kénnte
dann jedoch aus {z%} eine konvergente Teilfolge {z"1} ausgewihlt werden, die
nach Aussage («) notwendig gegen den einzigen kritischen Punkt * von (P) in
Ny konvergieren wiirde. Letzteres steht aber im Widerspruch zu (3.27), wie man
sieht, wenn man dort 7 :=4; mit j € N setzt. Damit ist alles bewiesen. W

Aufgabe 3.15 Unter den Voraussetzungen von Lemma 3.1/ (iii) und (iv) be-
weise man: Sind x* und x** zwei Héiufungspunkte der Folge {x*}, so ist f(x*) =
fa).

Wenn man von Konvergenz eines Verfahrens zur Losung des unrestringierten
Optimierungsproblems (P) spricht, meint man damit im Allgemeinen, dass jeder
Haufungspunkt der durch das Verfahren erzeugten Iteriertenfolge eine kritische
Losung von (P) ist (siehe Aussage (o) von Lemma 3.14). Im Fall, dass (P) eine
eindeutige Losung besitzt, folgt dann unter den Voraussetzungen des Lemmas
auch die Konvergenz der ganzen Folge (Aussage () von Lemma 3.14).

Wir sind nun in der Lage, den zentralen Konvergenzsatz fiir den Modellalgo-
rithmus zu beweisen. Mit Hilfe dieses Satzes werden wir spéter auch die Konver-
genz von speziellen Verfahren verifizieren.

Satz 3.16 Es seien (V1) und (V2) erfillt. Der Modellalgorithmus 3.6 sei mit
einer effizienten Schrittweitenregel versehen und breche nicht nach endlich vielen
Iterationen mit einer kritischen Losung von Problem (P) ab. Weiter gelte fir die
durch ihn erzeugten unendlichen Folgen {x*} und {p*} die Zoutendijk-Bedingung

_ VfEMT
IV (@) I

Zai =00 fir oaf:= (3.28)
k=0
Dann folgt:

(i) Die Folge {x*} hat mindestens einen Hiufungspunkt, der kritische Losung
von (P) ist.

(i1) Sind zusdtzlich (V3) und (V4) erfullt und ist x* die dann existierende
eindeutige Losung von (P), so gilt limy_,. 2% = z*.

Beweis. Wir nehmen an, dass der Algorithmus nicht nach endlich vielen Schritten
abbricht. Da die Schrittweitenregel im Algorithmus effizient ist, gilt dann mit
einem v > 0 fiir alle k

2
Tl }:ﬁaiHVﬂx’“)H%o. (3.29)
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(i) Durch Summation von (3.29) fiir k=0, ...,¢ erhalten wir

Z@i HVf(x 2 %Z k+1>] _ % [f(xo) _ f(xéJrl)} _

Folglich bekommen wir unter Verwendung von Lemma 3.14 (iv) durch Grenz-
iibergang fiir ¢ — oo

Zaz HVf(ack)H2 < % [f(xo) — f} < 0. (3.30)
k=0

Wire nun kein Hiufungspunkt von {z*} kritischer Punkt von (P), so exi-
stierte ein € > 0 mit
e < ||VF(")||, k€N (3.31)

(Denn sonst giibe es eine Teilfolge {1} von {z*} mit lim, . Vf(z*) = 0;
da Lemma 3.14 aber genauso fiir die Folge {z%/} giiltig ist, folgte daraus die
Existenz eines Hiufungspunktes von {2%} und damit eines Hiaufungspunktes
von {x*}, der kritische Lésung von (P) wire.) Mit (3.31) wiirde aber aus (3.30)

die Abschétzung
Z < Zo‘k IV ("

folgen, welche der Vorausgesetzten Zoutenduk—Bedmgung widerspricht.

(ii) Aus (3.29) konnen wir mit Aussage (v) aus Lemma 3.10 die folgende
Abschétzung gewinnen:

2 *
fah) = f(@*) = 9o [V M) > 28903 [f(2*) - f(2)].
Auflésen dieser Abschiitzung nach f(z**!) — f(z*), Mehrfachanwendung des er-

haltenen Ergebnisses sowie Verwendung der Beziehung 1+ x < e”, x € R, liefern

0< f@Mh) — f(a*) < (1—289a3) [f(2") — f(z7)]

k

< [f=%) = f@)] ] (1 - 289q7)

=0
< [f(2°) = f(2%) exp( 2519204 ) :
Da die Zoutendijk-Bedingung limy_,, Ef:o a? = oo impliziert, kénnen wir damit
lim f(z*) = f(2")
k—o0

schliefen. Die Konvergenz z*

Lemma 3.10 (iii).

— 2* (k — o00) ist nun eine Konsequenz von
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Bemerkung 3.17 Im Fall, dass (V1)~(V4) erfiillt sind, wird die Konvergenz des
Modellalgorithmus 3.6 vollstindig durch die Zoutendijk-Bedingung beschrieben.
Denn dann gilt auch die Umkehrung der Aussage (ii) von Satz 3.16, dass die
Konvergenz von {x*} die Zoutendijk-Bedingung impliziert (vgl. [WaWe77]).

Der Winkel <t(u,v) zwischen zwei Vektoren w,v € R"\{0} wird bekanntlich
iiber die Beziehung

ulv
05 (€ 2) = o]
definiert. Somit ergibt sich fiir ay, aus (3.28)
vf(xk>Tpk k k
ap = — = cos (<(—=Vf(z"), p")) > 0.
e - )

Die Zoutendijk-Bedingung impliziert demzufolge, dass die Konstante oy, fiir k£ —
oo nicht zu schnell gegen 0 bzw. der Winkel zwischen —Vf(2*) und p* nicht zu
schnell gegen 90° streben darf (siche Abb. 3.4).

Abb. 3.4: Winkel zwischen —V f(2*) und p*

Die Zoutendijk-Bedingung ist offenbar fiir das Gradientenverfahren mit oy =

1 erfiillt und allgemeiner fiir jedes Verfahren erfiillt, fiir das mit einem o > 0
gilt:

Qp > 0, k € Np. (332)
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Verfahren mit der Eigenschaft (3.32) bezeichnet man als gradientendhnliche Ver-
fahren. Demnach ist Satz 3.16 insbesondere fiir gradientenédhnliche Verfahren re-
levant. Zu diesen Verfahren gehoren, wie in Aufgabe 3.19 gezeigt werden soll, die
wichtigen Verfahren, bei denen die Richtung

p* = —H, Vf(2") (3.33)

mit einer symmetrischen, positiv definiten Matrix Hy € R™*"™ gewéahlt wird (vgl.
Beispiel 3.3) und bei denen fiir alle k£ die Bedingung

m||z||” < 2T Hyr < M ||z|*, = eR", (3.34)
mit Konstanten m, M > 0 erfiillt ist.

Bemerkung 3.18 Sind die Hy'’s fiir alle k symmetrische Matrizen, welche der
Bedingung (3.34) geniigen und damit positiv definit sind, so folgt

0<m S Amin(Hk) S >\maX<Hk) == ||Hk|| S Ma (335)

wobei Amin(Hy) der kleinste und Amax(Hy) der grifite Eigenwert von Hy, ist (vgl.
Lemma 2.19 und Bemerkung 2.20). Demnach impliziert die Bedingung (3.34),
dass die kleinsten Figenwerte der Hy’s ,gleichmdflig von Null weq beschrdnkt “
sind. Man sagt in diesem Fall auch, dass die Hy’s gleichmdf$ig positiv definit sind.

Verfahren des zuletzt genannten Typs sind gradientendhnlich.

Aufgabe 3.19 Zeigen Sie, dass Verfahren mit einer Richtungswahl wie in (3.33)
unter der Voraussetzung, dass die Hy’s symmetrische Matrizen sind, welche fiir
alle k die Bedingung (3.34) erfiillen, gradientendihnlich sind.

Fiir solche Verfahren kénnen wir nun - sogar in Verbindung mit einer semieffi-
zienten Schrittweitenregel - zu einer starkeren Konvergenzaussage als der in Satz
3.16 gelangen. Denn letztere ist sehr schwach, da sie nicht ausschlieit, dass die
durch das Verfahren erzeugte Iteriertenfolge {z*} Hiufungspunkte besitzt, die
nicht kritische Punkte von (P) sind.

Satz 3.20 Es seien (V1)—(V3) erfillt, und der Modellalgorithmus 3.6 sei mit
einer semieffizienten Schrittweitenregel mit Konstante v > 0 wversehen. Weiter
gelte fir alle k

p* = —H, Vf(z"), (3.36)

wobei die Hy’s symmetrische Matrizen seien, welche mit Konstanten m, M > 0
fiir alle k der folgenden Bedingung gentigen:

m|z||” < 2T Hpr < M ||z|*, 2z €R"™ (3.37)
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Bricht dann der Algorithmus nicht nach endlich vielen Schritten ab, so hat man:
(i) Jeder Hiufungspunkt von {x*} ist kritische Lésung von (P).
(ii) Besitzt (P) genau eine kritische Lisung x* in Ny, so gilt limy,_,o 2% = 2*.
(111) Ist auch (V4) erfillt und x* die dann existierende eindeutige Lisung von

(P), so folgt limy_,o0 2% = x* und gelten mit Konstanten v € (0,1) und ¢ > 0
die Abschdtzungen

0< f(=") = fl@") < v [f(a*) = f(@)], keN, (3-38)

und

<c(Ww)', ke, (3.39)

ka —x*
wobei v definiert ist durch

v:=1— 289 min (m, mZ/MQ) )

Beweis. Gemif (2.17) und Bemerkung 3.18 haben wir
||HkH - )\max(Hk> S M (340)
Damit erreichen wir unter Verwendung von (3.26)

f($k> o f($k+1) > 9 min <—Vf(l'k)Tpk, {Vf’(;k>‘| p } )

VﬂﬁmevuﬂF
[Hi Vf (25)]

= ¢ min (Vf(ﬂ:k)THk Vf (), {

m |V
M ||Vf (zF))|

> ¢ min m”Vf(mk)HQ,{

: m?
=1 min (m, W) HVf(Ik)H2 . (3.41)
Da Aussage (iv) von Lemma 3.14 den Grenzwert
lim [f(a*) = F@*)] = 0

impliziert, schlieBen wir aus (3.41) die Konvergenz Vf(x*) — 0 (k — 00). Aus-
sagen (i) und (ii) folgen nun mit Lemma 3.14 (v). Der Beweis der Aussage (iii)
wird als Aufgabe 3.21 gestellt. B

Aufgabe 3.21 Man beweise Satz 3.20 (iii).

Die zweite Abschitzung in (3.38) ist moglicherweise pessimistisch. Die Ab-
schiatzungen in (3.38) und (3.39) zeigen aber, dass der Modellalgorithmus unter
den Voraussetzungen und Spezifikationen von Satz 3.20 (iv) beziiglich der Folge
der Funktionswerte {f(z*)} mindestens Q-linear und beziiglich der Iteriertenfol-
ge mindestens R-linear konvergiert.
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3.7 Losungen der Aufgaben

Aufgabe 3.5 Fiir p € R™ erhélt man mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir
den Zielfunktionswert von Problem (3.8) die folgende Abschétzung nach unten.

Vi@)'p = (Vi) A™") Ap = (A7'Vf(x),p) ,
_HA lvf HAHpHA

Dabei wird die untere Schranke fiir p* angenommen, denn es gilt ||p*||, =1 und

Vi@ AVf (@) (AT'Vf(x)" A(ATVf ()

T % _ _
VO = el A=V (2)]| 4
AW
|A-LVF (2)]] 4 || Vif (x ||A||p 4 (3.42)

Somit ist p* eine Losung des Problems (3.8). Da A™! nichtsingulir und Vf(z) #
0 ist, folgt weiter A7'Vf(z) # 0 und damit nach (3.42) Vf(z)"p* < 0. Die
Eindeutigkeit von p* erschliet man wie fiir den in Bemerkung 3.4 betrachteten
Fall A:=1.

Aufgabe 3.15 Gemif Lemma 3.14 (iv) konvergiert die Folge der Funktionswerte

{f(«z*)} und damit auch jede ihrer Teilfolgen gegen ein f. Wenn {z*} und {24}
Teilfolgen von {z*} sind, welche gegen x* bzw. 2** konvergieren, folgt daher aus
der Stetigkeit von f

lim f(z%) = f(@*) = f = lim f(e") = f(&™).

1—00 1—00

Aufgabe 3.19 Fiir alle k folgt mit (3.34) und (3.35)

o — — Vf(xk)Tpk _ Vf(xk)THk Vf(]?k)
T TINEOTT  TFER TH @]
L G0l

™0
M||Vf(1”“)||2 M

Aufgabe 3.21 Sind (V'1)—(V4) erfiillt, so besitzt (P) einen eindeutigen kritischen
Punkt z* in Ny, welcher die eindeutige Losung von (P) ist (Bemerkung 3.7). Nach
Aussage (ii) gilt somit limy_,, 2% = 2*. Weiter ist nach Lemma 3.14 (ii) 2% € Ny
fir alle £ und hat man somit nach Aussage (v) von Lemma 3.10

IVf (2)||* > 28 [f(a*) = f(¥)] > 0.
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Damit liefert die Abschétzung in (3.41)

) = 1) 2 290min (m, 50 ) [£04) — ()] 2 0

bzw.
2

s ) L) = )] 2 1) = )

Addition von f(a*) — f(z*) auf beiden Seiten liefert die Ungleichung in (3.38).
Mit Lemma 3.10 (iii) und (3.38) schliefit man

B
2

—2[9 min (

2

*

< f@®) = f@) <v [f="h) = fa)]
< L SUR[FED) - fah)].

Letzteres impliziert v > 0 und die Abschéitzung in (3.39) mit. Dass v < 1 ist,
folgt wegen 23¢9 min (m, m?/M?) > 0.

|2* — =
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4 Schrittweitenregeln

Die Konstruktion von konkreten Verfahren zur Losung des unrestringierten Op-
timierungsproblems

(P):  Minimiere f(z) iiber alle z € R",

welche vom Typ des Modellalgorithmus 3.6 sind, erfordert die Festlegung einer
Regel zur Bestimmung einer Abstiegsrichtung in der aktuellen Iterierten und
einer Regel zur Berechnung der Schrittweite fiir diese Richtung. Da nun bekannt
ist, welche Bedingung die von einer bestimmten Regel erzeugten Schrittweiten im
Hinblick auf die Konvergenz eines Verfahrens erfiillen sollten (Definition 3.13), ist
es moglich, diese beiden Schritte zur Spezifikation eines Verfahrens voneinander
zu trennen.

In diesem Kapitel wollen wir einige bekannte Regeln fiir die Schrittweitenbe-
stimmung vorstellen und zeigen, dass diese effizient oder semieffizient sind. Sofern
erforderlich, werden wir auch Verfahren zu ihrer Berechnung diskutieren. Wir be-
ginnen in Abschnitt 4.1 mit Regeln, welche die sog. exakten Schrittweiten, die
Minimumschrittweiten und die Curry-Schrittweite, beinhalten. In Abschnitt 4.2
werden wir die Armijo-Schrittweite einfiihren, welche unter allen Schrittweiten
die am einfachsten zu berechnende, aber im Unterschied zu allen anderen hier
behandelten auch nur semieffizient ist. AnschlieBend werden wir in Abschnitt 4.3
die Wolfe-Powell-Schrittweitenregel sowie einen Algorithmus fiir deren Berech-
nung angeben. Zuletzt werden wir in Abschnitt 4.4 eine wichtige Variante dieser
Regel, die strenge Wolfe-Powell-Schrittweitenregel, untersuchen.

Wir setzen hier generell die Bedingungen (V'1)—(V3) voraus und betrachten
wieder einen Punkt x € Ny und eine Abstiegsrichtung p in z, fiir welche eine
Schrittweite bestimmt werden muss, d. h., wir betrachten ein Paar von Vektoren

€ Ny, p€R" mit Vf(z)'p<O0. (4.1)

Insbesondere ist also Vf(z) # 0 und x somit kein kritischer Punkt.

4.1 Exakte Schrittweiten
4.1.1 Existenz und Effizienz

Eine naheliegende Schrittweitenregel ist die, einen globalen Minimalpunkt des
eindimensionalen Optimierungsproblems
inf T+t
ot flo - tp)
als Schrittweite zu wéahlen. Denn ein globaler Minimalpunkt von f(z+tp) liefert

den grofiten Fortschritt bei der Reduzierung des Zielfunktionswertes von f bei x
in Richtung p. Wir definieren also:
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Definition 4.1 Jedes ty := ty(x,p), fir welches
fx+tup) = inf fz+ip)
te[0,00)

gilt, heifst Minimumschrittweite.

Es ist jedoch nur fiir einfache Funktionen wie z. B. konvexe Funktionen und
dann zumeist auch nur ndherungsweise moglich, eine Minimumschrittweite zu
berechnen. Fiir alle anderen Funktionen ist es daher praxisndher, den kleinsten,
positiven, kritischen Punkt der Funktion ¢(t) := f(x + tp) als Schrittweite zu
akzeptieren. Diese Uberlegung motiviert die folgende Definition.

Definition 4.2 Die Curry-Schrittweite to = to(x,p) ist definiert durch

- o} .
t:=t

Minimumschrittweiten und die Curry-Schrittweite bezeichnet man auch als
exakte Schrittweiten. Fiir diese konnen wir zeigen:

tc(x,p) := inf {EE [0, 00) | %f(x + tp)

Satz 4.3 Es seien (V1)~(V3) erfillt. Fir alle Paare x und p mit (4.1) existie-
ren eine Minimumschrittweite und die Curry-Schrittweite, und diese sind positive
Zahlen. Ferner sind die Curry- und jede Minimumschrittweite effiziente Schritt-

weiten mit der Konstanten
Yy =00 = —1

Beweis. Wir weisen zunéichst die Existenz von beiden Schrittweiten nach. Dazu
sei p(t) := f(x +tp). Nach Lemma 3.9 ist 1 (t) = ©(0) — ¢(t) auf (0,f) fiir ein
t:=t(z,p) > 0 positiv und folglich

~

©(0) > p(t), te(0,t).
Ferner existiert nach diesem Lemma ein x > f, so dass
p(0) <@(t), t=r,
gilt. Zusammen erschliefit man die Existenz eines ¢y, € (0, k) mit

t = 1 t) = 1 t).
©(tar) tggg]w() telﬂ[%}go)w()

Die Menge aller kritischen Punkte von ¢ in [0, x|, d. h. die Menge

K, :={te0,x]] ¢(t) =0},
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enthélt ¢, und ist somit nichtleer. Ferner ist K, kompakt, so dass ein kleinster
kritischer Punkt ¢ :=minyeg, t in [0, ] existiert. Wegen ¢'(0) = Vf(2)"p < 0
gilt tc > 0 und ¢(tc) < ¢(0). Mit @ € Ny hat man folglich auch (x+tep) € No.
Als Néchstes wollen wir fiir jede Minimumschrittweite ¢5; und fiir die Curry-
Schrittweite t¢ eine Ungleichung des Typs (3.25) nachweisen. Mit (V3) erhalten
wir
0= ¢'(te) = Vf(@)Tp + (Vf(x + tep) = Vf(2)) " p
< Vf(@)"p+tolpl.
Mit £ € (0,#] aus Lemma 3.12 impliziert dies
1Vf()'p _

t
AR (4.2)
v o lpl? 2

Wegen ¢'(0) < 0 und weil ¢¢ die kleinste positive Nullstelle von ¢’ ist, gilt weiter

¢'(t) < 0 fiir alle ¢ € [0,t¢). Somit folgt aus (4.2), dass ¢(#/2) > p(tc) ist, und
demnach

f(x +tup) Zten[f(l)iglo)f(x—ktp) < f(z+tep) < flx+ %p)

Dies impliziert schlieBlich mit (4.2) und mit Lemma 3.12 (ii) wegen /2 < ¢

$0) = flo+ taap) 2 (@) = £+ te) (13)
> f(r) ~ flx + 5)

> Lory - L
%{VHPH }2 217{VfI|(pl)| }

Wie man leicht verifiziert, ist die Funktion ¢(t) := f(x +tp) konvex, wenn f
konvex ist. Mit Korollar 2.50 und Satz 2.38 schlieft man daher:

Bemerkung 4.4 Ist f:R" — R konvex und sind die Voraussetzungen von Satz
4.3 erfillt, so ist tc :=to(x,p) auch eine Minimumschrittweite und zwar unter
allen Minimumschrittweiten die kleinste. Ist f strikt konvex, so existiert genau
eine Minimumschrittweite ty; =ty (x,p) und ist ty = to.

Fiir eine gleichméfig konvexe, quadratische Funktion, fiir welche ja die Vor-
aussetzungen (V'1)—(V3) erfiillt sind (vgl. Beispiel 3.8), ist also die Minimum-
schrittweite eindeutig. Man kann sie in diesem Fall explizit angeben:
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Beispiel 4.5 Fiir die quadratische Funktion

1
flx) = §$TQ1' +cfr+a, xR

mit beliebiger symmetrischer Matriz Q) hat man Vf(z) = Qx + ¢ und demnach

0= % 7w+ ) = V(e +tp)'p

=[Q+tp)+d" p=(Qr+c) p+tp"Qp
= Vf(z)"p+tp"Qp. (4.4)

Ist Q) positiv definit, so folgt fir x und p wie in (4.1)

T T
ty =tc = —(Qz;QC; b_ _ng(gpp > 0. (4.5)

Wir bemerken noch:

Bemerkung 4.6 Fliir die quadratische Funktion

1
flz) = Ea:TQ:L’ +cz+a, zeR
mit positiv definiter Matriz Q) ist ty; berechenbar und durch (4.5) gegeben. Sei

nun p ein zu dem grofiten Eigenwert A\pax(Q) = v gehdrender Eigenvektor von

Q (vgl. (3.14)), so dass folgt
P Qp = p" Paax(@) 2] = 7 [l

Weiter sei zu diesem p ein x € Ny gewdihlt mit Vf(x)Tp < 0. (Zum Beispiel ist
x:=1a° fiir 2°:= Q7' (=p —¢) ein solches x, da man in diesem Fall Vf(x) = —p
hat.) Fir p und x erschliefst man dann

f(@) = flz+tep) = —tc(Qr+c)'p— %té p Qp

o
= —tcVf(2)'p — té5 Ipl

1{v7@ﬂ¢}?

Il
Die Konstante Uy = 9¢ :=1/(27) in Satz 4.3 ist demnach ,optimal “.
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4.1.2 Die Methode vom Goldenen Schnitt

Numerisch ist die (ndherungsweise) Berechnung einer Minimumschrittweite nur
fiir konvexe bzw. fiir andere einfache Funktionen wie unimodale Funktionen rea-
listisch moglich.

Definition 4.7 FEine Funktion ¢ : [a,b] — R heifft unimodal (auf |a,b]), falls
genau ein t* € [a,b] existiert mit @(t*) = minepp @(t) und falls ¢ auf [a,t*]
streng monoton fallend und auf [t*,b] streng monoton wachsend ist.

Eine unimodale Funktion kann Sattelpunkte besitzen und muss somit nicht
eine konvexe Funktion sein. Umgekehrt gilt zumindest:

Beispiel 4.8 Jede strikt konvexe Funktion ¢ € Cla,b] ist unimodal auf [a, 0]
(vgl. die Sdtze 2.38 und 2.39).

Wir wollen im Folgenden ein ableitungsfreies Verfahren zur Berechnung des
Minimalpunktes t* € [a,b] einer auf [a,b] unimodalen Funktion ¢ beschreiben.
Ist [a, by ein Teilintervall von [a,b] und t* € [ay, b, dann folgt gemaf Defini-
tion 4.7 fiur Punkte s, und ¢, mit a; < s, <t < by

p(sk) > o(te) = o) > @(sk), u € |ax, s,
plse) <olte) = o) > @(ts), u e (t, bil.
Demnach muss der Minimalpunkt ¢* von ¢ im Fall ¢(sx) > @(tx) in [sg, b

und im Fall ¢(s) < o(tx) in [ag, tx] liegen. Es bietet sich also an, das folgende
Intervall als neues Suchintervall zu wéhlen

[ak X bk 1} .: [Sk,bk], falls (p(Sk> > gO(tk),
. lag, tr], falls o(si) < ().

Dabei ist es erstrebenswert, sg,t, € [ax, by] mit sx < t; fiir jedes k so festzulegen,
dass

o by — s =ty — ay, d. h. die Lange des Intervalls [ajy1, bgr1] unabhingig vom
Ausgang der Abfrage ,,p(sx) > p(tx)“ ist und

e beim Ubergang von k zu k4 1 nur eine neue Funktionsauswertung erfor-
derlich ist.

Die beiden an s, und t; gestellten Forderungen kénnen, wie mit Aufgabe 4.10
gezeigt werden soll, in der Tat erfiillt werden, indem man jedes Intervall [ay, b]
mittels eines Goldenen Schnittes in zwei Intervalle teilt. Und zwar sagt man, dass
ein Intervall [a,b] durch einen Goldenen Schnitt in zwei Intervalle [a, c] und [c, 0]
zerlegt wird, falls gilt:

Lange des ganzen Intervalls _ Lénge des lingeren Teilintervalls

= . (4.6
Léange des langeren Teilintervalls Léange des kiirzeren Teilintervalls (4.6)
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o(t)

Ak+1 Sk+1 br41
L Il Il L N
T T T T »
Qg Sk ty, bk

o(t)
A+1 tpy1 bit1

f f f } >» 1
Qp Sk tk bk

Abb. 4.1: Punktewahl bei Methode des Goldenen Schnittes

Der Punkt ¢, der eine solche Zerlegung liefert, ldsst sich berechnen (s. Aufgabe
4.10). Und zwar erhélt man, wenn [a, c| das lingere Teilintervall ist,

V5—1
2

c=a+F(b—a), F:= ~ 0.618 033989 (4.7)

und, wenn [a, c| das kiirzere Teilintervall ist,

S

3—

c=at+(1-F)b-a), 1-F="7

~ 0.381966 011. (4.8)

Demnach wahlt man fiir jedes k& insbesondere (siehe Abb. 4.1)
Sk = ak—i-(l—F)(bk—ak), tk = ak—i-F(bk—ak).

Damit haben wir die folgende Methode zur Minimierung einer unimodalen
Funktion ¢ : [a,b] — R beschrieben.

Algorithmus 4.9 (Methode vom Goldenen Schnitt)
(0) Wible € € (0,b—a) und setze F := (v/5—1)/2 sowie

ap:=a, by:=0, sp:=a+(1—-F)b—a), to:=a+F(b—a).

Berechne ¢(sg) und (ty) und setze k := 0.
(1) Falls by, — a < e 1ist, stop! (Es gilt t* € |a,by].)
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(2) (i) Falls p(sk) > @(ty) ist, setze
Qt1 = Sk, Dpy1 = by Spg1 i= ey, tpgr i= 5 + F(by — s)

und berechne p(try1).
(i1) Falls @(s) < @(ty) ist, setze

Qi1 = g, by :=tg, Spp1:=ap+ (1 — F)(tx — ar), tpe1:= sk

und berechne p(sky1).

(3) Setze k:=k+1 und gehe nach (1).

Aufgabe 4.10 Man zeige:

(a) Die Wahl von c in (4.7) und (4.8) zerlegt das Intervall |a,b] nach dem
Goldenen Schnitt.

(b) Die beiden oben an sy und t) gestellten Forderungen fiihren auf die Set-
zungen in Schritt (2) von Algorithmus 4.9.

(¢) Man weise nach, dass Algorithmus 4.9 fir eine auf [a,b] unimodale Funk-
tion @ nach endlich vielen Iterationen mit Schritt (1) abbricht.

(d) Wieviele Funktionsauswertungen bendtigt Algorithmus 4.9 fir die ndihe-
rungsweise Bestimmung des Minimalpunktes einer wunimodalen Funktion
¢ :[-1,1] = R, wenn e :=0.000001 gewdhlt wird?

4.1.3 Anmerkungen

Das Verfahren vom Goldenen Schnitt oder andere ableitungsfreie Verfahren wie
solche Verfahren, die f in jedem Schritt durch eine Funktion approximieren, wel-
che f in bestimmten Punkten interpoliert, und die damit eine Naherung fiir den
gesuchten Minimalpunkt berechnen ([Bre73]), benotigen nur Funktionswerte von
f und konvergieren zum Teil unter schwachen Voraussetzungen superlinear. Al-
lerdings ist z. B. die Voraussetzung der Unimodalitét einer Funktion fiir die Kon-
vergenz eines Verfahrens eine sehr gravierende Voraussetzung.
Zur Losung des eindimensionalen Optimierungsproblems

min ¢(t) := f(z + tp)
te(0,00)
mit einer konvexen oder unimodalen Funktion ¢ kann man auch eine Nullstelle
von ¢’ z.B. mit einem der aus der Numerischen Mathematik bekannten Verfah-
ren, wie z. B. der Regula Falsi oder dem Sekanten- Verfahren, bestimmen, welche
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nur Funktionswerte von ¢’ und damit nur den Gradienten von f verwenden. Das
Newton-Verfahren benotigt dagegen ¢” und damit im Hinblick darauf, dass ¢ nur
eine Funktion in einer Verdnderlichen ist, numerisch héufig zu teuere Auswertun-
gen der Hesse-Matrix von f. Im nichtkonvexen Fall muss man aber bei solchen
Vorgehensweisen noch sicherstellen, dass es sich bei der gefundenen Nullstelle
tatsdchlich um einen globalen Minimierer von ¢ handelt.

Fiir die Berechnung der Curry-Schrittweite, also der kleinsten positiven Null-
stelle von ¢'(t) = Vf(x+tp)Tp, miissen keine speziellen Forderungen an f gestellt
werden. Man beginnt normalerweise mit einer Einschachtelungsprozedur, bei der
man mittels eines Vergleichs von Funktionswerten von ¢ versucht, ein hinrei-
chend kleines Intervall zu finden, in dem sich die gesuchte Nullstelle befindet.
Anschliefend kann man jedes Verfahren zur Bestimmung einer Nullstelle einer
Funktion in einer Verdnderlichen auf einem Intervall anwenden, wie z. B. eines
der oben genannten.

Die Berechnung exakter Schrittweiten fiir eine allgemeine nichtlineare Funk-
tion bedingt, dass zunéchst eine bzw. die Losung der entsprechenden eindimen-
sionalen Aufgabe eingeschachtelt wird und dass das zu deren Bestimmung einge-
setzte Verfahren mit ausreichender Geschwindigkeit konvergiert. Uberdies kénnen
exakte Schrittweiten im Allgemeinen nur ndherungsweise berechnet werden und
muss darauf vertraut werden, dass das entsprechende Verfahren zur Losung von
Problem (P) auch mit diesen Nédherungen konvergent ist. Aus all diesen Griinden
verwendet man zumeist andere, leichter umzusetzende Schrittweitenregeln, fiir die
auch Theorie und Praxis nicht auseinanderfallen. Einige solcher Regeln werden
wir im Folgenden beschreiben.
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4.2 Die Armijo-Schrittweite

Eine sehr populére, da sehr leicht berechenbare, Schrittweite ist die folgende.

Definition 4.11 Seien n € (0,1) und ¢ € (0,1/2) gegebene Zahlen. Ferner sei
q:=q(x,p) die kleinste Zahl aus Ny derart, dass die Ungleichung

f(x) = f(z +n'p) > —(n'Vf(z)"p (4.9)

erfillt ist. Dann heiffit t4 = ta(x,p) :=n? Armijo-Schrittweite.

Die Armijo-Schrittweite ist also die gréfite Zahl aus der Menge

{Ln,n*n°n*, ..}, (4.10)

fiir welche die Ungleichung in (4.9) erfiillt ist. Da 1 >n > n* > 7® > ... gilt, muss
man mit 1 beginnend und abnehmender Gréfle nur rechnerisch iiberpriifen, fiir
welche Zahl n? die Ungleichung (4.9) zum ersten Mal erfiillt ist. Die Berechnung
der Armijo-Schrittweite ist also trivial.

Beispiel 4.12 Sei f die quadratische Funktion

1
f(z) = ixTQx +cz+a, zeR

mit positiv definiter Matriz Q@ und seien x und p Punkte wie in (4.1) gegeben. Im
Hinblick auf die Ungleichung (4.9) stellen wir fest, dass

1
fl@) = fle+tp) ==t (Qu+0) p— 5" Qp
> —(tVf(x)"p.
genau dann gilt, wenn

Vi(z)'p
pQp
ist, wobei die Identitit Vf(x) = Qx + ¢ und die Curry-Schrittweite to fir f aus

(4.5) verwendet wurden. Die Armijo-Schrittweite t4 ist also die grifite Zahl n4
aus der Menge (4.10), welche der Ungleichung

t<—-2(1-¢) =2(1-Qtc

n* <2(1-=Q)tc. (4.11)
gentigt. Fir ¢ € (0,1/2) ist sie kleiner als 2tc.

Der leichten Berechenbarkeit der Armijo-Schrittweite steht entgegen, dass sie
nur semieffizient ist.
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Satz 4.13 Es seien (V1)—~(V3) erfiillt und Zahlen n € (0,1) und ¢ € (0,1/2) ge-
geben. Fiir alle Paare x und p mit (4.1) existiert genau eine Armijo-Schrittweite,
und diese ist eine semieffiziente Schrittweite mit der Konstanten

277((1—@)).

¥4 := min (g,
g

Beweis. Aus der Definition der Richtungsableitung erhdlt man fur ¢ € (0,1/2)
oy TE A 0) — f(2)

t—0+ t

= ~Vf(z)'p >~ Vf(z)'p.
Folglich gilt fiir alle geniigend kleinen ¢ > 0
f(@) = f(z +1p) > =t Vf(x)"p.

Wegen lim, . n? = 0 kann demzufolge Ungleichung (4.9) fiir geniigend grofles g
erfiillt werden, wobei ¢ offenbar eindeutig ist. Also existiert die Armijo-Schritt-
weite. (Dies kann man sogar fiir ¢ € (0,1) schlieflen, aber z.B. fiir Satz 7.13
unten muss ¢ € (0,1/2) vorausgesetzt werden.)

Als Néchstes zeigen wir, dass die Armijo-Schrittweitenregel eine semieffiziente
Schrittweitenregel ist. Ist ¢ = 0, also t4 = 1, so folgt aus (4.9)

f(a) = fz +tap) = —CVf(2)p. (4.12)

Ist ¢ > 0, so gilt zum einen natiirlich fiir n? = ¢4 die Ungleichung (4.9), und zum
anderen weifl man, dass dann die Ungleichung (4.9) fiir %' = n~'t4 noch nicht
erfiillt und daher Folgendes richtig ist:

flx) = flz +n""tap) < —Cn~'ta Vf(z) p. (4.13)

Fiir ¢ aus Lemma 3.9 betrachten wir jetzt zuerst den Fall n~'t, < t. Fiir
diesen folgt mit (4.13) und Lemma 3.12

—Cn Ha Vf(2)p > f(x) = f(z +n"tap)
>~ VF (@)D — (7t4)" 3 Il

Division durch 77!t und anschlieBendes Auflésen nach t4 liefert damit
o (1= Vi@)'p
- g IplI*

Unter Verwendung von (4.9) erhalten wir also

2n¢ (1—¢) [ Vf(x)p\?
S { 7l } (4.14)

> 0.

f(x) = flz+tap) =
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Ist andererseits n~'t4 > t, so ergibt sich mit Lemma 3.12 und ¢ von dort

29 Vf(2)"p

ta >nt >nt = 5
7l

Mit (4.9) erhélt man daher

VF(@)p }2 . (4.15)

2n¢
f(x) — f(o +tap) > > { 7l

Aus (4.12), (4.14) und (4.15) zusammen folgt das gewiinschte Ergebnis. W

Aufgabe 4.14 Wihlt man q := q(x,p) nurim Fall, dass die Armijo-Ungleichung
(4.9) fir ¢ = 0 nicht erfillt ist, wie in Definition 4.11 und anderenfalls als
die grofite ganze Zahl q < 0, fiir welche die Armijo-Ungleichung (4.9) erfillt,
aber fir q — 1 nicht erfillt ist, so bezeichnet man die entsprechende Schrittweite
taa = taa(x,p) := n? als Armijo-Schrittweite mit Aufweitung. (Es kann somit
auch taa > 1 gelten.) Man zeige unter Verwendung des Beweises von Satz 4.13,
dass diese Schrittweite unter den Voraussetzungen des Satzes existiert und ein-
deutig ist und dass sie eine effiziente (!) Schrittweite ist mit der Konstanten

2¢n (1 -¢)
-

19AA =

4.3 Wolfe-Powell-Schrittweiten
4.3.1 Definition und Effizienz

Im Fall der Schrittweitenregel von Wolfe und Powell muss neben einer Unglei-
chung vom Armijo-Typ wie in (4.9) eine weitere Ungleichung erfiillt werden.!

Definition 4.15 Es seien Zahlen T € (0,1/2) und o € (1,1) gegeben. Dann
heif$t jedes Element der Menge

Twp(z,p) :={t e Ry | =7t Vf(2)"p < f(z) — fz + tp),
—Vf(z +tp)'p < —o Vf(z)"p}

Wolfe- Powell-Schrittweite.

'Wir folgen hier der Namensgebung z.B. in [Fle91] und [GeiKa99]. Man findet auch die
Bezeichnungen Powell-Wolfe- ([Kos89]) und Powell-Schrittweitenregel ([Wer92], [A1t02]).
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A
y P'(0)t o' (0)t
e
) a ¢/ (0)t
7 !
// ! 7 ! |
L | ¥(t)
// 1 [ !
“ Typ(z,p) =

Abb. 4.2: Menge der Wolfe-Powell-Schrittweiten

Wir betrachten auch fiir diese Schrittweitenregel zuerst wieder das Beispiel
einer gleichméfig konvexen, quadratischen Funktion.

Beispiel 4.16 Es sei f die quadratische Funktion

1
f(z) = ixTQ:c +clz4+a, xR (4.16)
wober Q positiv definit sei. Weiter mogen x und p die Bedingungen in (4.1)
erfillen. Ahnlich wie in Beispiel 4.12 zeigt man unter Verwendung der Curry-
Schrittweite to fir f:

Twe(z,p) = [(1 —0)tc, 2(1 = 7)tc]. (4.17)

Aufgrund der Forderungen T € (0,1/2) und o € (1,1) ist die Menge der Wolfe-
Powell-Schrittweiten in diesem Fall ein ganzes Intervall, welches to in seinem
Inneren enthilt.

Aufgabe 4.17 Zeigen Sie die Giiltigkeit der Beziehung (4.17) fiir quadratische
Funktionen wie in (4.16) mit positiv definiter Matriz Q.

Wir verwenden wieder die Funktion ¢ mit

W(t) = fla) = flz+tp), ¢'(t) =—=Vf(z+tp)'p, ¢¥'(0)=-Vf(2)'p>0.
(4.18)



4.3  Wolfe-Powell-Schrittweiten 115

Damit entspricht die Menge Typ(x,p) der Wolfe-Powell-Schrittweiten der Menge
aller t > 0, welche den beiden Ungleichungen

0)t <v(t),  P(t) < oy'(0) (4.19)

geniigen (siehe Abb. 4.2). Wir zeigen als Néchstes unter den Standardvorausset-
zungen, dass die Wolfe-Powell-Schrittweitenregel effizient ist und fiir jedes f die
Wahl einer Schrittweite aus einem ganzen Intervall erlaubt.

Satz 4.18 FEs seien (V1)~(V3) erfillt. Fir alle Paare x und p mit (4.1) und
jedes T € (0,1/2) und o € (1,1) enthdlt die Menge Twp(x,p) mindestens ein
nichtleeres, nicht einpunktiges abgeschlossenes Intervall. Ferner ist jede Wolfe-
Powell-Schrittweite twp := twp(x,p) eine effiziente Schrittweite mit der Kon-
stanten

1 1 - o2
Dwp == — min ( 20 , 27 (1— 7')> . (4.20)
v

Beweis. Seien x, p, 0 und 7 gegeben wie angenommen und sei
dt) == o(t) =7 (0)t,  d'(t) =4'(t) — 7¢'(0).

Dann ist d(0) = 0 und mit der Curry-Schrittweite t¢
d(0)=(1-7)¢'(0) >0, d(tc) = —7¢'(0) < 0.

Folglich besitzt d in (0,%¢] einen lokalen Maximalpunkt t,, mit d(¢,,) > 0 und
d'(t,,) = 0, wobei die letztere Bedingung wegen ¢/(0) > 0 liefert, dass

U (tm) = 71'(0) < o¢'(0) (4.21)

gilt. Da also d(t,,) > 0 und ¢'(¢,,) < o ¢'(0) fur t,, € (0,tc] ist, existiert weiter
ein nichtleeres, nicht einpunktiges abgeschlossenes Intervall I C (0,t¢], so dass
folgt:

d(t) >0, '(t)<aod'(0), tel. (4.22)

Letztere Ungleichungen implizieren offenbar die Inklusion I C Typ(x,p).
Fiir den Nachweis, dass die Wolfe-Powell-Schrittweitenregel typ effizient ist,
untersuchen wir zunéchst den Fall

2(1=7)Vf(x)p :

= t,. (4.23)
g Ipll?

twp < —

Nach der Definition von typ gilt (x + twpp) € Ny mit x € Ny und

—Vf(z +twep)'p < —oVf(2)'p=-Vf(x)'p+ (1 —0)Vfx)p.
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Unter Anwendung von Voraussetzung (V'3) kénnen wir daraus schlielen:

—(1 =) Vf(2)"p < [Vf(z + twep) = VI(@)]" p < vtwe [|p]*.
Daher erhalten wir mit (4.23) und # aus Lemma 3.12
1-0 Vf(z)p
v el?

Nun verwenden wir, dass eine nach unten gedffnete Parabel wie die Parabel ¥
aus Lemma 3.12 ihr Minimum auf dem Intervall [¢;,¢,] in ¢; oder ¢, annimmt.
Folglich liefert Anwendung von Lemma 3.12

0<t := <twp < t, <t

[@) = f(@ + twpp) = —twpVi (@) — o2 ol

. Y 2
> —tVf(x)p—t?L )
> &fh( f(z)' p 5 2|l

> L min (1 _202, 27 (1 —r)) {M}Q.

v 2|l

Ist andererseits
2(1—7) Vf(x)"p

2
g Pl
dann folgt direkt mit der Definition von typ

(>0),

twp 2> —

f(@) = f(z + twep) > —7twp Vf(2)"p >

S

Fassen wir die in beiden Féllen gewonnenen Ungleichungen zusammen, so erhalten
wir eine Ungleichung des Typs (3.25) mit der Konstante aus (4.20). W

4.3.2 Numerische Berechnung

Die Wolfe-Powell-Schrittweitenregel ist auch numerisch realisierbar, da in ihrem
Fall nicht wie bei den exakten Schrittweitenregeln ein einzelner Punkt, sondern
gemaf Satz 4.18 nur ein ¢t aus einem Intervall gefunden werden muss. Insbesondere
kann eine Wolfe-Powell-Schrittweite in endlich vielen Schritten mit folgendem
Algorithmus berechnet werden, wie der daran anschlieende Satz beweist.

Die Idee dabei ist es, zunéichst ein Intervall zu bestimmen, dessen linker Rand-
punkt die Armijo-Ungleichung, also die erste Ungleichung in Typ(x,p) erfiillt
und dessen rechter dies nicht tut. Wenn der linke Randpunkt des Intervalls auch
der zweiten Ungleichung in Typ(z,p) geniigt, ist man fertig. Anderenfalls wird
die Lénge des Intervalls, dhnlich wie beim Bisektionsverfahren zur Bestimmung
einer Nullstelle einer reellwertigen Funktion, so lange unter Beibehaltung der mit
dem Intervall verbundenen Figenschaften halbiert, bis der linke Randpunkt auch
die zweite Ungleichung erfiillt.
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Algorithmus 4.19
(0) Gib z € Ny und p € R* mit Vf(z)'p <0, 7€ (0,1/2) und o € (1,1)
und setze k := 0.
(1) (i) Falls fir t :=1 die Armijo-Ungleichung
f@) = flz+tp) = =7t Vf(z)'p (4.24)
erfiillt ist, bestimme die kleinste Zahl b, € {2,22,23, ...}, so dass (4.24)

fiir t := by, wverletzt ist, und setze ay := by /2.

(it) Anderenfalls bestimme die gréfite Zahl ay € {271,272,273 ...}, s0 dass
(4.24) fir t .= ay, erfillt ist, und setze by = 2ay,.

(2) Falls fir t:= ay, die Ungleichung
— Vf(z+tp)'p < —o Vf(x)'p (4.25)

gilt, setze twp = ay. Stop!

(3) Berechne
ar + bk

tk = 9 .

Falls ty, die Bedingung (4.24) erfillt, setze

apy1 = g, bry1 = bg.
Anderenfalls setze
Ajg1 = A, bps1 = .

(4) Setze k :=k + 1 und gehe nach (2)

Satz 4.20 Es seien (V1)—~(V3) erfillt. Dann bricht Algorithmus 4.19 nach end-
lich vielen Iterationen mit einer Wolfe-Powell-Schrittweite twp € Twp(z,p) ab.

Beweis. Nach Lemma 3.9 ist f(z) < f(z +tp), t > k, fur ein £ > 0. Somit
wird in Schritt (1) (i) nach endlich vielen Schritten ein ¢ := by, wie angegeben,
gefunden. Geméf Satz 4.13 fiir  := 1/2 und ¢ := 7 kann weiter in (ii) nach
endlich vielen Schritten die Armijo-Schrittweite ag bestimmt werden. Am Ende
von Schritt (1) hat man somit in beiden Féllen fiir £ =0

ap < by, t:=a erfillt (4.24), t:= by erfiillt (4.24) nicht. (4.26)
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Ist auch (4.25) fur ¢t := a; richtig, so ist offenbar a, € Twp(z,p) und bricht
das Verfahren in (2) erfolgreich ab. Anderenfalls hat man zu Beginn von Schritt
(3) die Situation in (4.26) und wird nun die Lénge des Intervalls [ay, by] in je-
dem Durchlauf von Schritt (3) halbiert, wobei entweder a; vergroBert oder by
verkleinert wird und a; und by die Eigenschaften in (4.26) bewahren.

Wiirde Schritt (3) unendlich oft durchlaufen, so konvergierten die Folgen {ay}
und {bx} aufgrund ihrer sich aus

ap < ap < apy1 < by < by < by

ergebenden Monotonie und der Tatsache, dass die Linge der Intervalle [ay, by]
gegen 0 geht, gegen dieselbe Zahl ¢*. Aufgrund von (4.26) wire dann weiter die
Armijo-Ungleichung in (4.24) fiir t* gleichzeitig erfillt und ,verletzt“, d.h., es
wére d(t*) =0 fiir
d(t) = f(x) — f(z +tp) + 7t Vf(x)"p.

Es folgte auerdem d'(t*) < 0, da anderenfalls

d(by) — d(t”)

b — t*
und damit d(by) > 0 fiir alle hinreichend grofien k gelten wiirde, was aber im
Widerspruch dazu stiinde, dass by, die Bedingung (4.24) verletzt. Wegen d'(¢t*) < 0
und 7 < ¢ hétte man dann jedoch
~Vf(z+t'p)'p < —7Vf(z)'p < o Vf(2)'p
und damit fiir alle hinreichend grofien k
—Vf(z+ ap)'p < —o Vf(x)"p.

Also wére die Ungleichung (4.25) fiir ¢ := a5 mit hinreichend groflem k erfiillt,
was aber der Annahme widerspricht, dass (3) unendlich oft durchlaufen wird.
Demzufolge bricht der Algorithmus nach endlich vielen Durchgéngen von Schritt
(3) ab. m

Aufgabe 4.21 Gegeben sei die Funktion o(t) := f(z + tp) mit*
o(t) := 2.56t%(6 — t)* + 0.04(1 — 2t)%.

(a) Man ermittle die Armijo-Schrittweite aus Definition 4.11 fir ¢ := 0.05
und 1 = 0.25.

(b) Man berechne mit Algorithmus 4.19 eine Wolfe-Powell-Schrittweite fiir
7:=0.45 und o = 0.5.

>0

“Man erhélt ¢ hier mit der Rosenbrock-Funktion f(z) := 100 (22 — xf)Q +(1—x;)% und
p == —Vf(z) fir z := (1.2, 1.44)T. Die Theorie fiir das Gradientenverfahren in Kapitel 5
lésst in diesem Fall nur einen geringen Abstieg hinsichtlich des Funktionswertes und somit eine
ungewohnlich kleine Schrittweite erwarten. (Letzteres macht die Aufgabe interessanter.)
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4.4 Strenge Wolfe-Powell-Schrittweiten

In einigen Zusammenhéngen hat sich die folgende Modifikation der Wolfe-Powell-
Schrittweitenregel in der Praxis bewihrt.

Definition 4.22 Es seien Zahlen 7 € (0,1/2) und o € (7,1) gegeben. Dann
heifst jedes Element der Menge

Tswp(x,p) = {t € Ry | =7t Vf(2)'p < f(x) — f(x +tp), (4.27)
Vf(z + tp)"p| < —o Vf(x)"p} (4.28)

strenge Wolfe- Powell-Schrittweite.

A
y Y'(0)t oy (0)t
\\//
7 T\
s P\
/ [ ‘ N\N
o ‘ h
/ I ‘
) / LN )/ (0)t
p 3 /| | \
3 / | | ‘ I |
' I
// \ ‘ | 1 : : ¢(t) > ¢
— e |
— Tswp(x,p) —

Abb. 4.3: Menge der strengen Wolfe-Powell-Schrittweiten

Zunéchst betrachten wir auch hier wieder quadratische Funktionen:

Beispiel 4.23 Fs sei f die quadratische Funktion
flx) = %{ETQQS +clz+a, zeR
mit positiv definiter Matriz @), und x und p mdgen die Bedingungen in (4.1)
erfiillen. Mit einer einfachen Rechnung dhnlich wie in Beispiel 4.12 zeigt man
Tswp(z,p) =[(1—0)tc, min{l + 0o, 2(1 — 1)} tc], (4.29)

wobei to wieder die Curry-Schrittweite fir f ist. Fir 7 € (0,1/2) und o € (7,1)
folgt also tc € Tswp(z,p).
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Mit der Funktion ¢ aus (4.18) ist die Menge Tswp(x,p) der strengen Wolfe-
Powell-Schrittweiten gerade die Menge aller ¢ > 0, welche gleichzeitig die Unglei-
chungen

' 0)t <o), ¥ ()] < oy'(0) (4.30)

erfiillen. Gegeniiber der Wolfe-Powell-Schrittweitenregel werden bei der strengen
Wolfe-Powell-Schrittweitenregel solche Schrittweiten ausgeschlossen, fiir welche
die Steigung von v einen zu grofien negativen Wert hat (vgl. Abb. 4.3).

Fiir die strenge Wolfe-Powell-Schrittweitenregel gilt dhnlich wie fiir die einfa-
che:

Satz 4.24 FEs seien (V1)~(V3) erfillt. Fir alle Paare x und p mit (4.1) und
Zahlen T € (0,1/2) und o € (1,1) enthdlt die Menge Tswp(x,p) mindestens
ein nichtleeres abgeschlossenes Intervall. Ferner ist jede strenge Wolfe-Powell-
Schrittweite tswp == tswp(x,p) eine effiziente Schrittweite mit der Konstanten

1 1— o2
Vswp ::§min( 20 , 27‘(1—7‘)).

Beweis. Fiir den Nachweis der Existenz eines nichtleeren abgeschlossenen Inter-
valls J C Tswp(z,p) kann man zundchst dem Beweis von Satz 4.18 folgen, wobei
man zusétzlich die folgenden Beziehungen verwende:

—7'(0) < 0 =d'(t) = V' (tm) — 7¢'(0).
Fir t,, € (0,tc] ergibt sich damit
At) >0, 0< () < 0 /(0).

Dies wiederum impliziert die Existenz eines nichtleeren abgeschlossenen Intervalls
J C (0,t¢], so dass gilt:

d(t) >0, 0<¢'(t)<cy'(0), te

Damit folgt auch —v/(t) < o4/(0) fiir alle ¢ € J und demnach J C Tswp(z,p).
Der zweite Teil der Behauptung erschlieit sich nun wegen Tswe(x, p) C Twp(z, p)
aus Satz 4.18. H

Ein Algorithmus zur Berechnung einer strengen Wolfe-Powell-Schrittweite ist
in [GeiKa99] zu finden.

Die Ungleichungen in (4.30) zeigen, dass man fiir festes x und p durch die
Wahl von hinreichend kleinen Zahlen 7 und o eine beliebig kleine Umgebung
eines isolierten kritischen Punktes von (t) bzw. ¢(t) = f(z + tp) erzeu-
gen kann. Startet man also den Algorithmus zur Berechnung einer strengen
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Wolfe-Powell-Schrittweite nahe genug bei der Curry-Schrittweite tc (man ver-
wende dazu ein Einschachtelungsverfahren), so erlaubt die strenge Wolfe-Powell-
Schrittweitenregel die Wahl einer Schrittweite, welche der Curry-Schrittweite be-
liebig nahe kommt. Beispielsweise liefert (4.29) im gleichméfig konvexen, quadra-
tischen Fall fiir 7 = 0.05 und o = 0.1 das Intervall Tswp(z,p) = [0.9t¢, 1.1t¢],
wéhrend man fiir die Wolfe-Powell-Schrittweitenregel geméf (4.17) das viel groBere
Intervall Typ(z,p) = [0.9t¢, 1.9t¢] erhélt. Es liegt somit nahe, die strenge Wolfe-
Powell-Schrittweitenregel zu verwenden, wenn ein Verfahren relativ empfindlich
auf starke Abweichungen von den exakten Schrittweiten reagiert. Wir verweisen
diesbeziiglich z. B. auf die Bemerkungen zu CG-Verfahren in Abschnitt 6.5.
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4.5 Losungen der Aufgaben

Aufgabe 4.10 (a) Sei ¢ > (b+a)/2, also [a,c] das langere und [c, b] das kiirzere

der beiden Intervalle. Wir setzen ¢ := a + F(b — a) und wollen F € (1/2,1]

ermitteln. Bei einer Zerlegung von [a, b] nach dem Goldenen Schnitt muss gelten:
b—a c¢—a 1 F

— = F?4+F—-1=0.
c—a b—c < F 1—-F < + 0

Die beiden Losungen der letzten Gleichung lauten
1 1
Fio=—=+ V5.
2=—5 V6

Da wir F' € (1/2,1] suchen, erhalten wir

V5 —
2

1
F = ~ 0.618 033 989.

Ist [a,c] das kiirzere der beiden Intervalle, so muss aus Symmetriegriinden (4.8)
richtig sein.

(b) Die erste Forderung impliziert, dass sy und t; symmetrisch zum Mittel-
punkt von [ag,bx] liegen miissen, so dass mit einem F € (1/2,1) gilt:

Sk = ag + (1 — ]:)(bk - ak), ty = ap + .F(bk - ak). (431)
Daraus ergibt sich die Lénge des neuen Intervalls [agy1, by 1] mit
bk+1 — Ag4+1 = bk — S = tk — ar = .F(bk - CLk). (432)

Nun sei zunéchst (sg) > ¢(tx) und somit [agi1,bki1] = [sk, bk]. Dann schliefit
man mit (4.31) und (4.32)

Sk1 = 1 + (1 — F) (kg1 — ag41)
= Sk -+ (1 —F)f(bk —ak)
=ar+ (1 —=F)(bp —ar) + (1 — F)F(bp — ag)
=ap + (1 — F*)(bp — ag). (4.33)
Die zweite Forderung kann erfiillt werden, wenn man s, = ¢, wahlen kann,

so dass im neuen Schritt nur eine neue Funktionsauswertung, namlich ¢ (tx41),
erforderlich ist. Nach (4.31) und (4.33) gilt dies genau dann, wenn man hat:

1-F=F & F4FrFr-1=0.

Also ist
~ 0.618 033989

51
J—":\/—Q
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die in diesem Fall einzig sinnvolle Losung. Analog verfihrt man im Fall ¢(s;) <
o(tn).

(c) Fiir die Lange des durch Algorithmus 4.9 bestimmten Intervalls |ay, by]
gilt offenbar

bk — aip = F(bk_l — CLk_l) = Fk(bo — CL()) = Fk(b — (l).

Folglich hat man limg_,o (b — ax) = 0 und existiert demnach ein kg, so dass
b —ap < ¢ fiir alle k& > ko folgt. Also bricht Algorithmus 4.9 spétestens mit
k = ko ab.

(d) Esist by —ay < e genau dann erfiillt, wenn gilt:

Fb—a)<e < (0<) b;a < (%)k

In(b —a) — In(e)
T In(2) —In(v5-1)

Fiir [a,b] :=[—1,1] und € :=0.000001 errechnet man

=

In(2) 4+ 61n(10)
k>
In(2) — In(v/5 — 1)
Folglich bricht Algorithmus 4.9 in diesem Fall bei £ = 31 ab. Er hat bis dahin

3 Funktionswertungen in der O-ten und jeweils 1 Funktionsauswertung in den
[terationen 1 bis 30, also insgesamt 33 Funktionsauswertungen benotigt.

~ 30.15.

Aufgabe 4.14 Im Beweis von Satz 4.13 wurde anfangs gezeigt, dass die Unglei-
chung (4.9) immer fiir geniigend grofies ¢ € Ny richtig ist und es somit ein
kleinstes ¢ € Ny gibt, fiir welches sie gilt. Es ist nun auszuschlielen, dass sie
nicht beliebig klein werden, d. h. die Ungleichung (4.9) nicht fiir jedes ¢ € Z mit
q < 0 erfiillt sein kann. Dazu verwende man, dass nach Lemma 3.9 ein x > 0
existiert, so dass

r+ip ¢ No,  flo) < flz+tp), t=r,

gilt, und dass man somit wegen 0 < n < 1 fiir alle hinreichend kleinen ¢ < 0
hat:

flx) < f(2%) < f(z +np).

Fiir solche ¢ ist die Ungleichung (4.9) nicht erfiillt, da fiir sie der Ausdruck auf der
linken Seite von (4.9) eine negative und der auf ihrer rechten Seite eine positive
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Zahl ist. Demzufolge existiert im Fall, dass die Ungleichung (4.9) fiir ¢ = 0 erfiillt
ist, auch eine grofite ganze Zahl ¢ < 0, so dass sie fiir ¢ erfiillt und fiir ¢—1 nicht
erfiillt ist.

Fiir den Nachweis der Effizienz der aufgeweiteten Armijo-Schrittweite kann
man nun dem Beweis der Semieffizienz der gewdhnlichen Armijo-Schrittweite fol-
gen, wobei man den Fall ¢ = 0 nicht gesondert betrachten muss. (Dieser ,, verhin-
dert“ ja durch den Term auf der rechten Seite in (4.12) eine Ungleichung vom Typ
(3.25).) Streicht man also den Teil im Beweis von ,,Ist ¢ = 0“ bis einschliefllich ,,Ist
g > 0“ nach Formel (4.12), so bleibt der Beweis auch fiir die aufgeweitete Armijo-
Schrittweite richtig und folgt ihre Effizienz mit der angegebenen Konstante aus
den Formeln (4.14) und (4.15).

Aufgabe 4.17 Es sei ) symmetrisch und positiv definit und

1
flx) = §xTQx +cfr+a, zeR™
Weiter mogen = und p die Bedingungen in (4.1) erfiillen. Die Ungleichung

V@) < f(@) ~ flz +tp) = ~+(Qu + ) p— 557w

=tV f(z)'p— Lo P Qp

2
gilt genau dann, wenn
\V4 T
t < —2(1—T)M —2(1—1)to
prQp

ist, wobei (4.5) verwendet wurde. Weiter ist die Ungleichung (vgl. (4.4))
~Vf(x +tp)'p=~Vf(x)'p—tp"Qp < —o Vf(x)"p
genau dann richtig, wenn gilt:

Vi@)p
pT@p
Damit folgt die Darstellung von Tywp(x,p) in (4.17).

—(1-o9)

:(1—U)t0§t.

Aufgabe 4.21 (a) Es ist

o(t) := f(z +1tp) = 25612 (6 — ) +0.04 (1 — 2t)*

)

)

) = ¢(0) — p(t) = 0.04 — p(t),
) = —¢'(0) = =Vf(a)"p = 0.16.
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Damit bekommt man

d(t) ==f(z) = f(z +tp) + CtVf(z)"p
= Y(t) — (t'(0)
= 0.04 — 25612 (6 — t)* — 0.04 (1 — 2t)* — 0.16 Ct.

Gesucht ist das groBte t € {1,n,7% 03, ...}, fiir welches d(t) > 0 ist. Fiir ¢ := 0.05
und 7 := 0.25 berechnet man die Werte in Tabelle 4.1. (Es interessiert eigentlich
nur das Vorzeichen von d(t) und nicht der genaue Wert.)

L q | t:=1/4 \ d(t) |
0 1 —64.008
1 0.25 —5.262
2 0.0625 —0.343 664
3 0.015625 —0.020 047
4 0.003 906 25 —0.000813111
5 0.000 976 563 +0.000 060 423
Tabelle 4.1

Die gesuchte Schrittweite lautet somit ¢4 = 47> = 0.000 976 563.

(b) Fiir 7 = ¢ :=0.45 bedeutet (4.24), dass d(t) > 0 ist. Weiter hat man

d’(t) 1/1() w( ) = =Vf(x+1tp)p+CVf(x)p
= —¢'(t) — ¢¢'(0)
— 512 (6 — ) (6 — 2t) + 0.16 (1 — 2¢) — 0.16¢.
Fir 0 = ¢ := 0.5 ist (4.25) gleichbedeutend mit d'(t) < 0. Wie in Teil (a)

ermittelt man fiir n := 0.5 die grofite Zahl aq € {1,n,7% n3, ...}, fiir welche
d(t) > 0 ist. Es ergibt sich in Schritt (1) (ii) von Algorithmus 4.19

N\ ! 1\ 10
ag = (5) = (0.000 488 281 25, by = (5) = 0.000976 562 5

mit d(ag) = 0.000020962 > 0. Beim ersten Durchlauf von Schritt (2) berechnet
man
d'(ap) = —0.010 134279 < 0,

so dass typ := ag = 0.000488 28125 die berechnete Wolfe-Powell-Schrittweite
ist.



