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Zusammenfassung

Ein Inkonsistenzmaf ist eine Funktion, die einer Menge aussagenlogischer Formeln
eine nichtnegative Zahl zuweist, die den Grad der Inkonsistenz dieser Formelmen-
ge angibt. Solch ein Inkonsistenzmafi kann beispielsweise dazu genutzt werden,
um Fehler in einer logischen Wissensbasis zu analysieren und Reparaturempfeh-
lungen oder Empfehlungen zur Anwendbarkeit zu geben. In der Literatur sind be-
reits eine Reihe von konkreten Ansitzen zur Inkonsistenzmessung untersucht. Viele
der Mafse beurteilen Inkonsistenz anhand minimaler inkonsistenter Teilmengen der
Wissensbasen. Es gibt jedoch wenige Ansitze, die Inkonsistenzen messen, die auf
Konflikten zwischen einzelnen Aussagen basieren. Wir wéahlen deshalb einen neuen
Ansatz, der auf einer 3-wertigen Logik basiert. Es ist eine Variante zum Contension
Maf3. Neben den klassischen Wahrheitswerten true und false, wird both als dritter
Wahrheitswert zugelassen. Den neuen Ansatz untersuchen wir auf Eigenschaften,
Ausdrucksstarke und Komplexitat.

Abstract

An inconsistency measure is a function that assigns a non-negative value to a set
of propositional formulas that indicates the degree of inconsistency of this set of
formulas. Such an inconsistency measure can be used, for example, to analyze con-
flicts in a logical knowledge base and provide repair or applicability recommenda-
tions. A number of different approaches to measuring inconsistency have already
been examined in the literature. Many of the measures assess inconsistency based
on minimal inconsistent subsets of the knowledge bases. However, there are few
approaches that measure inconsistency based on conflicts between the individual
propositional logical statements. We therefore choose a new approach based on 3-
value logic. It is a variant of the Contension measure. Besides the classical truth
values true and false, both is allowed as a third truth value. We analyse the new ap-
proach with regard to rationality postulates, expressivity and computational com-
plexity.
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1. Einleitung

Im Zuge der Digitalisierung ist man bestrebt jede Art von Daten und Informatio-
nen elektronisch zu erfassen und zu speichern. Die gespeicherten Daten werden
in vielen kommerziellen und technischen Bereichen zunehmend auch als Grund-
lage genutzt, um daraus neue Informationen zu gewinnen oder um ein spezielles
oder grundlegendes Wissen abzuleiten. Aufgrund der Fiille an Informationen, dem
kontinuierlichen Ergdnzen an Informationen und dem formalen Strukturieren der
Daten zur Wissensbasis konnen innerhalb dieser Wissensbasis Widerspriiche, also
Inkonsistenzen, auftreten. Um nun die Inkonsistenz einer Wissensbasis quantifizie-
ren und damit bewerten zu konnen, werden geeignete Ansitze zur Inkonsistenz-
messung benotigt.

Beispiel 1.1. Betrachten wir drei inkonsistente Wissensbasen
K1 ={-a,a,b,-b,c}, Ko={a,—ba—b,c} und Ks={-a,a,b,-bV (cA-c)}

mit den Aussagen a,b,c und den aussagenlogischen Junktoren — (Negation), A (Kon-
junktion), V (Disjunktion) und — (Implikation). Welche dieser Wissensbasen ist nun am
wenigsten inkonsistent?

Die Frage im obigen Beispiel ist nicht so leicht zu beantworten. Welchen Wert fiir
Inkonsistenz konnen wir den einzelnen Wissensbasen K1, Ko und K3 zuweisen?
In den letzten zwanzig Jahren wurden einige Ansdtze zur Inkonsistenzmessung
fiir Wissensbasen, die auf formalen Logiken basieren, untersucht. Allerdings gibt
es noch keine Einigkeit dartiber, welche Eigenschaften ein Inkonsistenzmaf} genau
haben soll. Eine geeignete Definition fiir ein Inkonsistenzmafs mit wenigen charak-
teristischen Eigenschaften wird noch gesucht [Thi19].

Wir definieren einen neuen Ansatz zur Inkonsistenzmessung. Der neue Ansatz
ist eine Variante zum Contension Maf [Thil8, GH11] und basiert auf dem Konzept
der minimalen 3-wertigen Modelle tiber den Wahrheitswerten T (true), F (false) und
B (both). Dabei sind die minimalen 3-wertigen Modelle genau diejenigen 3-wertigen
Modelle, bei denen die Anzahl der B-Zuweisungen minimal beziiglich der Men-
geninklusion ist. Als Maf$ fiir die Inkonsistenz nehmen wir die Summe {iber die
Anzahl der B-Zuweisungen tiber alle minimalen Modelle. Das neue Inkonsistenz-
mafs nennen wir Contension-Sum Maf$ und untersuchen es auf Eigenschaften [Thi18],
Ausdrucksstarke [Thil6] und Komplexitat [TW19].

Die aussagenlogischen Grundlagen fiir unsere Untersuchung und grundsatzli-
che Definitionen zum Thema Inkonsistenzmafie sind im Kapitel 2 zusammenge-
stellt. Eine formale Definition fiir das Contension-Sum Maf3 enthélt Kapitel 3. In
den Kapiteln 4, 5 und 6 geben wir jeweils spezifische Grundlagen an, analysieren
das Contension-Sum Mafs jeweils hinsichtlich eines der genannten Untersuchungs-
kriterien, werten die Ergebnisse aus und fiihren einen Vergleich mit anderen in der
Literatur veroffentlichten Inkonsistenzmafien. Informationen zum Hintergrund der
Bearbeitung liefert Kapitel 7 bevor wir in Kapitel 8 mit einer kurzen Zusammenfas-
sung abschliefsen.



2. Grundlagen

In diesem Abschnitt behandeln wir Bereiche der Aussagenlogik, die wir fiir die De-
finition, die Analyse und eine Bewertung des Contension-Sum Mafles benotigen.
Als Grundlagen dienen die entsprechenden Ausfithrungen in [Thil8] und [BW20].
Dabei definieren wir grundlegende allgemein tibliche Bezeichnungen im Textfluss.
Wichtige und auf die Inkonsistenzmessung bezogene Definitionen geben wir expli-
zit an.

2.1. Syntax

Sei A eine Menge von Aussagenvariablen und sei £ die aussagenlogische Sprache
tiber A, die sich aus aussagenlogischen Formeln zusammensetzt. Fiir die Menge aller
aussagenlogischer Formeln von L schreiben wir £(A). Sie wird rekursiv gebildet mit
Aussagenvariablen aus A und mit den aussagenlogischen Junktoren — (Negation), A
(Konjunktion), V (Disjunktion), — (Implikation) und <> (Aquivalenz).

Eine aussagenlogische Formel, die nur aus einer Aussagenvariablen besteht, be-
zeichnen wir als atomare Formel oder auch als Atom. Falls a eine aussagenlogische
Formel ist, dann ist ~« ebenfalls eine aussagenlogische Formel. Sind o und /5 aussa-
genlogische Formeln, dann sind auch o A 8, o V 8, « = B und a <+ § aussagenlogi-
sche Formeln. Eine atomare Formel oder eine negierte atomare Formel ist ein Literal.
Eine Disjunktion von Literalen nennen wir Klausel. Eine Formel, die eine Konjunk-
tion von Klauseln ist, bezeichnen wir als eine konjunktive Normalform (KNF). Eine
Konjunktion von Literalen nennen wir Monom. Eine Formel, die eine Disjunktion
von Monomen ist, bezeichnen wir als eine disjunktive Normalform (DNF).

Atome oder atomare Formeln bezeichnen wir mit a, b, ¢, ..., beliebige Formeln
mit «, 3, 7, ¢, ¥ und beliebige Mengen von Formeln mit ®, ¥, ..., M, .... Sei ® eine
Formel oder eine Menge von Formeln, dann ist At(®) die Menge der in ¢ vorkom-
menden Atome.

Definition 2.1. Sei K C L(A) eine endliche Menge von Formeln, dann nennen wir IC auch
Wissensbasis. Die Menge aller Wissensbasen bezeichnen wir mit K.

2.2. Klassische Aussagenlogik

Sei A eine Menge von Aussagenvariablen und sei W, = {true, false} die Menge mit
den klassischen Wahrheitswerten (classical truth values). Fiir die Wahrheitswerte true
und false verwenden wir auch die kiirzeren Bezeichnungen T und F. Eine Funktion
w: A — W, bezeichnen wir als Interpretation und die Menge aller Interpretationen mit
Q(A). Sei L die aussagenlogische Sprache tiber A. Wir erweitern w von A auf £(A)
indem wir die aussagenlogischen Junktoren wahrheitsfunktional nach Tabelle 1 in-
terpretieren.

Genau dann wenn w(y) = true fiir eine Formel ¢ € £(A) gilt, ist w ein Modell von
. Wir sagen auch w erfiillt ¢ und schreiben w |= ¢. Die Relation = C Q(A) x L(A)
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Tabelle 1: Klassische Interpretation der aussagenlogischen Junktoren

heif3t Erfiillungsrelation. Fiir eine Formelmenge & ist eine Interpretation w genau
dann ein Modell, wenn w = ¢ fiir jedes ¢ € & gilt. Sei nun ¢ eine Formel
oder eine Formelmenge. Dann ist die Menge aller Modelle von ® definiert durch
Mod(®?) = {w € Q(4) | w = ?}.

Wir tibertragen nun die Erfiillungsrelation auf eine Relation zwischen Formeln
und Formelmengen. Das heifst, wir definieren eine Relation = C L(A) x L(A), die
wir als semantische oder logische Folgerung bezeichnen. Seien ®, ¥ Formeln oder For-
melmengen. Es gilt & = ¥ genau dann, wenn Mod(®) C Mod (V) ist. Das heifst, aus
® folgt semantisch oder logisch ¥ genau dann, wenn jedes Modell von ® auch ein
Modell von ¥ ist. Zwei Formeln oder Formelmengen ®, ¥ sind genau dann logisch
dquivalent, wenn Mod(®) = Mod(¥) ist. Symbolisch schreiben wir & = V.

Eine Formel oder eine Formelmenge & ist genau dann unerfiillbar, wenn
Mod(®) = 0 ist. Wir bezeichnen dann ® als inkonsistent und schreiben auch ® = 1.
Genau dann, wenn Mod(®) # 0 gilt, ist @ erfiillbar und somit konsistent.

2.3. Dreiwertige Aussagenlogik

Fiir unser Contension-Sum Mafs benétigen wir eine 3-wertige Aussagenlogik. Wir
fiihren deshalb eine 3-wertige Semantik zur Syntax nach Kapitel 2.1 ein. Als Grund-
lage dienen die betreffenden Ausfiihrungen von Thimm im Vorspann zur Definition
des Contension Mafes [Thil8, Kapitel 3], die Ausfithrungen von Grant und Hunter
zur A-Logik [GH23] und The Logic of Paradox von Priest [Pri79].

Definition 2.2. Sei A eine Menge von Aussagenvariablen und sei Wy = {T,F, B} ei-
ne Menge mit Wahrheitswerten. Dann ist eine 3-wertige Interpretation eine Funktion
v: A — W3. Die Wahrheitswerte T und F stehen fiir die klassischen Wahrheitswerte true
und false. Der dritte Wahrheitswert B fiir both reprisentiert einen Konflikt in einer Aus-
sage. Die Menge aller 3-wertigen Interpretationen bezeichnen wir mit Y (A). Sei L die
aussagenlogische Sprache tiber A. Wir erweitern v von A auf Formeln, indem wir die aus-
sagenlogischen Junktoren nach Tabelle 2 interpretieren.

Als Symbol fiir die Erfuillungsrelation verwenden wir |=3. Sei ¢ eine Formel. Eine 3-
wertige Interpretation v ist genau dann ein Modell von ¢, wenn entweder v(p) = T
oder v(yp) = B ist. Symbolisch schreiben wir v =3 . Sei ® eine Formelmenge. Eine
Interpretation v ist genau dann ein Modell von ®, wenn v =3 ¢ fiir jedes p € ® gilt. Falls
v ein Modell von ® ist und es ein p € ® mit v(yp) = B gibt, dann ist v(®) = B.

Sei nun ® eine Formel oder Formelmenge. Die Menge aller Modelle von ® ist defi-
niert durch Mods(®) = {v € Y(A) | v |3 ®}. Die logische Folgerung und die
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Tabelle 2: Wahrheitstabelle fiir die 3-wertige Interpretation der Junktoren

logische Aquivalenz definieren wir analog zur klassischen Semantik. Seien ®, W For-
meln oder Formelmengen. Es gilt ® |=3 ¥ genau dann, wenn Modz(®) C Mods(V)
ist. Zwei Formeln oder Formelmengen ®, ¥ sind genau dann logisch dquivalent, wenn
Mod3(®) = Mods (V) ist. Symbolisch schreiben wir & =3 V.

Definition 2.3 ((GH11]). Sei A eine Menge von Aussagenvariablen und v eine 3-wertige
Interpretation. Dann gilt

Binarybase(v) = {a | v(a) = T oder v(a) = F'}
und
Conflictbase(v) = {a | v(a) = B}.
mit a € A.
Beispiel 2.4. Sei K = {a,—b,a — b}. Dann konnen wir neun verschiedene 3-wertige In-
terpretationen fiir K angeben. Die Interpretationen, die jeweils zugehorige Binarybase und
die zugehorige Conflictbase haben wir in der Tabelle 3 zusammengestellt. Zur kompakteren

Darstellung geben wir die Interpretation v; als Paar an. Das heifdt, v;(A) := (vi(a), vi(b))
mit A = {a,b}.

Tabelle 3: Menge der Interpretationen fiir Beispiel 2.4

i | vi(A) | vi(—a) | vi(=b) | vi(—aVb) | vi(K) | Binarybase(v;) | Conflictbase(v;)
1] (T,T) F F T F {a, b} {}

2| (T,B) | F B B B {a} (b}

3| (T,F) F T F F {a, b} {}

4| (B,T)| B F T F (b} {a}

5/ (B,B)| B B B B 0 {a,b}

6| B,F)| B T B B (b} {a}

7| (F,T) T F T F {a,b} {}

8| (F,B)| T B T F {a} (b}

9| (F,F) T T T F {a, b} {}

Wie wir der Tabelle 3 entnehmen konnen, ist Mods(K) = {ve, vs, vg}.



2.4. Eigenschaften der 3-wertigen Aussagenlogik und Beziehungen
zur klassischen Aussagenlogik

In diesem Kapitel stellen wir elementare Eigenschaften der in Kapitel 2 definier-
ten Logiken zusammen. Wir benétigen sie spater fiir die Analyse des Contension-
Sum Mafses. Abkiirzend verwenden wir die Bezeichnungen L¢ fiir in Kapitel 2.2
definierte klassische Aussagenlogik (Classical Proposional Logic) und Lg fiir die in
Kapitel 2.3 definierte 3-wertige Aussagenlogik. Sei zudem A eine Menge von Aus-
sagenvariablen und £ die aussagenlogische Sprache tiber A.

Betrachten wir die Mengen der Modelle in beiden Logiken. Die Bezeichnungen
konsistent und inkonsistent sind Bezeichnungen in L¢. Wahrend fiir eine inkonsisten-
te Wissensbasis die Menge der Modelle in L leer ist, gibt es in L fiir jede Wissens-
basis mindestens ein Modell. Vergleiche die Anmerkung unter [Thil9, Definition 8]
und die Ausfithrungen in [GH23, Kapitel 5].

Proposition 2.5. Eine Wissensbasis IC hat mindestens ein Modell v =3 K.

Beweis. Sei K eine Wissensbasis und sei v eine 3-wertige Interpretation mit v(a) =
B fiir alle a € At(K). Dann folgt mit der rekursiven Definition der Formeln und
Definition 2.2, dass v(K) = B ist. Somit gilt die Behauptung. O

Proposition 2.6. Sei A eine Menge von Aussagenvariablen und sei ¢ eine beliebige Formel.
Seien weiterhin w eine beliebige 2-wertige Interpretation und v,, die zu ihr korrespondieren-
de 3-wertige Interpretation mit v,,(a) := w(a) fiir alle a € A. Dann gilt v,(¢) = w(yp) fiir
alle p € L(A).

Beweis. Wir zeigen die Behauptung mit struktureller Induktion. Sei A eine Menge
von Aussagenvariablen. Fiir ein beliebiges w € 2(A) sei v, die zugehorige 3-wertige
Interpretation, so dass v, (a) = w(a) fir alle a € A gilt. Das heifit, der Induktions-
anfang gilt per Definition. Angenommen, die Behauptung gilt fiir o, p1, 2 € L(A).
Dann ergibt sich mit Tabelle 1 und Tabelle 2

V() = w(—gp),
V(1 A p2) = w(pr A ),
V(P11 V p2) = w(p1 V p2),

V(1 = p2) = w(pr — v2),
vu(p1 ¢ p2) = w(p1 < p2).

Somit folgt mit dem Prinzip der strukturellen Induktion, dass v,,(¢) = w(yp) fur alle
v € L(A) gilt. O

Proposition 2.7. Falls es fiir eine Formel ¢ ein w € Mod(y) gibt, und ¢ somit konsistent
ist, dann existiert ein v € Mods(p) mit v(¢) = T und v(a) € {T,F} fiir alle a € At(p).

Beweis. Die Behauptung folgt mit Proposition 2.6. O



Fiir die Logik L3 gilt auch die andere Richtung.

Proposition 2.8. Falls es fiir eine Formel ¢ ein v € Mods(yp) mit v(p) = T gibt, dann
existiert ein w € Mod(y).

Beweis. Sei ¢ € L(A) eine Formel fiir die ein v € Mods(y) mit v(¢) = T existiert.
Falls es ein a € At(p) mit v(a) = B gibt, dann konnen wir a einen der Wahrheits-
werte F oder T zuweisen und erhalten damit ein 2-wertiges Modell von ¢. Um dies
zu zeigen, sei

wy: {T,B,F} - {T,F}, T—»T,B—F, F—F.

Sei weiterhin A eine Menge von Aussagenvariablen und v eine 3-wertige Interpreta-
tion. Falls v(a) = T fiir ein a € A gilt, dann ist w,(v(a)) = T. Angenommen, unsere
Behauptung gilt fiir ¢, 1, p2 € L(A), dann folgt mit Tabelle 2:

e Falls v(—p) = T ist, dann gilt v(¢) = F und somit
wy (70 (p)) = wy(v(—p)) =T.
* Falls v(p1 A ) = T ist, dann gilt v(¢1) = v(p2) = T und somit
wy (V(1)) Awy(v(p2)) = wu(v(pr Aps)) =T.

e Falls v(p1 V ¢2) = T gilt, dann ist v(¢1) = T oder es ist v(yp2) = T. Der
Wahrheitswert fiir die jeweils andere Formel ist nicht relevant und es folgt

wy(v(p1)) V wo(v(p2)) = wu(v(er V2)) =T.

e Falls v(¢p1 — ¢2) = T gilt, dann ist v(¢1) = F oder es ist v(yp2) = T. Der
Wahrheitswert fiir die jeweils andere Formel ist nicht relevant und es folgt

wu(v(p1)) = wy(v(p2)) = wu(v(pr = @) =T.

e Falls v(p1 ¢ ¢2) = T ist, dann gilt entweder v(p;) = v(p2) = T oder es gilt
v(p1) = v(p2) = F. Damit folgt

wy V(1)) > wo(V(p2)) = wo(v(pr € ) = T.

Das heifst, die Komposition w,, o v ist damit ein klassisches Modell von ¢ und es gilt
die Behauptung. Vergleiche [Pri79, Beweis zu II1.8. THEOREM]. O



2.5. InkonsistenzmaBe

Wie bereits erwdhnt, gibt es in der Literatur viele verschiedene Ansitze zur Inkon-
sistenzmessung und viele unterschiedliche Vorschldge zu Eigenschaften, die ein In-
konsistenzmafs haben sollte. Thimm hat in [Thil8, Thil7b] insgesamt 22 verschiede-
ne Inkonsistenzmafie hinsichtlich 18 unterschiedlicher Eigenschaften untersucht. Es
hat sich gezeigt, dass verschiedene Inkonsistenzmafle unterschiedliche Eigenschaf-
ten erfiillen. Da sich von den untersuchten Eigenschaften auch welche teilweise wi-
dersprechen, kann somit kein Inkonsistenzmaf3 alle untersuchten Eigenschaften be-
sitzen. In der vorliegenden Arbeit beschranken wir uns deshalb fiir die Definition,
was wir unter einem Inkonsistenzmaf3 verstehen, auf grundlegende unstrittige Ei-
genschaften. Vergleiche hierzu [Thil9, Kapitel 3].

Mit R, bezeichnen wir die Menge der nichtnegativen reellen Zahlen R> verei-
nigt mit {oc}.

Definition 2.9 (Inkonsistenzmaf). Eine Funktion Z: K — R heifit Inkonsistenz-
maf, wenn sie fiir alle K € K folgende Eigenschaft erfiillt:

Z(K) = 0 gilt genau dann, wenn K konsistent ist.

3. Das Contension-Sum MaB

In diesem Kapitel definieren wir einen neuen Ansatz zur Inkonsistenzmessung, den
wir im Kapitel 4 hinsichtlich Eigenschaften, im Kapitel 5 hinsichtlich Ausdrucks-
starke und und im Kapitel 6 hinsichtlich Komplexitit analysieren. Der neue Ansatz
basiert auf minimalen 3-wertigen Modellen.

Definition 3.1 (Minimales Modell). Sei ® eine Formel oder eine Formelmenge. Ein Mo-
dell v € Mods(®) ist minimal, wenn es kein v' € Mods(®) gibt mit Con flictbase(v') C
Conflictbase(v). Die Menge aller minimalen Modelle von & bezeichnen wir mit
Mod5" ().

Definition 3.2 (Minimale Konfliktbasis). Sei ® eine Formel oder eine Formelmenge.
Falls v € Mody'(®) gilt, ist die Menge Conflictbase(v) eine minimale Konfliktbasis
von ®. Die Elemente der minimalen Konfliktbasis heiffen Konfliktatome.

Definition 3.3 (Contension-Sum). Sei v eine 3-wertige Interpretation. Dann ist das
Contension-Sum Maf Z.s: K — RS, definiert durch

Z.s(K) = Z }Conﬂictbase(v)’ (1)
v € Modg* (K)

mit IC € K. Somit ist I.g die Summe iiber die Anzahl von Atomen jeweils aller minimalen
Konfliktbasen von IC.



Beispiel 3.4. Nehmen wir Beispiel 2.4 mit K = {a,—b,a — b}. Wie wir Tabelle 3 ent-
nehmen konnen, ist die Menge der minimalen Modelle Mod3' = {va,ve} und es ergibt
sich

Zcs(K) = |Conflictbase(vs)| + |Conflictbase(vg)| = [{b}| + [{a}| =1+ 1= 2.

Zum Vergleich ermitteln wir die Inkonsistenz fiir das Beispiel 2.4 mit dem Con-
tension Mafs. Zuvor benotigen wir noch die Definition.

Definition 3.5 (Contension [Thil8, GH11]). Sei v eine 3-wertige Interpretation. Dann
ist das Contension Mafl Z.: K — RS, definiert durch

Z.(K) = min{}Conﬂictbase(v)’ ! v 3 K} firKeK

Das heifst, Z. entspricht der minimalen Anzahl von Atomen mit Wahrheitswert B, die fiir
ein Modell von IC bendtigt werden.

Beispiel 3.6. Wir beziehen uns wieder auf das Beispiel 2.4 mit K = {a,—-b,a — b}. Wie
wir Tabelle 3 entnehmen konnen, ergibt sich Z.(KC) = 1. Fiir das Contension-Sum Mafs
ergab sich Z.5(K) = 2 nach Beispiel 3.4.

4. Eigenschaften

Unter Eigenschaften verstehen wir zweckmafliige und sinnvolle Eigenschaften, die
fiir ein Inkonsistenzmaf notwendig oder zumindest wiinschenswert sind. Im Eng-
lischen werden sie treffend mit rationality postulates bezeichnet. Es gibt in der Lite-
ratur viele Vorschlige zu wiinschenswerten Eigenschaften, aber noch keine Einig-
keit tiber die Menge der notwendigen Eigenschaften. Wir gehen darauf etwas na-
her im Kapitel 7 ein. Um einen guten Uberblick iiber die Qualitit unseres Ansatzes
zur Inkonsistenzmessung zu bekommen, untersuchen wir ihn auf alle von Thimm
[Thil8] zusammengestellten Eigenschaften. Zudem berticksichtigen wir weitere Ei-
genschaften, die von Besnard [Bes14] eingefiihrt wurden und gehen im Kapitel 4.6
auf Eigenschaften von Grant und Hunter [GH23] ein, die eigens zur semantischen
Inkonsistenzmessung vorgesehen sind.

4.1. Grundlagen

Im Folgenden stellen wir die Definitionen von den Eigenschaften zusammen, hin-
sichtlich derer wir unseren Ansatz zur Inkonsistenzmessung analysieren. Um kon-
form mit der ausschliefllich in englischer Sprache vorhandenen Literatur zu sein,
iibernehmen wir fiir die Eigenschaften die verwendeten englischen Bezeichnungen.
Fiir die Definitionen sei £(A) die Menge aller aussagenlogischen Formeln der aus-
sagenlogischen Sprache £ iiber die Menge A von Aussagenvariablen.

Definition 4.1 (Normalization [Thil8, HKO06]). Ein Inkonsistenzmaf$ T heif§t normiert,
falls 0 < Z(K) < 1 fiiralle K € K.



Normierte Inkonsistenzmafle eignen sich insbesondere zum Vergleich der Inkon-
sistenz von unterschiedlich grofien Wissensbasen.

Definition 4.2 (Monotony [Thil8, HKO06]). Ein Inkonsistenzmaf3 I heifst monoton, falls
Z(K) < Z(K')
fiir alle K, K" € Kmit K C K.

Bei einem monotonen Inkonsistenzmafs kann sich der Wert fiir die Inkonsistenz
einer Wissensbasis nicht verringern, wenn die Wissensbasis erweitert wird. Eine Er-
weiterung ist zum Beispiel das Ergédnzen von Formeln. Fiir die ndchsten Eigenschaf-
ten benotigen wir noch zwei grundlegende Definitionen.

Definition 4.3 (minimal inkonsistente Menge [Thil8]). Sei M eine inkonsistente For-
melmenge. Wenn es kein M' C M mit M' =1 gibt, dann ist M eine minimal inkon-
sistente Menge. Die Menge aller minimal inkonsistenten Untermengen von K bezeichnen
wir mit MI(K).

Definition 4.4 (freie Formel [Thi18, HKO06]). Eine Formel in einer Wissensbasis K heifst
freie Formel, wenn sie in keiner minimal inkonsistenten Untermenge von K enthalten ist.
Die Menge aller freien Formeln in IC bezeichnen wir mit Free(KC).

Definition 4.5 (Free-formula Independence [Thil8, HKO06]). Sei K € K. Ein Inkonsis-
tenzmaf$ T hat die Eigenschaft Free-formula Independence, falls

() = Z(C\ {a})
fiir alle o € Free(K) gilt.

Die Eigenschaft Free-formula Independence zeigt, dass sich der Wert fiir die In-
konsistenz einer Wissensbasis nicht dndert, wenn eine freie Formel aus dieser Wis-
sensbasis entfernt wird.

Definition 4.6 (Dominance [Thil8, HKO06]). Sei K € K. Ein Inkonsistenzmaf$ Z hat die
Eigenschaft Dominance, falls

I(ku{a}) = (LU {B})
fiiralle o, B € L(A) mit o = L und o |= f5.

Mit der Eigenschaft Dominance vergrofsert sich der Wert fiir die Inkonsistenz ei-
ner Wissensbasis nicht, wenn anstelle einer konsistenten Formel mit einem gewissen
Informationsgehalt eine Formel mit weniger Information der Wissensbasis hinzuge-
fugt wird.

Definition 4.7 (sichere Formel [Thil8]). Sei K € K. Eine Formel o« € K heifit sichere
Formel, falls
At(a) NALK\ {a}) =0 und o = L

gilt. Die Menge aller sicheren Formeln in K bezeichnen wir mit Safe(KC).



Definition 4.8 (Safe-formula Independence [Thil8, Thi09]). Sei K € K. Ein Inkonsis-
tenzmaf$ T hat die Eigenschaft Safe-formula Independence, falls

Z(K) = Z(K\ {a})
fiir alle o € Safe(KC) gilt.

Mit der Eigenschaft Safe-formula Independence dndert sich der Wert fiir die In-
konsistenz einer Wissensbasis nicht, wenn eine sichere Formel aus dieser Wissens-
basis entfernt wird.

Definition 4.9 (Super-Additivity [Thil8, Thi09]). Ein Inkonsistenzmaf I heifst super-
additiv, falls
(KUK >Z(K) + Z(K)
fiir alle K, K' € Kmit KN K' = 0.
Mit der Eigenschaft Super-Additivity wird sichergestellt, dass die Summe der In-

konsistenzwerte von zwei disjunkten Wissensbasen nicht grofier ist, als der Inkon-
sistenzwert ihrer Vereinigung.

Definition 4.10 (Penalty [Thil8, Thi09]). Sei K € K. Ein InkonsistenzmafS 7 hat die
Eigenschaft Penalty, falls
Z(K) > Z(K\ {a})

mit o ¢ Free(K) fiir alle o € K gilt.

Die Eigenschaft Penalty gewdhrleistet, dass der Inkonsistenzwert einer Wissens-
basis grofser wird, wenn eine inkonsistente oder zur Inkonsistenz beitragende For-
mel dieser Wissensbasis hinzugefiigt wird.

Definition 4.11 (MI-separability [Thil8, HK10]). Ein Inkonsistenzmafs T heifst MI-
separierbar, falls
I(KUK') =Z(K) + Z(K')

fiir alle K, K' € K mit MI(K U K') = MI(K) U MI(K") und MI(K) N MI(K') = 0.

Mit der Eigenschaft Ml-separability ist die Summe der Inkonsistenzwerte von
zwei Wissensbasen gleich dem Inkonsistenzwert ihrer Vereinigung, wenn ihre mi-
nimal inkonsistente Untermengen disjunkt sind.

Definition 4.12 (MI-normalization [Thil8, HK10]). Sei K € K. Ein Inkonsistenzmay
T heifst MI-normiert, falls Z(M) = 1 fiir alle M € MI(K) gilt.

Mit der Eigenschaft MI-normalization ergibt sich fiir jede minimal inkonsistente
Untermenge einer Wissensbasis der Inkonsistenzwert 1.

Definition 4.13 (Attenuation [Thil8, MLJ11]). Sei K € K. Ein InkonsistenzmafS T hat
die Eigenschaft Attenuation, falls

I(M) < (M)
mit | M| > |M'| fiir alle M, M’ € MI(K) gilt.
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Mit der Eigenschaft Attenuation haben kleinere minimal inkonsistente Untermen-
gen einer Wissensbasis grofiere Inkonsistenzwerte. Als Begriindung fiir diese Eigen-
schaft wird das lottery paradox herangezogen. Fiir weitere Informationen verweisen
wir auf [Thil8, Fufinote 5] und [Kyb61].

Definition 4.14 (Equal Conflict [Thi1l8, MLJ11]). Sei K € K. Ein Inkonsistenzmaf$ 7
hat die Eigenschaft Equal Conflict, falls

mit | M| = |M'| fiir alle M, M’ € MI(K) gilt.

Mit der Eigenschaft Attenuation wird sicher gestellt, dass bei minimal inkonsis-
tenten Untermengen einer Wissensbasis, die gleich grof$ sind, der Inkonsistenzwert
gleich ist.

Definition 4.15 (Almost Consistency [Thil8, MLJ11]). Sei M, Mo, ..., M, eine Folge
von minimal inkonsistenten Mengen mit lim,,_,oo|My| = oo. Ein Inkonsistenzmaf$ T hat
die Eigenschaft Almost Consistency, falls

lim Z(M,) =0

n—o0
gilt.

Mit der Eigenschaft Almost Consistency ist der Grenzwert fiir beliebig grofie mi-
nimal inkonsistente Mengen Null

Definition 4.16 (Contradiction [Thi1l8, ML]JB11]). Sei K € K. Ein Inkonsistenzmaf§
hat die Eigenschaft Contradiction, falls gilt:

Genau dann ist Z(K) = 1, wenn alle K' C K mit K" # 0 inkonsistent sind.

Erganzend zur Eigenschaft Normalization zeigt die Eigenschaft Contradiction,
dass eine Wissensbasis maximal inkonsistent ist, wenn es keine konsistente Unter-
menge dieser Wissensbasis gibt.

Definition 4.17 (Free-formula Dilution [Thi18, ML]JB11]). Sei K € K. Ein Inkonsis-
tenzmaf3 T hat die Eigenschaft Free-formula Delution, falls

Z(K) = Z(K\ {a})
fiir alle o € Free(K) gilt.

Die Eigenschaft Free-formula Dilution ist eine schwéchere Formulierung der Ei-
genschaft Free-formula Independence. Sie stellt sicher, dass der Wert fiir die Inkon-
sistenz einer Wissensbasis nicht grofier wird, wenn eine freie Formel aus dieser Wis-
sensbasis entfernt wird. Fiir die Definition der nédchsten Eigenschaft bendtigen wir
erst noch die Definition zu einem etwas strengeren Aquivalenzbegriff.
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Definition 4.18 (bijektive Aquivalenz [Thi18, GH11]). Zwei Formelmengen ®, ¥ sind
bijektiv dquivalent, wenn es eine bijektive Abbildung f: ® — W gibt, so dass gilt:

v =f(»)
fiir alle ¢ € ®. Symbolisch schreiben wir dies & =, .

Definition 4.19 (Irrelevanz of Syntax [Thil8, GH11, Thilll). Ein Inkonsistenzmaf 7
erfiillt die Eigenschaft Irrelevanz of Syntax, falls gilt

Z(K) = Z(K")
fiir alle IC, K’ € Kmit K =, K.

Mit der Eigenschaft Irrelevanz of Syntax ergibt sich der gleiche Inkonsistenzwert
fiir verschiedene Wissensbasen, wenn deren Formeln zueinander paarweise logisch
dquivalent sind.

Definition 4.20 (Exchange [Thil8, Bes14]). Ein Inkonsistenzmaf$ I erfiillt die Eigen-
schaft Exchange, falls gilt

I(KUK)=Z(KuKk")
fiiralle C,K', K" € Kmit K' £ L und K' = K".

Die Eigenschaft Exchange soll sicherstellen, dass sich der Inkonsistenzwert nicht
andert, wenn konsistente Teilmengen der Wissensbasis ausgetauscht werden.

Definition 4.21 (Adjunction Invariance [Thil8, Bes14]). Sei K € K. Ein Inkonsistenz-
maf T erfiillt die Eigenschaft Adjunction Invariance, falls gilt

(K U{a, B}) = Z(KU{a A B})
fiiralle o, B € L(A).

Mit der Eigenschaft Adjunction Invariance hat eine zusétzliche Formelmenge den
gleichen Einfluss auf den Inkonsistenzwert einer Wissensbasis, wie das Ergdnzen
der Konjunktion aus allen Formeln dieser Formelmenge.

Definition 4.22 (Conjunction Dominance [Bes14]). Sei K € K. Ein Inkonsistenzmafl 7
hat die Eigenschaft Conjunction Dominance, falls

Z(KU{anp}) =z Z(KU{a})
fiiralle o, B € L(A).

Die Eigenschaft Conjunction Dominance gewéhrleistet, dass durch Hinzufiigen
einer Konjunktion der Inkonsistenzwert nicht kleiner werden kann, als wenn nur
einer ihrer Operanden erganzt wird.
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Definition 4.23 (Disjunct Maximality [Bes14]). Sei K € K. Ein Inkonsistenzmaf$ T hat
die Eigenschaft Disjunct Maximality, falls

Z(KUu{aVp}) < max(Z(KU{a}),Z(KU{B}))
fiiralle o, B € L(A).

Mit der Eigenschaft Disjunct Maximality wird der Einfluss einer zusétzlichen Dis-
junktion beschrankt durch den maximalen Einfluss, den die einzelnen Operanden
dieser Disjunktion durch Hinzufiigen haben kénnen.

Definition 4.24 (A-over-V Dominance [Bes14]). Sei K € K. Ein Inkonsistenzmaf$ T hat
die Eigenschaft A-over-V Dominance, falls

I(KU{aABY) > T(KU{aV B})
fiiralle o, B € L(A).
Die Eigenschaft A-over-V Dominance zeigt die Dominanz einer Konjunktion ge-
geniiber der Disjunktion mit den gleichen Operanden.

4.2. Contension-Sum ein InkonsistenzmafB?

Zuerst zeigen wir, dass das Contension-Sum Maf ein Inkonsistenzmaf3 ist, bevor
wir analysieren, welche Eigenschaften es erfiillt.

Proposition 4.25. Das Contension-Sum Maf ist ein Inkonsistenzmap.

Beweis. Sei K € K eine konsistente Wissensbasis. Dann gibt es eine Interpretation
w € Mod(K). Somit folgt mit Proposition 2.7, dass ein 3-wertiges Modell v fiir /C mit
Conflictbase(v) = () existiert. Das Modell v ist damit minimal. Es folgt

Ls(K)=> [0 =0

Sei nun K inkonsistent. Dann gibt es einen Konflikt in einer Aussagenvariablen,
so dass mindestens eine Formel in IC inkonsistent ist oder mindestens zwei Formeln
in K in Konflikt stehen. Das heifit, es ist Conflictbase(v) # () fiir alle minimalen
v € Mod3(K). Es folgt

Z.s(K) = Z |Conflictbase(v)| > 0

v
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4.3. Analyse hinsichtlich Eigenschaften

Die Analyse wird fiir die, in Kapitel 4.1, zusammengestellten Eigenschaften durch-
gefiihrt. Im Folgenden sei A eine Menge von Aussagenvariablen und £(A) die Men-
ge aller aussagenlogischen Formeln der aussagenlogischen Sprache L tiber A. Zu-
dem gelte a,b,c,...,a1,az2,... € A.

Proposition 4.26. Das Contension-Sum Mafs ist nicht normiert.

Beweis. Sei K = {a, —~a, b, -b, ¢, ~c}. Dannist Z.g(K) = !{a, b, c}’ = 3 > 1. Die Bedin-
gung in Definition 4.1 ist nicht erfiillt. Somit gilt die Behauptung. O

Proposition 4.27. Das Contension-Sum MafS ist monoton.

Beweis. Sei K € K und sei v ein minimales Modell von K. Sei weiterhin o € £L(A)
und K’ = (K) U {a} D K. Durch Hinzufiigen von Formeln kann sich die Anzahl
der Konfliktatome in einem minimalen Modell v nicht verringern. Da dies fiir alle
v € Mod3*(K) gilt, folgt

Z.s(K) = Z |Conflictbase(v)|
v € Modg* (K)
< Z |Conflictbase(v)| = Z.g(K").
v € Modj*(K')

Somit gilt die Behauptung. O

Proposition 4.28. Das Contension-Sum Maf erfiillt nicht die Eigenschaft Free-Formula
Independence.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung mit einem Gegenbeispiel. Sei K = {aA—aA—b, b}
und sei a = b. Dannist a € Free(K), da o & Upsentie) M = {aA—aA-b} = K\ {a}.
Somit folgt

Zes(K) = {a, b} =2 > Z.s(K\{a}) = [{a}| = 1.

Das heifst, die Bedingung nach Definition 4.5 ist nicht erfiillt und es gilt die Behaup-
tung. O

Proposition 4.29. Das Contension-Sum Mafs erfiillt nicht die Eigenschaft Dominance.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung mit einem Gegenbeispiel. Sei K = {a A —a A —b}.
Seien weiterhin a, f € L(A) mita = bund = bV (c A =¢). Dann gilt o = L und
a = f. Es folgt

Zes(KU{a}) = Zes({a A —a A =b,b}) = |{a,b}| =2
<Zs(KU{B}) =Zcs({a A—aA=bbV (c\=c)})
= ‘{a,b}} + ‘{a,c}! = 4.

Dies widerspricht Definition 4.6 und es gilt somit die Behauptung. O
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Proposition 4.30. Das Contension-Sum Maf erfiillt die Eigenschaft Safe-formula Indepen-
dence.

Beweis. Sei K € K und sei « € Safe(K U {a}). Sei weiterhin v € T(A) ein minimales
Modell fiir £ U {a}. Nach Definition 4.7 ist o konsistent. Mit Proposition 2.7 gibt es
ein v, so dass v(«) = T ist. Da v minimal ist, gilt

At(a) N Conflictbase(v) = (.
Somit ist v auch ein minimales Modell fiir K und es folgt
Mo = Mod5 (KU {a}) € Mods'(K) =: M.
Wir konnen somit schliefsen, dass

Is(KU{a}) = Z |Conflictbase(v)|

v E Miq

< Z |Conflictbase(v)|
v e Mk

=Z.s(K).
Da das Contension-Sum Maf} monoton ist, folgt mit Proposition 4.27
I.s(KU{a}) > Z.s(K)

und damit

T.s(K U{a}) = Zs(K).
Somit gilt die Behauptung. O
Proposition 4.31. Das Contension-Sum Maf ist nicht super-additiv nach Definition 4.9.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung mit einem Gegenbeispiel. Sei £ = {a, ~a} und
K’ = {a A —a}. Dann ist £ N K’ = (. Es folgt

Zs(KUK') = Ies({a, —a,a A —a}) = [{a}]| =1
# Zes({a,—a}) + Zes({a A —a}) = [{a}] + [{a}| =1+ 1 =2

Proposition 4.32. Das Contension-Sum Maf erfiillt nicht die Eigenschaft Penalty.

Beweis. Sei K = {—a A b,—a,a A =b} und a = —a. Dann ist M = {—a,a A —b} eine
minimal inkonsistente Teilmenge von K. Es gilt o ¢ Free(K) und

Tes(K) = [{a.b}] =2 # Zus(K\ {a}) = |{a.}] = 2.

Das heifst, die Bedingung nach Definition 4.10 ist nicht erfiillt und es gilt die Be-
hauptung. O
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Proposition 4.33. Das Contension-Sum Mafs ist nicht MI-separierbar.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung mit einem Gegenbeispiel. Sei K = {a, ~a} und
K’ ={a A —-a}. Dannist KUK = {a,—a,a A —a} mit

MI(KUK') = {{a,~a},{a A =a}} = MI(K) UMI(K') und MI(K) N MI(K') = 0.
Es folgt

Zs(KUK') = Zes({a, ma,a A —a}) = |{a}‘ =1
£ Tus({a,~a}) + T({a A ~a}) = [{a}] + [fal] = 1+1=2.

Proposition 4.34. Das Contension-Sum Maf ist nicht MI-normiert.

Beweis. Sei zum Beispiel K = {a A —a A b A =b}. Dann ist £ minimal inkonsistent.
Das heif$t, es ist MI(K) = {K}. Es folgt

Zes(K) = |{a,b}| =2 # 1.

Das heifst, die Bedingung nach Definition 4.12 ist nicht erfiillt und es gilt die Be-
hauptung. O

Proposition 4.35. Das Contension-Sum Mafs erfiillt nicht die Eigenschaft Attenuation.

Beweis. Sei zum Beispiel X = {a A —a,bA—c,—bAc}. Dannsind M = {bA—c,—bAc}
und M’ = {a A —a} zwei minimal inkonsistente Untermengen von K. Es gilt

M|=2 > |[M'|=1,

jedoch
Zes(M) = |{b,c}| =2 > Z.g(M') = [{a}| = 1.

Das heifst, die Bedingung nach Definition 4.13 ist nicht erfiillt und es gilt die Be-
hauptung. O

Proposition 4.36. Das Contension-Sum Maf erfiillt nicht die Eigenschaft Equal Conflict.

Beweis. Sei zum Beispiel K = {—a,a A b,—a A =b}. Dann sind M = {—a,a A b} und
M'" = {a Ab,—a A —b} zwei minimal inkonsistente Untermengen von K. Es gilt

M| =[M'| =2,

jedoch
Ies(M) = {a}| =1 # Zeg(M') = |{a,b}| = 2.

Das heifst, die Bedingung nach Definition 4.14 ist nicht erfiillt und es gilt die Be-
hauptung. O
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Proposition 4.37. Das Contension-Sum Maf$ erfiillt nicht die Eigenschaft Almost Consis-
tency.

Beweis. Sei zum Beispiel K,, = {a1,...,a,, 0ai,...,-ay}. Dann gilt
lim |[K] = o0
n—oo
und es folgt
lim Z.g(K,) = lim ‘{al,...,an}‘ =00 #0
n—oo n—oo

Das heif$t, die Bedingung nach Definition 4.15 ist nicht erfiillt und es gilt die Be-
hauptung. O

Proposition 4.38. Das Contension-Sum Maf erfiillt nicht die Eigenschaft Contradiction.

Beweis. Sei zum Beispiel K = {a,—-a}. Dann ist Z,s(K) = |{a}| = 1 und es gibt
eine Teilmenge K’ = {a} von K, die konsistent ist. Das heifit, die Bedingung nach
Definition 4.16 ist nicht erfiillt. Somit gilt die Behauptung. O

Das folgende Theorem wurde von Thimm [Thil8] gezeigt und bewiesen [Thil7b].
Es dient uns im Anschluss als eine Grundlage fiir den Beweis fiir eine weitere Ei-
genschaft des Contension-Sum Mafies.

Theorem 4.39. Ein monotones Inkonsistenzmaf erfiillt Free Formula Dilution.

Proposition 4.40. Das Contension-Sum Mafs erfiillt die Eigenschaft Free-formula Diluti-
on.

Beweis. Die Behauptung folgt mit Proposition 4.27 und Theorem 4.39. O

Proposition 4.41. Das Contension-Sum MafS erfiillt nicht die Eigenschaft Irrelevanz of
Syntax.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung mit einem Gegenbeispiel. Das Beispiel haben
wir aus [Thil8, Beweis zu Theorem 3] entnommen. Sei £ = {a A —a A b A =b} und
K’ = {a A —a}. Dann gilt K =, K’ und es folgt

ICS(IC) = ’{a7b}‘ =2 # ICS(IC,) = ’{GH =L

Das heifst, die Bedingung nach Definition 4.19 ist nicht erfiillt und es gilt die Be-
hauptung. O

Proposition 4.42. Das Contension-Sum Maf erfiillt nicht die Eigenschaft Exchange.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung mit einem Gegenbeispiel. Sei K = {a A ~a A —b},
K'={b} und K" = {bV (¢ A —¢)}. Dann gilt £’ = 1 und K’ = K". Es folgt

Zes(KUK') = Zes({a A —a A =b,b}) = |{a,b}| =2
#ZT.s(KUK")=Z.s({a A—=a A=bbV (cA—c)})
= |{a,b}] + [{a,c}| = 4.

Dies widerspricht Definition 4.20 und es folgt die Behauptung. O
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Proposition 4.43. Das Contension-Sum Mafs erfiillt die Eigenschaft Adjunction Invarian-
ce.

Beweis. Den Beweis fithren wir analog zum Beweis fiir das Contension Maf$ nach
[Thil7b, Proposition 5]. Sei £ € K und seien a, 5 € L£L(A). Sei weiterhin v =3 K U
{a, B} fiir ein v € Y(A). Mit Definition 2.2 gilt somit v(a),v(8) € {T,B}. Daraus
folgt v(aApB) € {T, B} mit Tabelle 2. Somit gilt auch v =3 LU{aA}. Sei umgekehrt
v =3 KU{a A B} firein v € T(A). Dann folgt v =3 £ U {«, 8} analog mit Tabelle 2
und Definition 2.2. Das heifit, es gilt

Ku{a,p} =3 Ku{anp}
und folglich
Mod5" (K U {«, 8}) = Mod5" (K U {a A B}) =: May.
Wir konnen somit schliefSen, dass

Ts(KU{a,8}) = > |Conflictbase(v)| = Zos(K U {a A B}).

vEMar

Somit gilt die Behauptung. O

Die Eigenschaft Adjunction Invariance wird von Thimm [Thil6] auch mit A-
Invariance bezeichnet.

Proposition 4.44. Das Contension-Sum Maf erfiillt die Eigenschaft Conjunction Domi-
nance.

Beweis. Sei KL € Kund seien «, 8 € L(A). Mit der Eigenschaft Adjunction Invariance
(Proposition 4.43), gilt

ICS(IC U {a A 5}) = cS(IC U {Oé,ﬁ})

Da das Contension-Sum Mafs monoton ist, folgt mit Proposition 4.27

ICS(IC U {Oé, ﬂ}) > ICS(IC U {Oé})
und damit die Behauptung. O
Proposition 4.45. Das Contension-Sum Maf$ erfiillt nicht die Eigenschaft Disjunct Maxi-
mality.
Beweis. Wir zeigen die Behauptung mit einem Gegenbeispiel. Sei £ = {c}. Seien
a,f € L(A) mita =a A —-aund 8 = b A —b. Dann folgt

Les(KU{aV B}) =Zes({(a A —a) V (b A-b), c}) = [{a}| + |[{b}] =2

> max (Z.g(K U {a}), Zes (K U {B}))

= max (Z.s({a A —a, c}), Zos({b A —b, c}))

= max (|{a}|, [{b}]) = 1.

Dies widerspricht Definition 4.23 und damit gilt die Behauptung. O

)
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Proposition 4.46. Das Contension-Sum Maf erfiillt nicht die Eigenschaft N-over-\/ Domi-
nance.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung mit einem Gegenbeispiel. Sei L = {c A =c} und
seien o, f € L(A) mita = a A —aund 8 = b A —b. Dann gilt

Zes(KU{anBY) =Zes({a A—aAbA=b,cA=ct) = |{a,bc}| =3
<ZIg(Ku{aVp})
=Zes({(a A =a) V (b A =b), ¢ A —c})
= |{a,c}| + [{b,c}| = 4.

Dies widerspricht Definition 4.24 und damit gilt die Behauptung. O

4.4. Auswertung

Im vorigen Kapitel haben wir das Contension-Sum Maf$ auf die in Kapitel 4.1 de-
finierten Eigenschaften hin untersucht. Von den 21 Eigenschaften sind sechs erfiillt
und 15 nicht. Eine Ubersicht liefert Tabelle 4. Es stellt sich die Frage, ob Eigenschaf-
ten, die erfiillt oder nicht erfiillt sind, jeweils einer bestimmten Kategorie zugeord-
net werden kdnnen.

Von Besnard und Grant [BG20] wird eine Einteilung in relative und absolute Mafle
vorgenommen, wobei sie darauf hinweisen, dass sich manche Mafie nicht einer der
beiden Kategorien zuordnen lassen. Dies gilt zum Beispiel fiir das Drastic Measure Z,
[HKO06, Definition 11] und das n-Inconsistency Measure Z,, [Kni02]. Die Eigenschaften
ordnen sie entsprechend den drei Klassen von Eigenschaften zu, die relative Mafse
erfiillen sollten, die fiir relative Mafle ungeeignet sind und die relative Mafle erfiillen
konnen. Zur Klassifizierung von Wissensbasen hat bereits Grant [Gra78] zwischen
absoluten und relativen Mafien unterschieden. Das Contension-Sum Maf ist ein ab-
solutes Mafs und erfiillt deshalb auch nicht die beiden Eigenschaften Normalization
und Contradiction. Es sind zwei Eigenschaften, die von relativen MafSen erfiillt wer-
den konnen und von absoluten Mafien in der Regel nicht erfiillt werden. Vergleiche
[Thil8, Table 2, Table 3] und [BG20, Table 2].

In der Literatur unterteilt man Inkonsistenzmafie auch oft in syntaktischer oder se-
mantischer Ansatz [Thil9, HK05, TW19]. Der Kategorie syntaktischer Ansatz werden
diejenigen Inkonsistenzmafse zugeordnet, die Inkonsistenz anhand minimal inkon-
sistenter Formelmengen bewerten. Der Kategorie semantischer Ansatz gelten dieje-
nigen Inkonsistenzmafle als zugehorig, die Inkonsistenz aufgrund von in Konflikt
stehenden Literalen beurteilen. Hunter, Konieczny und Grant [HK10, GH23] ver-
wenden zur Klassifizierung auch die Bezeichnungen formelbasierte Mafse (formula-
centric measures) und atombasierte MafSe (atom-centric measures). Der Unterschied
zwischen syntaktischem und semantischem Maf3 ist allerdings nicht klar definiert
und es gibt zudem Inkonsistenzmafse die keiner der beiden Klassen eindeutig zu-
geordnet werden konnen [Thil9].
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Mit Definition 3.3 folgt, dass das Contension-Sum MafS ein atombasiertes Maf3 ist,
da mit ihm Mengen von Konfliktatomen gemessen werden. Angelehnt an die vori-
gen Ausfiihrungen unterscheiden wir im Folgenden die untersuchten Eigenschaf-
ten in formelbasiert und atombasiert. Wir bezeichnen eine Eigenschaft als formelba-
siert, wenn sich ihre Definition explizit auf Formeln oder Formelmengen bezieht
und somit eine formelbasierte Sicht auf Wissensbasen erfolgt. Unter einer atomba-
sierten Eigenschaft verstehen wir, wenn in der Definition der Eigenschaft, direkt
oder indirekt auf Atome Bezug genommen wird. Ein Beispiel fiir eine atombasierte
Eigenschaft ist Safe-formula Independence, bei der tiber die Berticksichtigung einer
sicheren Formel in der Definition indirekt eine Sicht auf die Atome der Wissensbasis
erfolgt. Vergleiche Definition 4.8 und Definition 4.7.

Betrachten wir nun die untersuchten Eigenschaften. Die Eigenschaft Inkonsis-
tenzmaf ist erfiillt. Sie kann weder als formel- noch als atombasiert klassifiziert
werden, ist jedoch fundamental. Die beiden Eigenschaften Normalization und Con-
tradiction sind, wie bereits beschrieben, nicht erfiillt und nicht fiir absolute MafSe
geeignet. Von den restlichen 18 Eigenschaften entspricht nur die Eigenschaft Safe-
formula Independence unseren Vorstellungen als atombasierte Eigenschaft. Alle an-
deren Eigenschaften ordnen wir der Kategorie formelbasiert zu. Das heifst, von den
atombasierten Eigenschaften ist eine von einer erfiillt. Von den formelbasierten Ei-
genschaften sind vier von 17 erfiillt.

4.5. Qualitativer Vergleich mit anderen InkonsistenzmaBen

Um einen Uberblick zu erhalten, wie das Contension-Sum Maf hinsichtlich der Ei-
genschaften gegeniiber anderen Inkonsistenzmafien abschneidet, fithren wir einen
qualitativen Vergleich mit den 22 von Thimm [Thi18] untersuchten Inkonsistenzma-
en durch. Die Bezeichnungen fiir die Inkonsistenzmafie und die Ergebnisse hin-
sichtlich der Eigenschaften {ibernehmen wir von Thimm [Thil8]. Allerdings wie-
derholen wir nicht die Definitionen fiir die einzelnen Mafle, sondern verweisen da-
zu auf [Thil8, Figure 1]. Damit wir den Vergleich in einer Tabelle zusammenfassen
konnen, ordnen wir jede Eigenschaft einer Position in einem bindren n-Tupel zu
und geben fiir jedes Mafi das zugehorige bindre n-Tupel an. Eine erfiillte Eigen-
schaft wird durch 1 und eine nicht erfiillte Eigenschaft durch 0 reprasentiert. Da wir
zum Vergleich 18 Eigenschaften heranziehen, ordnen wir jedem Mafs ein 18-Tupel
(e1,...,e18) folgendermafien zu:

e1 < Consistency (Inkonsistenzmafs),
ea <+ Normalization,

ez < Monotony,

eq < Free-formula Independence,

es < Dominance,

es < Safe-formula Independence,

er < Super-Additivity,

eg < Penalty,
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Eigenschaft Def. | Prop.

Inkonsistenzmaf3 29 | 425
x| Normalization 4.1 4.26
v" | Monotony 4.2 4.27
x | Free-formula Independence | 4.5 4.28
x | Dominance 4.6 4.29
v' | Safe-formula Independence | 4.8 | 4.30
X | Super-Additivity 49 | 431
x | Penalty 410 | 4.32
x| MI-Separability 411 | 4.33
x | MI-Normalization 412 | 4.34
X | Attenuation 413 | 435
x| Equal Conflict 414 | 4.36
x| Almost Consistency 415 | 437
x| Contradiction 416 | 4.38
v' | Free Formula Dilution 417 | 440
x | Irrelevance of Syntax 419 | 441
x| Exchange 420 | 442
v" | Adjunction Invariance 421 | 443
v" | Conjunction Dominance 422 | 444
x | Disjunct Maximality 423 | 445
X | A-over-V Dominance 424 | 446
erfullt: v/ nicht erfuillt: x

Tabelle 4: Ubersicht Eigenschaften

eg < MIl-Separability,

e1o < MI-Normalization,

e11 < Attenuation,

e12 « Equal Conflict,

e13 < Almost Consistency,
e1s + Contradiction,

e15 < Free Formula Dilution,
eig + Irrelevanz of Syntax,
ei7 < Exchange,

e1g < Adjunction Invariance.

Das Verhiltnis der Anzahl der erfiillten Eigenschaften n., geteilt durch die Anzahl
der Eigenschaften, bezeichnen wir als Erfiillungsgrad e4. Das heift, es ist e, = "¢/1s.
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Zum einfacheren Vergleich klassifizieren wir in fiinf Erfiillungsklassen

,

falls 1,0 > ¢4, > 0,8
falls 0,8 > e, > 0,6
falls 0,6 > e4 > 0,4
, falls0,4>¢4>0,2
falls 0,2 > e, > 0.

=
Il
T = W N =

\ 7

Der Vergleich ist in Tabelle 5 zusammengestellt. Fiir die Eigenschaften und Mafe,
die wir als atombasiert ansehen, sind die Werte jeweils in fetter Schrift angegeben.
Wie wir der Tabelle entnehmen konnen, liegt kein Maf3 in der Klasse 1 oder in der
Klasse 5. Die 23 Inkonsistenzmafse verteilen sich auf die Klasse 2 mit 4 MafSen, auf
die Klasse 3 mit 10 Maflen und auf die Klasse 4 mit 9 Maflen. Das atombasierte
Contension-Sum Maf? liegt in Klasse 4 und gehort zu den MafSen mit dem niedrigs-
ten Erfullungsgrad.

4.6. Alternative Eigenschaften - Begriindungen und Analysen

Wie bereits beschrieben, lassen sich die meisten der vielen unterschiedlichen Ansit-
ze zur Inkonsistenzmessung einer der beiden Klassen formelbasiert oder atombasiert
zuordnen. Wir haben die untersuchten Eigenschaften analog klassifiziert und fest-
gestellt, dass die meisten Eigenschaften eine formelbasierte Sicht auf Wissensbasen
haben. Sie werden von dem atombasierten Contension-Sum Mafs nicht erfiillt. Dies
passt zu den Ergebnissen von Grant und Hunter [GH23], die weitere atombasierte
Inkonsistenzmafie einfithren und fiir diese zusatzliche atombasierte Eigenschaften
angeben.

Anders als im Kapitel 4.3, in dem wir vorgegebene Eigenschaften analysiert ha-
ben, gehen wir in diesem Kapitel umgekehrt vor. Im Fokus steht, was mit dem
Contension-Sum Mafi gemessen wird. Davon ausgehend, gehen wir den Fragen
nach, welche Eigenschaften sich daraus erschliefien und welche grundsétzlich nicht
erfiillt werden. Da das Contension-Sum Mafs Mengen von Konfliktatomen misst,
liegt die Vermutung nahe, dass atombasierte Eigenschaften eher als formelbasierte
Eigenschaften erfiillbar sind. Im Folgenden fiihren wir fiir verschiedene formelba-
sierte Eigenschaften eine atombasierte Variante ein.

4.6.1. Eigenschaft Super-Additivity

Die Eigenschaft Super-Additivity ist tiblicherweise formelbasiert definiert. Bei An-
sitzen fiir Inkonsistenzmafie, die nun eigentlich keine Formelmengen sondern
Atommengen messen, ist sie deshalb in der Regel nicht erfiillt. Vergleiche [GH23, Ta-
belle 11]. Ein Grund ist: Wenn KNK' = () gilt, kann trotzdem At(K)NAt(K') # 0 sein.
Das heifst, wenn K und K’ beziiglich ihrer Formeln disjunkt sind, dann kénnen sie
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Masf (e1,...,e18) Ne eg K.
T, (1,1,1,1,1,1,0,0,0,1,0,1,0,0,1,1,1,1) 12 ~0.67 2
Znr  (1,0,1,1,0,1,1,1,1,1,0,0,0,0,1,1,0,0) 10 ~0.56 3
Tye  (1,0,1,1,0,1,1,1,1,0,0,1,0,0,1,1,1,1) 12 ~0.67 2
7, (1,1,1,1,1,1,0,0,0,0,1,1,1,0,1,1,0,0) 11 ~0.61 2
7. (1,0,1,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,1,1) 8 =~0.44 3
Tme  (1,0,1,1,0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,1,1,0,0) 7 ~0.39 4
7, (1,0,1,1,0,1,1,1,0,0,0,1,0,0,1,1,0,0) 9 ~0.50 3
Ths (1,0,1,1,1,1,0,0,0,0,0,1,0,0,1,1,0,0) 8 ~0.44 3
I3 (1,0,1,1,0,1,1,0,0,0,0,0,0,0,1,1,0,0) 7 ~0.39 4
Zmer (1,0,1,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,0,0) 7 ~039 4
zht . (1,0,1,1,0,1,1,0,0,1,0,1,0,0,1,1,0,0) 9 ~0.50 3
Ip,  (1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1,0,0) 8 ~0.44 3
Zp,  (0,0,1,0,0,1,1,1,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0) 5 ~0.28 4
Tmo  (1,1,0,0,0,0,0,0,0,1,0,1,0,0,0,0,0,0) 4 ~0.22 4
Tne (1,0,1,0,0,0,1,1,0,1,0,1,0,0,1,1,0,0) 8 ~0.44 3
/" (1,1,1,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,1) 6 ~033 4

/*>*(1,0,1,0,1,1,1,0,0,0,0,1,0,0,1,1,0,0) 8 =~0.44 3

g;fjf (1,0,1,0,0,1,1,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0) 5 =~0.28 4
Tmese  (1,0,1,1,0,1,1,0,0,0,0,1,0,0,1,1,0,0) 8 ~0.44 3
Zforger  (1,0,1,1,0,1,1,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,1) 7 ~039 4
TZee  (1,0,1,1,0,1,0,0,1,1,0,1,0,0,1,1,0,0) 9 ~0.50 3
i’ (1,0,1,1,0,1,1,1,1,1,0,1,0,0,1,1,0,0) 11 ~0.61 2
Tes (1,0,1,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,1) 5 =~0.28 4

Tabelle 5: Vergleich der Inkonsistenzmaf3e

trotzdem gleiche Atome enthalten und sind damit beziiglich der Elemente, die ei-
gentlich betrachtet werden, nicht disjunkt. Dies gilt somit auch fiir das Contension-
Sum Mafs. Es ist nicht super-additiv nach Definition 4.9, wie mit Proposition 4.31
gezeigt wird. Nun ist Additivitat eine der Eigenschaften, die man tiblicherweise mit
einem Maf3 verbindet. Wir fithren deshalb die folgenden Varianten der Additivitat
ein.

Definition 4.47 (Atomic Super-Additivity). Ein atom-basiertes Inkonsistenzmaf Z heifst
super-additiv, falls
(KUK > Z(K) + Z(K)

iiralle K, K' € Kmit At(K) N At(K') = 0 gilt.
8
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Von Grant und Hunter [GH23, Definition 12] gibt es eine gleichlautende Definiti-
on, die sich allerdings ausschliefilich auf Mengen von Atomen mit Wahrheitswert B
bezieht. In der Pramisse wird [D;, Ds] als Partition von Atoms(K') angegeben und
nach Definition 11 enthalt eine Teilmenge D von Atoms(K) nur Atome, denen der
Wahrheitswert B zugewiesen wird.

Definition 4.48 (Atomic Additivity). Ein atom-basiertes InkonsistenzmafS Z heifst addi-
tiv, falls
I(KUK') = Z(K) + Z(K")

fiir alle K, K" € K mit At(K) N At(K') = 0 gilt.
Proposition 4.49. Das Contension-Sum Mafs ist additiv nach Definition 4.48.

Beweis. Es seien IC, K’ € K und es gelte At(K) N At(K') = (. Dann folgt K N K" = {)
und fiir alle v € Mod5'(K) und alle v' € Mod3*(K') gilt

Conflictbase(v) N Conflictbase(v') = ().

Damit ergibt sich

I.s(KUK') = Z |Conflictbase(v)|
v € Mod5* (KUK')

= Z |Conflictbase(v)| + Z |Conflictbase(v)|
v € ModZ(K) v € ModZ*(K)
=1lcs (/C) =+ ICS(IC/).

Proposition 4.50. Das Contension-Sum Mafs ist super-additiv nach Definition 4.47.

Beweis. Die Behauptung folgt mit Proposition 4.49. O

4.6.2. Eigenschaft Monotony

Die Eigenschaft Monotony ist mit Definition 4.2 formelbasiert definiert. Da mit
K C K" auch offensichtlich At(K) C At(K') gilt, ist die Definition auch fiir atomba-
sierte Inkonsistenzmafse geeignet. Sie wird vom Contension-Sum Maf3 erfiillt, siehe
Proposition 4.27. Von Grant und Hunter [GH23, Definition 12] wurde eine atom-
basierte Variante eingefiihrt. Sie bezieht sich jedoch nur auf Mengen von Atomen,
denen der Wahrheitswert B zugeordnet wird.
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4.6.3. Mathematische Sicht auf das Contension-Sum MaB

In diesem Kapitel untersuchen wir, inwieweit das Contension-Sum Mafs die Anfor-
derungen an ein klassisches mathematisches Mafs erfiillt. Wir benotigen dazu den
Ausdruck der o-Algebra fiir den Definitionsbereich eines mathematischen Mafies
und eine Definition, was genau ein mathematisches Maf? ist. Es gibt eine Vielzahl
an Literatur zur MafStheorie, weshalb wir nur die notwendigen Definitionen und
Aussagen kurz, ohne weitere Erlduterung, angeben.

Definition 4.51 (c-Algebra). Sei P(G) die Potenzmenge einer Grundmenge G. Eine Teil-
menge A von P(G) ist eine o-Algebra, wenn sie die folgenden Eigenschaften besitzt:

* GeA

o falls A € Aist, dann gilt (G\ A) € A,

o fiir jede Folge (Ay), . von Mengen aus A, gilt | Jy_ | An € A.
Vergleiche [Bau92, Definition 1.1], [Els18, Satz 3.8] und [Hab15, Kapitel 2].
Korollar 4.52. Die Potenzmenge P(G) einer Grundmenge G ist eine o-Algebra.

Beweis. Da P(G) alle Teilmengen von G enthilt, sind die Bedingungen nach Defini-
tion 4.51 offensichtlich erfiillt. O

Sei im Folgenden A eine Menge von Aussagenvariablen und £(A) die Menge aller
aussagenlogischen Formeln der aussagenlogischen Sprache L iiber A. Die Menge
aller Wissensbasen, die wir mit K bezeichnen, ist mit Definition 2.1 die Potenzmenge
von L(A). Somit konnen wir mit Korollar 4.52 auf die folgende Aussage schliefien.

Korollar 4.53. Die Menge aller Wissensbasen, also K, ist eine o-Algebra tiber L(A).

Definition 4.54 (Mathematisches Maf3). Sei A eine o-Algebra iiber der Menge M. Dann
ist p: A — RSy ein mathematisches Mafi, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

(i) w(@) =0,
(ii) fiir jede Folge (A")n oy von paarweise disjunkten Mengen aus A, gilt

o

WU A2) = 3 utn)

n=1

Vergleiche [Hab15, Definition 3.1] und [Els18, Folgerung 1.3 ].

Definition 4.55. Seien IC,K' € K. Wir bezeichnen IC und K’ als atom-disjunkt, wenn
At(K) NA(K') = 0 gilt.

Proposition 4.56. Das Contension-Sum Maf$ verhilt sich bei paarweise atom-disjunkten
Wissensbasen wie ein mathematisches Mafs.
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Beweis. Das Contension-Sum Maf$ Z.g5: K — RZ erfiillt die Voraussetzungen und
die Bedingung (i) fiir ein mathematisches Maf. Da fiir die leere Menge jede klas-
sische Interpretation ein Modell ist, also Mod(0) = Q(A) gilt, ist die leere Men-
ge konsistent. Es folgt mit Proposition 4.25 fiir eine konsistente Wissensbasis, dass
Z.s(0) = 0 ist.

Wir miissen noch zeigen, dass Bedingung (ii) von Definition 4.54 gilt. Seien die

Wissensbasen Ky, ...,K, € K paarweise atom-disjunkt, mit » € Nund n > 1.
Sei weiterhin K] = K; und K}, = K UK, fiir k = 2,...,n. Die Wissensbasen ICj,
und K _; sind atom-disjunkt, da K1, . . ., K, per Definition paarweise atom-disjunkt

sind. Somit konnen wir mit Proposition 4.49 schlieflen, dass
IcS(IC;c) = IcS(le U }C;c—l) = IcS(’Ck) + IcS(’C;f—l)
fiir k = 2,...,n gilt. Daraus folgt

IcS (IC;E) = IcS(Kn U IC{n—l)
=Zes(Kn UK—1 UK, _y)
=Zes(Kn UKp—1 UKy—2 UK, _3)

=Zs(Kn U1 U---UKy)

=Tes( | J Kr)
k=1
und
IcS(IC;z) = IcS(’Cn) + ICS(IC%—l)

= cS(’Cn) + ICS(ICnfl) + ICS(’C;L—2)

= IcS(’Cn) + IcS(ICn—l) + IcS(’Cn—2) + ICS( /n—3)

= CS(’CTL) +ICS(IC’VL—1) + - +ICS(IC1)

= Tos(Kp).

k=1
Folglich gilt
n o
Jim Zog(KC,) = Tim Zes( U Ke) =Zes(| ki)
k=1 k=1
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Das heifst,
ICS( U ,Cn) = Z ICS(’CTL)

n=1 n=1
Die Bedingung (ii) von Definition 4.54 ist somit ebenfalls erfiillt und es folgt die
Behauptung. O

Bei nicht atom-disjunkten Wissensbasen verhilt sich das Contension-Sum Mafs
leider nicht wie ein mathematisches Maf3. Dies liegt an der besonderen Struktur von
Wissensbasen. Es handelt sich um Mengen von aussagenlogischen Formeln. Seien
zwei Wissensbasen K und K’ nicht atom-disjunkt, also At(K) N At(K’) # (). Dann ist
eine Aufteilung von K und K’ in atom-disjunkte Teilmengen nicht mdoglich, wenn
es Formeln ¢ € K und ¢’ € K’/ gibt, fiir die At(¢) N At(¢’) # 0 gilt. In diesen Fallen
ist das Contension-Sum Maf} weder super-additiv noch sub-additiv und somit nicht
o-additiv. Siehe Proposition 4.31 zum Beweis, dass das Contension-Sum Maf nicht
super-additiv ist. Dass es nicht sub-additiv ist, zeigt die folgende Definition und das
anschliefsende Beispiel.

Definition 4.57 (Sub-Additivity). Ein Inkonsistenzmaf§ 1 heifit sub-additiv, falls
I(KUK') <Z(K) + Z(K')
fiiralle K, K' € Kmit KN K' = 0.

Beispiel 4.58. Sei K = {a} und sei K' = {—a}. Dann sind K und K’ jeweils konsistent.
Das heifit, es ist Z.s(K) = Z.s(K'") = 0. Damit folgt

I.s(KUK') = Z.s({a,~a}) = Ha}‘ =1¢Zs(K)+Zs(K)=0+0=0.

4.6.4. Eigenschaft Free-formula Independence

Die Eigenschaft Free-formula Independence ist eine Eigenschaft mit einer formel-
basierten Sicht auf eine Wissensbasis. Atombasierte Inkonsistenzmafie konnen in
der Regel die Eigenschaft nicht erfiillen, wie das nachstehende Beispiel zeigt. Das
Beispiel ist aus [Bes14, Kapitel 2.2] iibernommen, wobei wir die Notation angepasst
haben.

Beispiel 4.59. Seien K = {aAc¢,bA—c, ~aV —b} und o = —aV —b. Dann ist o € Free(K),
da o ¢ Unprentioy MI = {aAc, bA—ct = K\{a}. Das heift, fiir K\ {a} ist {c} die Menge
der Konfliktatome und fiir IC entweder {b, c} oder {a,b, c}. Somit erscheint Z(KC \ {«a}) fiir
ein atombasiertes Inkonsistenzmaf$ weniger inkonsistent als Z(KC).

Schwicher als Free-formula Independence, aber atombasiert ist die Eigenschaft
Safe-formula Independence. Sie ist somit eher fiir atombasierte Inkonsistenzmafie ge-
eignet. Von Grant und Hunter [GH23, Definition 12] wird als Alternative fiir Free-
formula Independence die atombasierte Eigenschaft Free-Atom Independence ange-
geben. Sie bezieht sich auf eine von Grant und Hunter definierte Menge von free
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atoms, die wiederum Teil des in diesem Artikel vorgestellten graphischen Verfah-
rens zur Untersuchung von semantischen Inkonsistenzmafsen ist. Die Eigenschaft
lasst sich somit nicht so einfach separat ohne das graphische Verfahren anwenden.
Wir betrachten sie deshalb nicht weiter.

Mit Alternativen zur Eigenschaft Free-formula Independence hat sich ebenfalls
Mu [Mul9] sehr ausfiihrlich beschiftigt. Als Variante fiihrt er die Eigenschaft
B-atom-free Formula Independence ein. Wir zeigen, dass das Contension-Sum Maf3 die-
se Eigenschaft erfiillt. Wir benétigen dazu die Menge der minimalen Konfliktbasen Cb™
nach Definition 5.4. Mu [Mul9, Seite 285] bezeichnet diese Menge mit BA.

Definition 4.60 (B-atom-free formula [Mul9]). Seien K € K und o € K. Falls
Cb™(K) = Cb™ (K \ {a}) gilt, dann bezeichnen wir « als B-atom-free formula.

Definition 4.61 (B-atom-free Formula Independence [Mu19]). Seien K eine Wissens-
basis und o eine B-atom-free formula von K. Ein Inkonsistenzmaf$ Z hat die Eigenschaft
B-atom-free Formula Independence, falls

Z(K\A{a}) = Z(K)
gilt.

Proposition 4.62. Das Contension-Sum MafS hat die Eigenschaft B-atom-free Formula In-
dependence.

Beweis. Sei K eine Wissensbasis und sei o eine B-atom-free formula von K. Das
heifst, es gilt Cb™(K) = Cb™ (K \ {a}). Somit folgt

Z.s(K) = Z |Conflictbase(v)|
v € Modg* (K)
= > M= > M|
M € Cb™ (K) M € Cb™ (K\{a})
= Z |Conflictbase(v)| = Zos(K \ {a}).
v € Modj* (K\{a})

O]

Die Eigenschaft B-atom-free Formula Independence deckt die Eigenschaften Tau-
tology Independence und Safe-formula Independence ab, wie von Mu [Mul9, Corol-
lary 4.2] gezeigt wird.

Definition 4.63 (Tautology Independence [Mu19, Bes14]). Sei K eine Wissensbasis.
Ein Inkonsistenzmaf§ 7 hat die Eigenschaft Tautology Independence, falls

(KU {a}) = Z(K)
fiira =T gilt.
Korollar 4.64. Das Contension-Sum Mafs hat die Eigenschaft Tautology Independence.

Somit gibt es mit B-atom-free Formula Independence und Safe-formula Inde-
pendence geeignete atombasierte Varianten zur Eigenschaft Free-formula Indepen-
dence.
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4.6.5. Irrelevanz of Syntax

Das Contension-Sum Maf erfiillt nicht die Eigenschaft Irrelevanz of Syntax nach
Definition 4.19 wie mit Proposition 4.41 festgestellt wurde. Der Eigenschaft Irrele-
vanz of Syntax nach Definition 4.19 liegt die klassische Aussagenlogik L¢ zugrun-
de, wihrend das Contension-Sum Maf auf der 3-wertigen Logik Lg basiert. Wir
zeigen, dass das Contension-Sum Maf? die Eigenschaft Irrelevanz of Syntax erfiillt,
wenn sich die Definition auf L3 bezieht.

Definition 4.65 (3-wertige bijektive Aquivalenz). Zwei Formelmengen ®, U sind 3-
wertig bijektiv dquivalent, wenn es eine bijektive Abbildung f: ® — W gibt, so dass
gilt:

¢ =3 f(y)
fiir alle ¢ € ®. Symbolisch schreiben wir dies ® =3, W.

Definition 4.66 (3-valued Irrelevanz of Syntax). Ein Inkonsistenzmaf T erfiillt die Ei-
genschaft 3-valued Irrelevanz of Syntax, falls gilt

Z(K) = Z(K")
fiir alle K, K" € K mit K =3, K'.

Proposition 4.67. Das Contension-Sum Maf erfiillt die Eigenschaft 3-valued Irrelevanz of
Syntax.

Beweis. Fiir zwei Wissensbasen K und K’ gelte K =3, K'. Mit K = {¢1,...,¢n} er-
gibt sich K’ = {gp’g(l), cee w;(n)} mit gpfj(i) =3 ¢;. Aufgrund Definition 2.2 folgt fiir
ein v € Mod3(K), dass v € Mods(y;) = Modg(gog(i)) fur i = 1,...,n gilt. Damit
ist auch v € Mods(K'). Das heiflt, die Menge aller Modelle ist bei beiden Formel-
mengen K und K’ gleich. Damit muss ebenso die Menge der minimalen Modelle
identisch sein. Somit folgt Z.¢(K) = Z.s(K’) und es gilt die Behauptung. O

4.6.6. Eigenschaft Exchange

Die Eigenschaft Exchange ist mit Definition 4.20 ebenfalls eine Eigenschaft, der die
klassische Aussagenlogik L¢ zugrunde liegt. Wir zeigen, dass das Contension-Sum
Maf die Eigenschaft Exchange erfiillt, wenn sich die Definition auf L3 bezieht.

Definition 4.68 (3-valued Exchange). Ein Inkonsistenzmaf§ 1L erfiillt die Eigenschaft 3-
valued Exchange, falls gilt

(KUK =Z(KUK")
fiiralle KK, K', K" € Kmit K' =3 K".

Proposition 4.69. Das Contension-Sum Maf erfiillt die Eigenschaft 3-valued Exchange.
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Beweis. Seien K, K’, K" € Kund es gelte K’ =3 K”. Da Wissensbasen Formelmengen
sind, folgt mit Definition 2.2 fiir ein v € Modz(K U K'), dass v € Mod3(K) und
v € Mods(K') gilt. Das heifit, es ist v € (Mods(K) N Mods(K')). Aufgrund K’ =3 K”
ist Mod3(K') = Mods(K"). Folglich gilt

(Mod;(K) N Mods(K')) = (Mods(K) N Mods (K"))

und somit v € (Mod3(K) N Mods(K"”)). Mit Definition 2.2 folgt v € Mods (K U K”).
Die Menge aller Modelle ist also bei den beiden Formelmengen K U K’ und £ U K"
gleich. Damit muss auch die Menge der minimalen Modelle identisch sein. Somit
folgt Z.g(K UK') = Z.5(K U K") und es gilt die Behauptung. O

Wie wir sehen, ist die Einschrankung K’ (£~ L fiir die Eigenschaft 3-valued Ex-
change nicht notwendig.

4.6.7. Zusammenfassung

Wir konnen festhalten, dass das Contension-Sum Mafs {iber weitere atombasierte
Eigenschaften verfiigt. Es erfiillt die Eigenschaften Atomic-Additivity, B-atom-free
Formula Independence, 3-valued Irrelevanz of Syntax und 3-valued Exchange. Zu-
dem verhilt es sich wie ein klassisches mathematisches Maf§ fiir atom-disjunkte
Wissensbasen. Fiir nicht disjunkte Wissensbasen ist das Contension-Sum Mafs nicht
additiv. Es ist somit kein klassisches Maf3, sondern ein Pseudo-Maf3 als Hilfsmittel
zur Beurteilung von Inkonsistenzen in Wissensbasen.

5. Ausdrucksstarke

Unter Ausdrucksstirke verstehen wir die Fahigkeit eines Inkonsistenzmafies, mog-
lichst viele verschiedene inkonsistente Wissensbasen zu unterscheiden. Je grofler
eine Wissensbasis ist, desto mehr unterschiedliche Inkonsistenzwerte sollte ein In-
konsistenzmaf$ ausweisen konnen. Wir folgen damit den Vorstellungen von Thimm
[Thile6, Thil8]. Die Voraussetzungen und Definitionen [Thi16], die wir fiir die Ana-
lyse und Bewertung der Ausdrucksstirke unseres Ansatzes zur Inkonsistenzmes-
sung benotigen, sind im ndchsten Kapitel zusammengestellt. Im darauf folgenden
Kapitel 5.2 fithren wir unsere Untersuchung durch. Die Ergebnisse werden im Ka-
pitel 5.3 ausgewertet und beurteilt.

5.1. Grundlagen

Es sei £L(A) die Menge aller aussagenlogischen Formeln der aussagenlogischen
Sprache L iiber eine Menge A von Aussagenvariablen. Mit N bezeichnen wir die
Menge der natiirlichen Zahlen. Das heifst N := {0,1,2,3,4, ... }.

30



Definition 5.1 (Lange einer Formel). Seien ¢, @', 1,02 € L(A). Wir definieren die
Liinge einer Formel ¢ rekursiv mit

1, wenn p € A

1+ len(¢'), wenn o = —y'

1+ len(p1) +len(ps), wenn o = 1 A @2
1 +1len(p1) +len(p2), wenn o = @1V pa.

len(p) =

Zudem gilt
len(p1 — ¢2) = len(—p1 V @2) und
len(py < ¢2) = len((—p1 V @2) A (01 V —p2)).

Das heifst, die Lange einer Formel ergibt sich aus der Anzahl an Atomen plus der
Anzahl der aussagenlogischen Junktoren —, A und V. Die Formel ¢ — ¢5 hat somit
eine Lange von 2 + len(y1) + len(y2). Fiir die Formel len(y; <> ¢2) folgt eine Lange
von 5 + 2(len(y1) + len(p2)).

Definition 5.2 (Groflencharakteristiken fiir Wissensbasen). Sei n € N. Wir definie-
ren die Menge aller Wissensbasen mit maximal n verschiedenen Atomen mit

K*(n) = {K € K| [At(K)| < n}.
Die Menge aller Wissensbasen, bestehend aus maximal n Formeln, ist
K/ (n) ={K eK||K| <n}.
Die Menge aller Wissensbasen, deren Formeln maximal die Linge n haben, ist
K!(n) = {K e K |VYp € K: len(p) < n}.

Die Menge aller Wissensbasen, deren Formeln maximal aus n verschiedenen Atomen aufge-
baut sind, definieren wir mit

KP(n) = {K € K| Vg € K: |At(p)| < n}.

Mit der obigen Definition nutzen wir vier verschiedene Eigenschaften um Wis-
sensbasen hinsichtlich ihrer Grofe zu klassifizieren. Ein Maf$ fiir die Ausdrucks-
stirke eines Inkonsistenzmafes ist die Anzahl an unterschiedlichen Werten, die es
fur jede der vier Klassen von Wissensbasen annehmen kann.

Definition 5.3 (a-Charakteristik). Seien n € N und o € {v, f,l, p}. Die a - Charakte-
ristik C* eines Inkonsistenzmayes T ist definiert duch

C*(Z,n) = {Z(K) | K € K*(n)}|-
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5.2. Analyse

In diesem Kapitel zeigen wir die a-Charakteristiken, also die Ausdrucksstdrke des
Contension-Sum Mafles fiir die mit Definition 5.2 eingefiihrten vier verschiedenen
Klassen von Wissensbasen.

Betrachten wir zuerst die Klasse K"(n). Hier bezeichnet n die maximale An-
zahl der Atome, die in einer Wissensbasis dieser Klasse enthalten sein kann. Das
Contension-Sum Mafs berechnet die Inkonsistenz einer Wissensbasis K als Summe
iiber die Anzahl von Atomen jeweils aller minimalen Konfliktbasen von K. Da nur
die Anzahl der minimalen Konfliktbasen und die Anzahl der jeweils in den mini-
malen Konfliktbasen enthaltenen Atome zur Ermittlung der Inkonsistenz einer Wis-
sensbasis berticksichtigt werden, konnen wir die Wissensbasen zur Ermittlung von
C’(Z.s,n) entsprechend klassifizieren.

Definition 5.4. Die Menge der minimalen Konfliktbasen einer Wissensbasis K ist defi-
niert durch
Cb™(K) = {Conflictbase(v) | v € Mod5'(K)}.

Die Menge der minimalen Konfliktbasen einer Klasse K" (n) ist gegeben mit
Cb™(K"(n)) = {Cb™(K) | K € K“(n)}.

Fiir eine Menge Cb™(K) einer Wissensbasis K € K"(n) erstellen wir nun ein Pro-
fil in der Art, wie es zum Beispiel von Thimm [Thil6] fiir minimal inkonsistente
Mengen, von Stephen und Yusun [SY14] fiir monotone boolesche Funktionen und
von Engel [Eng97, Seite 7] fiir teilweise geordnete Mengen mit Rangfolge eingefiihrt
wurde.

Definition 5.5 (Konfliktprofil einer Wissensbasis). Sei K € K"(n) und n € N. Dann
definieren wir das Profil von IC durch

profil(K) = (|CW(K)|,...,|C™(K)]) € N*
mit '
c(K) = {C e Cb™(K)||C| =1}
und bezeichnen es als Konfliktprofil.

Mit Definition 5.5 konnen wir die Berechnungsformel fiir das Contension-Sum
Maf so formulieren, dass seine Beziehung zum Konfliktprofil deutlich wird.

Proposition 5.6 (Contension-Sum profilbezogen). Sei K € K"(n) mit n € N. Dann
ist das Contension-Sum Maf Z..s : K — RS, profilbezogen gegeben durch

n

Tos(K) =Y i profil(K); = > |CO(K)] . )

i=1 i=1
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Beweis. Mit Definition 5.4 und Definition 5.5 folgt

Z.s(K) = Z | Conflictbase(v)|
v € Modj*(P)

= > e

C e Cb™(K)
=Y [CK)|-i=> i profil(K);.
i=1 i=1
U
Mit Gleichung (2) folgt, dass das Contension-Sum Mafs nur vom Konfliktprofil
einer Wissensbasis und nicht von der Struktur der einzelnen minimalen Modelle

abhiangt. Das folgende Beispiel zeigt die Berechnung der Konfliktprofile und der
Contension-Sum Mafle mit Gleichung (2) fiir zwei verschiedene Wissensbasen.

Beispiel 5.7. Sei A = {a, b, c} eine Menge von Aussagenvariablen. Seien K, K' € K"(3)
mit

K:={(an-aNechN=c)V (bA=bAcA-c)}und
K':=={(aA—=aAbA=-b)V (bA=bAcA—c)}.

Dann ergibt sich Cb™(K) = {{a, c},{b,c}} und Cb™(K') = {{a, b}, {b, c}}. Somit gilt
profil(K) = (0,2,0) = profil(K") und Z.s(K) = Z.s(K') =0+2-24+0=4.

Die Bestimmung von C”(Z.s, n) ist somit verbunden mit der Frage, wie viele Kon-
fliktprofile es in der Klasse K" (n) geben kann. Um dies zu beantworten, nutzen wir
die Kenntnis, dass es eine eins-zu-eins Zuordnung zwischen Sperner Familien iiber
Mengen mit der Miachtigkeit n» und monotonen booleschen Funktionen mit n Varia-
blen gibt [Thil6, SY14]. Wir werden zeigen, dass die Anzahl der Konfliktprofile in
der Klasse K" (n) genau der Anzahl der Profile von monotonen booleschen Funktio-
nen mit n Variablen entspricht.

Definition 5.8 (Sperner Familie [Thil6]). Sei S = {S1,..., S, } eine Menge von Teil-
mengen einer Menge M # O mit n € N\ {0}. Falls S ¢ S’ fiir alle S, 5" € S mit S # S’
gilt, bezeichnen wir S als Sperner Familie iiber M.

Zur Theorie der Sperner Familien, deren Grundstein unter anderem das Theorem
von Sperner [Spe28] ist, gibt es auch eine Vielzahl an Literatur und viele Anwen-
dungen in unterschiedlichen Teilgebieten der Mathematik [Eng97].

Definition 5.9 (Monotone boolesche Funktion [SY14]). Eine boolesche Funktion mit
n Variablen ist eine Funktion

f:{0,1}" — {0,1} mit ne N.
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Wenn aus x < y mit z,y € {0,1}" folgt, dass f(x) < f(y) gilt, dann heif§it f monoton.
Esistx <y, wenn x; < y; fiirallei =1,... ,n. Es gilt v <y, wenn x < y und x; < y;
fiir ein i. Die Menge aller booleschen Funktionen bezeichnen wir mit B(n) und die Menge
aller monotonen booleschen Funktionen mit Mpg(n).

Mit Definition 5.9 folgt, dass es insgesamt |B(n)| = 22" boolsche Funktionen mit
n Variablen gibt und M p(n) offensichtlich eine Teilmenge von B(n) ist. Monotone
boolesche Funktionen haben ein paar besondere Eigenschaften, die wir fiir unsere
Zwecke benotigen. Bevor wir diese jedoch angeben konnen, brauchen wir noch die
folgenden Definitionen.

Definition 5.10. Wir bezeichnen eine DNF als vollstaindige DNF, wenn kein Monom in
einem der anderen Monome enthalten ist und jede Variable in einem Monom nur einmal
vorkommt. Die Monome einer vollstindigen DNF heiffen Primimplikanten.

Definition 5.11 (PrimDNF). Sei f € B(n) mit n € N. Sei zudem ¢ = \/,.; ¢; eine
vollstindige DNF von f. Dann bezeichnen wir ¢ mit PrimDNF von f, wenn es kein j € 1
gibt, so dass \/ ;e\ ;1 ¢i die Funktion f repriisentiert. (Vergleiche [CH11, Definitionen 1.19
und 1.20]).

Lemma 5.12. Sei f € Mp(n) mit n € N. Dann gilt

(i) Eine DNF Reprisentation von f enthilt kein negiertes Atom. Vergleiche [CH11,
Theorem 1.21].

(ii) Lisst man die Reihenfolge der Primimplikanten aufSer Acht, dann ist eine vollstindige
DNF von f eindeutig. Sie ist die einzige PrimDNF. Vergleiche [CH11, Theorem 1.23].

Wir verzichten hier auf den Beweis von Lemma 5.12 und verweisen stattdessen
auf [CH11, Chapter 1.10 Monotone Boolean functions].

Sei nun A = {ai,...,a,} mitn € N eine Menge von Aussagenvariablen und sei
P(A) die Potenzmenge von A. Wir definieren die Potenzmenge der Potenzmenge
von A mit Py(A). Somit gilt |Py(A)| = 2/PDI = 22" Das heifit, B(n) und Py (A) sind
gleichmachtig. Somit gibt es eine bijektive Abbildung von B(n) nach P2 (A).

Konzentrieren wir uns nun auf die monotonen booleschen Funktionen. Mit Lem-
ma 5.12 folgt, dass jedes f € Mp(n) durch genau eine PrimDNF ¢, € L(A) re-
prasentiert werden kann und ¢,, kein negiertes Atom enthalt. Sei p;, die Menge,
welche jeweils die Aussagenvariablen des k-ten Primimplikanten von ¢, enthalt
und sei P(f) = P(yppr) = {pr}. Esist P(f) € Pa(A). Zudem folgt mit Definition
5.10, dass p € p’ mit p # p' fiir alle p,p’ € P(f) gilt. Das heiflt, P(f) bildet eine
Sperner Familie tiber A.

Sei umgekehrt S = {S1,..., S} € P2(A) eine Sperner Familie tiber A mit m € N.
Mit den in § enthaltenden Aussagenvariablen konnen wir eine DNF
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formulieren. Dann folgt mit Definition 5.8 fiir Sperner Familien und mit Definition
5.10, dass ¢ eine vollstindige DNF ist. Da ¢ kein negiertes Atom enthlt, repréasen-
tiert ¢ eine monotone boolesche Funktion f € Mp(n). Mit Lemma 5.12 ist ¢ eine
PrimDNF von f.

Sei Sa(n) = {S}sep,(4) die Menge aller Sperner Familien iiber A mit [A| = n.
Es gilt IMp(n)| = |Sa(n)| =: D(n). Die Zahl D(n), also die Méachtigkeit der bei-
den genannten Mengen, wird auch Dedekind Zahl genannt. Es ist keine geschlossene
Form bekannt, um sie zu berechnen [Thil6]. Bisher konnten nur Werte bis n = 9
ermittelt werden, vergleiche [SSM23]. Fassen wir zusammen: Es gibt eine bijektive
Abbildung fs: MB(n) — SA (n),

fom (@1, mn) = \/ (/\ wz> > {{f'fi i€ Ik}ke{l,...,m}}/ (3)

k=1 \iely

die jeder monotonen booleschen Funktion f die Sperner Familie zuordnet, in der
die Struktur der PrimDNF von f erhalten bleibt.

Stephen und Yusun [SY14] haben fiir monotone boolesche Funktionen ein Profil
zur Klassifizierung dieser Funktionen definiert, das die Anzahl der Primimplikan-
ten und die Anzahl der in ihnen enthaltenen Atome berticksichtigt.

Definition 5.13 (Profil monotone boolesche Funktion [SY14]). Sei f € Mp(n) mit
n € N. Sei weiterhin P(f) die Menge der Primimplikanten von f . Dann definieren wir das
Profil von f durch

profil(f) = (IpM(f)l,.... [p"™(f)]) e N
mit '
PO (f) = {p e P(f) | |At(p)| = i}.

Definition 5.14 (Profil Sperner Familie). Sei S € S4(n) mit m,n € N. Dann definieren
wir das Profil von S durch

profil(S) = (|SM(S)], ..., [SM™(S)|) e N"
mit
SOS)={ses||S|=i}.

Proposition 5.15. Sei n € N. Die Profile fiir monotone boolesche Funktionen mit n Va-
riablen und die Profile fiir Sperner Familien iiber eine Menge mit der Miichtigkeit n sind
gleich. Somit auch deren Anzahl.

Beweis. Die Abbildung fs, Definition 5.13 und Definition 5.14 zeigen, dass das Pro-
til einer monotonen booleschen Funktion mit dem Profil der zugehorigen Sperner
Familie tibereinstimmt. Vergleiche auch [Slo12, SK11]. O

Definition 5.16. Sei V(n) die Anzahl der Profile fiir monotone boolesche Funktionen mit
n € N Variablen. [Thil6, SY14].
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Wie bei der Dedekind Zahl, ist keine geschlossene Form bekannt um ¥(n) zu be-
rechnen [Thil6]. Bisher konnten nur Werte bis n = 16 ermittelt werden [Slo12]. Um
nun zu beweisen, dass die Anzahl der Konfliktprofile in der Klasse K"(n) genau
U (n) entspricht, miissen wir mit Lemma 5.15 nur zeigen, dass die Menge der mini-
malen Konfliktbasen Cb™ (K" (n)) identisch ist mit der Menge von Sperner Familien
Sa(n) mit A = At(K¥(n)).

Lemma 5.17. Die Menge der minimalen Konfliktbasen einer Wissensbasis IC bildet eine
Sperner Familie iiber die Menge der in K vorkommenden Atome, also iiber At(KC).

Beweis. Sei K eine inkonsistente Wissensbasis. Angenommen es gibt C,C" €
Cb™(K) mit C # C' und C C C’. Dann kann C’ mit Definition 3.1 nicht die Kon-
fliktbasis eines minimalen Modells und somit nicht in Cb™(K) enthalten sein. Dies
ist ein Widerspruch, also gilt die Behauptung. O

Das heifst, fiir jedes K € K"(n) gibt es mit der zugehorigen Menge der minimalen
Konfliktbasen eine Sperner Familie. Umgekehrt zeigen wir noch, dass jede mogliche
Sperner Familie durch eine Menge der minimalen Konfliktbasen einer Wissensbasis
der Klasse K"(n) reprasentiert werden kann.

Lemma 5.18. Sei A eine Menge von Aussagenvariablen. Dann repriisentiert jede Sperner
Familie iiber A eine Menge der minimalen Konfliktbasen einer Wissensbasis K € K" (n) mit
n=|A|.

Beweis. Seien n,m € N\ {0}.Sei A = {ay,...,a,} eine Menge von Aussagenvaria-
blen und sei § = {51,..., Sy, } eine Sperner Familie tiber A. Sei weiterhin K = {¢}
eine Wissensbasis mit

m
cp(al,...,an):\/ ( /\ ?i]) mit Zij:aj/\ﬁaj.

=1 aj €s;

Dann gilt K € K"(n). Die Formel ¢ ist in disjunktiver Normalform. Das heif3t, sie
wird erfiillt, wenn eines der Monome erfiillt ist. Sei nun v eine 3-wertige Interpreta-
tion, so dass fiir genau ein S € S gilt: v(a) = B fiir alle a € S. Dann folgt v(¢) = B
und somit v =3 K. Es gilt Conflictbase(v) = S und mit der Definition fiir eine Sper-
ner Familie folgt, dass das Modell v minimal ist. Das heifst, zu jeder Sperner Familie
S tiber A gibt es eine Wissensbasis K in der Klasse K"(n), so dass S = Cb™(K)
gilt. O

Beispiel 5.19. Sei A = {a, b} eine Menge von Aussagenvariablen. Seien IC,K' € K"(2)
mit K := {a, —a,b A b} und K’ := {(a A —a) V (b A —b)}.

Somit gilt Cb™(K) = {{a,b}} und Cb™(K') = {{a},{b}}. Es ergibt sich damit
profil(K) = (0, 1,0) # profil(K') = (2,0,0). Allerdings ist Z.s(K) =0+2-14+0=2 =
Zs(K')=1-240+0.

Funktion (2) zur Berechnung von I.g ist damit nicht injektiv und ¥(n) ist deshalb
nur eine obere Schranke.
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Proposition 5.20. Es gilt C*(Z.s,n) < Y(n) fiir jede natiirliche Zahl n > 0.

Beweis. Sei K € KV(n) mitn € N\ {0} und sei A = At(K"(n)). Somit gilt |[A| = n. Die
Funktionsgleichung (2) zeigt, dass Z.5(K) nur vom Konfliktprofil von K abhéngt.
Mit Lemma 5.17 und Lemma 5.18 folgt, dass die Menge der minimalen Konfliktba-
sen Cb™(K"(n)) und die Menge der Sperner Familien S4(n) identisch sind. Somit
sind die Konfliktprofile auf Cb"™(K"(n)) und die Profile auf der Menge der Sperner
Familien S4(n) gleich. Mit Proposition 5.15 und Definition 5.16 ist die Anzahl ¥(n).
Wie wir anhand des Beispiels 5.19 sehen konnen, gibt es unterschiedliche Profile,
die den gleichen Wert fiir I.g liefern. Somit ist ¥(n) nur eine obere Schranke. O

In der Tabelle 6 sind die Werte von C”(Z.g,n) fiir n = 1,...,5 zusammengestellt.
Die Berechnung haben wir anhand der Profile fiir monotone boolesche Funktionen
durchgefiihrt. Fiir n = 5 sind sie [SY14, Table 6] entnommen. Fiir n = 1 bisn = 3
wurden die Profile auf Grundlage des Beispiels von Wiseman [SYM23, Example] fiir
nicht-isomorphe Antiketten erstellt. Die Profile fiir n = 4 wurden aus den Profilen
fiir n = 5 abgeleitet. Die Berechnung ist in Anlage A dokumentiert.

n | C’(Zes,n) | ¥(n)
1 2 2
2 3 4
3 6 9
4 12 25
5) 27 95

Tabelle 6: Werte von C?(Z.g,n) und ¥(n) firn =1,...,5

Als néichstes untersuchen wir die a-Charakteristik fiir die Klassen K/ (n), K!(n)
und KP(n). Dabei orientieren wir uns an den Ausfithrungen und Beweisen von
Thimm [Thil6].

Proposition 5.21. Es gilt C/(Z.s,n) = oo fiir jede natiirliche Zahl n > 0.

Beweis. Sei A = {ai,...,a;} eine Menge von Aussagenvariablen. Sei weiterhin
(Ki),cn eine Familie von Wissensbasen mit

ICZ-:{al/\---/\ai/\ﬂal/\‘--/\ﬂai}.
Dann besteht jedes C; nur aus einer Formel, also K; € K/(1). Es folgt

Les(Ki) = [{a1,. .., ai}| = i.

Damit gilt
lim Z.g(K;) = lim |{a1,...,a;}| = o0
1—00 1—00
mit | K;| = 1. Es folgt die Behauptung. O
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Proposition 5.22. Es gilt C!(Z.5,n) = oo fiir jede natiirliche Zahl n > 1.

Beweis. Falls n < 1 ist, besteht jede Wissensbasis entweder aus der leeren Menge
oder enthélt Atome als Formeln. Das heif3t, jede Wissensbasis K € K'(1) ist konsis-
tent und somit fiir die Bewertung der Ausdrucksstirke des Contension-Sum Mafses
nicht relevant. Wir betrachten deshalb die Fille mit n > 1. Sei A = {ay,...,a;} ei-
ne Menge von Aussagenvariablen und (K;), . n\{0,1} €ine Familie von Wissensbasen
mit
K:Z' = {al, R ¢ 7 [0 P ﬁai}.

Dann besteht jedes £; nur aus Formeln, die maximal eine Lange von 2 haben, also
K; € K!(2). Es folgt

Tos(Ki) = [{ai}| =i
1

und damit gilt
ilgglolcg(lci) - 1152021: Haz}| =
Somit folgt die Behauptung. O

Proposition 5.23. Es gilt CP(Z.g,n) = oo fiir jede natiirliche Zahl n > 0.

Beweis. Sei A = {ay,...,a;} eine Menge von Aussagenvariablen und (K;), . eine
Familie von Wissensbasen mit

IC,L' == {al,...,ai,—'al,...,—'ai}.

Dann enthilt jedes K; nur Formeln mit jeweils einem Atom, also KC; € KP(1). Es folgt

Tos(Ki) =Y [{ai}| =i
1

und damit '
iligloIcg(lCi) - zliglozl: [{ai}] = co.
Folglich gilt die Behauptung. O

Theorem 5.24 (Ausdrucksstirke Contension-Sum). Sei n € N. Das Contension-Sum
Mafs hat die folgenden o-Charakteristiken.

C’(Zcs,n) < ¥(n) mitn >0
C! (Zog,n) = oo mitn > 0
CY(T.5,n) = co mitn > 1
CP(Z.s,n) = comitn >0

Beweis. Die Behauptung folgt mit Proposition 5.20, Proposition 5.21, Propositi-
on 5.22 und Proposition 5.23. O
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5.3. Auswertung und Vergleich mit anderen InkonsistenzmaBen

Thimm [Thil8, Thil6] hat eine breite Auswahl von insgesamt 23 unterschiedlichen
Inkonsistenzmaflen hinsichtlich der Ausdrucksstirke untersucht. Wir zeigen, wie
gut das Contension-Sum MafS im Vergleich mit diesen Mafien abschneidet. Dazu
ordnen wir es qualitativ in eine absteigende Reihe von hoher Ausdrucksstirke bis
geringe Ausdrucksstiarke ein. Die Bezeichnungen fiir die Inkonsistenzmafie iiber-
nehmen wir von Thimm [Thi18]. Die Definitionen wiederholen wir allerdings nicht
erneut sondern verweisen auf [Thil8, Figure 1].

Um die verschiedenen Inkonsistenzmafie hinsichtlich der Ausdrucksstirke
vergleichen zu konnen, fithren wir eine Ordnung auf Grundlage der o-
Charakteristiken ein.

Definition 5.25 ([Thi16]). Seien Z und T’ Inkonsistenzmafe und ny,n € N. Sei -, eine
Ordnung auf den InkonsistenzmafSen mit o € {v, f, 1, p}, die wie folgt definiert ist.

(i) T 7o T, falls es ein ng gibt, so dass fiir alle n > ng gilt C*(Z,n) > C*(Z',n). Das
heifit, T ist mindestens so ausdrucksstark wie Z'.

(ii) FallsZ 7o ' und T’ 7, I gilt, dann sind T und I’ gleich ausdrucksstark und wir
schreiben T ~,, T'.

(iii) FallsT - T' und T ~,, T gilt, dann ist T ausdrucksstirker als 7'.

Zur besseren Ubersichtlichkeit ordnen wir ein Inkonsistenzmaf Z der Klasse 5o
zu, wenn C%(Z,n) = oo fiir alle n > ng ist. Grundlage fiir unsere Klassifizierung
sind die von Thimm [Thi18, Table 4] zusammengestellten Charakteristiken fiir 22
Inkonsistenzmafse. Damit ergeben sich die nachstehenden Klassen.

o __ o hit fuz fuz,X ~fuz,X
If\/,v - {IMla IM[C7 Ima Ip7 Idalalv Idalala IDfa IPm7 ITLC? Itpr'od7 Itmin ’ Itpr'od ’
Imcsw Iforget; IC’C’: Zzs}
mit ng = 1.

0o __ o mazx fuz fuz,2
INf - {ZC? Laatals Ldatats LPa> Imo, Itpmd’ 7 Iforget}

tp'rod ?

mit ng = 2 fiir T € {Z3,,,,- Z59%, Iy } und ng = 1 sonst.

o0 _ o hit fuz
INl - {IMIa Thrro, 1—777 Zey Iine, Ip7 Ths, Idalab Idalal? IDf7 IPM’ Linws Ine, Itprod’

Ifuz,Ej Ifuz,E Lneses Iforgetv Lee, IZS}

tmin tprod ’
mit ng = 4 fiir 7,, und Zj,5, sowie ng = 2 sonst.
_ oM hit fuz
ISZ = {IMIa IMlca 1—777 ICa Imm Ipa Ihsa Idalal? Id;lala Z'Df7 IPma Imm Inca Itpmd’
uz,% uz,%
If ) If Imcsc; Ifm'getv ICC, Izs}

tmin tprod ’
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mit ng = 2 fiir Z7,, und Zj,,, sowie ng = 1 sonst. Ergdnzend bilden wir die Klassen

Z( - {IaImv} und In+l { s Lhs, Z, C]lléllfalyz-nwzfufzyz ImcszCC}

~uv tmin

fur die C*(Z,n) = n + 1 fiir alle n > 1 gilt. Tabelle 7 liefert eine Zusammenstellung
der C*(Z, n)-Werte. Sie sind, bis auf die Werte fiir das Contension-Sum Mafs, aus
[Thil8, Table 4] tibernommen. Fiir das Contension-Sum Maf$ resultieren die Werte
aus Theorem 5.24.

(8% o

fiirn > 1 v f 1* p
1 o0 I,Ofi, IS} U {ICS} IS? ) {ICS} ZZ.;, U {ICS}
2 S \Il(n) ICS IMICIIDf - -
3 o(2") 7, - - -
sl<o(()) | - 7, - -
5 | <o) y1 | - ., ; ;
6 9" 41 Ths - - -
7 (WQJ) +1 - Tt - -
8 (LTZ}QJ ) ** - Imc - -
9 n+2 VA - - T

(n+1) (n+1)

10 n+1 e sy - -
11| [(e+7)/z]* - - e -
12 P 7 7 7 7
¥(n) siehe [Slo12], ®(n) siehe [Slo], *nur fiirn > 1, **nurfirn > 3

Tabelle 7: Charakteristik-Klassen der Inkonsistenzmaf3e

Korollar 5.26 (Position Z.s hinsichtlich Ausdrucksstirke). Es gelten die folgenden

Ordnungen
I oy Les o Tptd =y 0D = Ty

und
I%U{Ics} ~f Tt > Line > I(erfl) > f Zg
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und
Iﬁol U {Ics} 1 Iggffl =1 Ly

und
% U{Zest *p Zagiar =p La-

Das Contension-Sum Maf3 gehort somit hinsichtlich der f, 1, p-Charakteristiken zu den aus-
drucksfihigsten Inkonsistenzmaflen.

Beweis. Die Behauptung ergibt sich mit Theorem 5.24. O

In Korollar 5.26 haben wir die Inkonsistenzmafie Z,, und Zj, nicht in der Ord-
nung der v-Charakteristik berticksichtigt. Der Grund ist, dass die Beziehungen zwi-
schen diesen beiden Mafien und Z.g nicht bekannt sind und auch nicht so einfach
nachgewiesen werden konnen. Mit Theorem 5.24 liegt fiir C*(Z.s, n) nur eine obere
Schranke mit der Zahlenfolge (¥ (n)) [Slo12] vor. Die Zahlenfolge (¥ (n)) wéchst bei
grofleren n zwar wesentlich starker als (®(2")) [Slo], damit auch als (2" + 1), jedoch
liefert die Funktionsgleichung (2) dann fiir eine zunehmende Zahl an Profilen die
gleichen Werte. Vermutlich gibt es trotzdem ein n, so dass die Ordnung

ICS v In v Ihs

tir alle n > ng gilt. Der formelle Beweis ist allerdings noch zu erbringen. Siehe in
Erganzung dazu Tabelle 8.

In der Ordnung der f-Charakteristik haben wir die Inkonsistenzmafse Z,,;c, Ipy,
T, und Z;s nicht berticksichtigt, da fiir diese Mafie diesbeztiglich ebenfalls nur obere
Schranken bekannt sind. Weitere Informationen und eine Vermutung zur Einord-
nung der Mafie 7, ,,;c, Zps und Z,, finden sich in [Thil6].

n 11231 4 ) 6 7 8 9 10
Un) [214] 9 | 25| 95 | 552 | 5460 | 100708 | 3718353 | 289725508
o(2") | 3| 7 (23|81 325 | 1261 | 5023 | 19949 79853 318965

2+11315| 9 |17 33 65 129 257 513 1025
W(n) aus [Slo12], ®(2™) aus [Slo, Link: Mathys - Table of nn ...]

Tabelle 8: Werte von ¥(n), ®(2") und 2" + 1 firn =1,...,10

6. Komplexitat

Mit dem Kriterium Komplexitit bewerten wir, wie schwierig die Berechnung mit
dem Contension-Sum Mafs ist. Nachdem wir in Kapitel 6.1 die Grundlagen zusam-
mengestellt haben, analysieren wir im Kapitel 6.2 die Komplexitit. Die Ergebnisse
bewerten wir im Kapitel 6.3.
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6.1. Grundlagen

Wir untersuchen die Komplexitdt des Contension-Sum Mafles fiir drei verschiede-
ne Entscheidungsprobleme und ein Funktionsproblem. Als wesentliche Grundlage
dienen uns der Beitrag von Thimm [Thil8] sowie der Artikel von Thimm und Wall-
ner [TW19]. Die folgende Darstellung der Entscheidungsprobleme und des Funkti-
onsproblems haben wir von dort tibernommen.

EXACTz,y Input: K€K, z€RZ
Output: true ifand onlyif Z.g(K) ==«

UPPERz,;, Input: K eK z€RS,
Output: true ifand onlyif Z.g(K) <z

LOWERz,; Imput: K€K, z e R\ {0}
Output: true ifandonlyif Z.g(K) >«

VALUEz,, Input: KcK
Output: The value of Z.5(K)

Beziiglich der Komplexitédtstheorie, den Bezeichnungen und Definitionen zu den
Komplexitatsklassen verweisen wir auf die Zusammenstellung von Thimm [TW19,
Kapitel 2.2], das Buch von Papadimitriou [Pap94] und den Anhang A im Buch
von Hemaspaandra und Ogihara [HOO02]. Weitere Grundlagen sind der Artikel
von Stockmeyer [Sto76] zur Polynomial-Time Hierachy und der Artikel von Wagner
[Wag86] zur Counting Polynomial-Time Hierachy.

6.2. Analyse

Bevor wir die Komplexitdt analysieren, betrachten wir nochmal wie viele unter-
schiedliche Werte das Contension-Sum Maf fiir eine bestimmte Grofie einer Wis-
sensbasis annehmen kann. In Kapitel 5 haben wir dazu vier verschiedene Eigen-
schaften von Wissensbasen genutzt, um sie hinsichtlich ihrer Grofle zu klassifizie-
ren. Wir fiihren nun eine weitere Definition zur Klassifizierung der Grofie einer Wis-
sensbasis ein. Dazu erweitern wir Definition 5.1 fiir die Lange einer Formel auf die
Lange fiir eine Wissensbasis. Im Folgenden sei wieder £(A) die Menge aller aus-
sagenlogischen Formeln der aussagenlogischen Sprache L {iber eine Menge A von
Aussagenvariablen.

Definition 6.1 (Linge einer Wissensbasis [TW19]). Sei ¢ € L(A) und K € K. Die
Lange von IC definieren wir mit len(K) = > ¢y len().

Definition 6.2 ((TW19)). Sei Z ein InkonsistenzmafS und sei n € N. Die Menge
Cz(n) ={Z(K) | K € Kund len(K) < n}
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enthilt die unterschiedlichen Werte, die T annehmen kann, wenn die Liange der Wissensba-
sen maximal n betrigt.

Lemma 6.3. Fiir das Contension-Sum Maf gilt |Cz,,(n)| € O(2*") mit n € N.

Beweis. Sein € N. Mit Theorem 5.24 gilt C¥(Z.s,n) < ¥(n) fir jedes n > 0. Hierbei
ist nach Definition 5.2 die Zahl n die maximale Anzahl der Atome einer Klasse K" (n)
von Wissensbasen. In Definition 6.2 hingegen représentiert n die maximale Lange
der betrachteten Wissensbasen. Somit konnen wir schliefSen, dass

Cz.5(n)| < C°(Zes,n) < ¥(n)

fir n > 0 gilt. Nach Definition 5.16 ist ¥(n) die Anzahl der Profile fiir monotone
boolesche Funktionen mit n Variablen. Da es insgesamt 22" boolesche Funktionen
mit n Variablen gibt, ist U(n) < 22" und es folgt die Behauptung. O

Lemma 6.4. Jeder Wert w € Cz_,(n) bendtigt O(n) viel Speicherplatz.

Beweis. Sein € Nund sei w = Z.s(K) fiir eine Wissensbasis K mit len(K) < n. Dann
ergibt sich w aus der Menge der minimalen Konfliktbasen Cb™(K). Nach Lemma
5.17 bildet Cb™(K) eine Sperner Familie tiber die Menge der in K vorkommenden
Atome, also tiber At(K). Die maximale Anzahl der Elemente in einer Sperner Fa-
milie {iber eine Menge mit n Elementen ist (L"% j)' Siehe [Thil6, Theorem 2] und
[Spe28]. Mit i := |At(K)| erhalten wir somit

max | Cb™ (k)| < (&)

Damit folgt mit Proposition 5.6 und wegen n < n, dass

mcws (5)-[3]< () T3]

ist. Fiir alle n > 1 gilt mit [Hoc10, Proposition 2.10]
( n ) 2
15] Vn

< . Vﬂ <o 2"/n

max w — | = — = n.

vn o 12 Vvn

Das heifdt, fiir eine bindre Reprasentation von w wird der folgende Speicherplatz
benotigt:

Somit erhalten wir

log(2"v/n) = n + log(n'?) = n + %logn € O(n).
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6.2.1. Deterministische Analyse

Fiir die Berechnung des Contension-Sum Mafses fiir eine Wissensbasis ' werden
alle minimalen Modelle von K benétigt. Um einen ersten Eindruck zu bekommen,
wie schwierig die Berechnung ist, betrachten wir den folgenden deterministischen
Algorithmus zur Berechnung des Contension-Sum Mafes fiir eine Wissensbasis K.

Algorithmus 1

Input: Wissensbasis K mit der La&nge n
Output: Ics (K)

1. Anzahl der 3-wertigen Interpretationen: I=3"|At (K) |
2. Ermitteln aller Modelle.
Das heiBt, prife jede Interpretation 1i:
Wenn i1 ein Modell wvon K ist:
Speichere i in Mod_Array.
3. Priifen der Modelle hinsichtlich Minimalitat.
Das heiBt, fiir alle Paare (m, m’) in Mod_Array:
Wenn Conflictbase(m) Teilmenge von Conflictbase(m’):
Entferne m’ aus Mod_Array.
Wenn Conflictbase(m’) Teilmenge von Conflictbase (m) :
Entferne m aus Mod_Array
4., Berechne Ics (K).
Start mit Ics=0 und dann fir jedes m in Mod_Array:
Ics = Ics + |Conflictbase (m) |.
5. Return Ics.

Fiir das Priifen der Interpretationen und das Ermitteln der Modelle (Schritt 2)
benotigt der Algorithmus eine Laufzeit von O(I) = O(3"). Das Filtern der mini-
malen Modelle (Schritt 3) erfordert den Vergleich von (3; ) = 3-(3" — 1) Paaren
von Konfliktbasen, also eine Laufzeit von O(3*"). Sei n = |At(K)|. Wie wir im Be-
weis zu Lemma 6.4 festgestellt haben, kann es maximal (L,{;z J) < 27 < 2" minimale
Modelle von K geben. Somit hat Schritt 4, also das Berechnen von Z.5(K), die Zeit-
komplexitat O(2"). Das heifst, jeder Berechnungsschritt von 2 bis 4 benotigt jeweils
im ungtinstigsten Fall exponentiellen Zeitaufwand bezogen auf die Lange von K.
Wir konnen allerdings zeigen, dass die Berechnung von Z.5(K) mit polynomiell viel
Speicherplatz moglich ist.

Definition 6.5 ((TW19]). Die Komplexititsklasse PSPACE enthiilt alle Probleme, die sich
mit polynomiellen Speicherplatz berechnen lassen. Vergleiche auch [Pap94, Kapitel 7.1] und
[Sip05, Kapitel 8.2].

Lemma 6.6. Die Entscheidungsprobleme EXACTz,,, UPPERz,; und LOWERz, ¢ sind in
PSPACE. Das Funktionsproblem VALUEZ, ist in FPSPACE.
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Beweis. Zum Beweis gentigt es zu zeigen, dass die Berechnung von Z.s(K) nur po-
lynomiell viel Speicherplatz benétigt fiir alle £ € K. Dazu analysieren wir den Al-
gorithmus 1 nochmal hinsichtlich des Speicherbedarfs. Beim Schritt 2 wird jeweils
eine Interpretation in den Speicher geladen. Dann wird gepriift, ob sie alle Formeln
von K erfiillt. Dabei werden die Formeln nacheinander untersucht, so dass immer
nur eine Formel im Speicher ist. Dieser Prozess wird fiir jede Interpretation wie-
derholt, wobei sich immer nur die aktuelle Interpretation im Speicher befindet. Die
Lange einer Interpretation ist durch |At(K)| und die Lange einer Formel durch die
Lange von K auf n beschrankt. Somit liegt der Speicherplatzbedarf fiir Schritt 2 in
O(n). Fiir den Vergleich der O(3?") Paare muss sich jeweils nur das Paar im Speicher
befinden, das gerade verglichen wird. Schritt 3 erfordert damit O(n) viel Speicher-
platz. Fiir Schritt 4 wird ebenfalls nur O(n) viel Speicherplatz gebraucht. Im Spei-
cher werden nur Platz fiir eine Variable benétigt in der die Akkumulation von Z.g
erfolgt und Platz fiir die in der Berechnungsschleife aktuelle minimale Konfliktba-
sis, deren Lange akkumuliert wird. Zusammengefasst gilt, dass die Berechnung von
Z.5(K) mit polynomiellen Speicherplatz durchgefiihrt werden kann. O

Die Analyse in diesem Kapitel vermittelt einen ersten Eindruck wo die Probleme
einer Berechnung des Contension-Sum Mafses fiir eine Wissensbasis liegen. Lemma
6.6 ist nur ein Zwischenergebnis, denn die Komplexititsklasse PSPACE ist sehr um-
fassend. Im nichsten Kapitel versuchen wir deshalb die oberen und unteren Schran-
ken genauer zu bestimmen.

6.2.2. Obere und untere Schranken

Im ersten Schritt haben wir die Laufzeiten und den Speicherplatzbedarf fiir eine de-
terministische Ermittlung des Contension-Sum Mafles abgeschitzt. Im Folgenden
versuchen wir bessere Schranken fiir die Berechnungszeiten zu finden und anzuge-
ben. Wir orientieren uns dabei an den Ausfiithrungen von Thimm [TW19, Kapitel 2.2
und Kapitel 4]. Ein zentrales Teilproblem ist das Entscheidungsproblem, ob eine ge-
gebene 3-wertige Interpretation ein minimales Modell ist.

MINMOD3 Input:  Eine Formel ¢ und eine 3-wertige Interpretation v.
Output: true genau dann, wenn v € Mod3' ().

Fiir die folgenden Aussagen und Beweise bendtigen wir noch eine Definition fiir
ein klassisch minimales Modell.

Definition 6.7 (Klassisch minimales Modell). Seienn @ eine Formel oder eine Formel-
menge und At(®) = {a1,--- ,a,} die Menge, der in ® vorkommenden Atome. Sei < eine
punktweise partielle Ordnung auf den Wahrheitswerten von Interpretationen unter der Be-
dingung, dass false < true ist. Fiir zwei Interpretationen w,w’ ist w < ', wenn w # w’
und w(a;) < w'(a;) fiirallei = 1,...,n gilt. Ein Modell w € Mod(®) ist klassisch
minimal, wenn es kein w' € Mod(®) gibt mit w' < w. Vergleiche [DHKO05, Kapitel 5].

Lemma 6.8. Das Entscheidungsproblem MINMODj3 ist coNP-vollstindig.
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Beweis. Sei v eine 3-wertige Interpretation und ¢ eine Formel. Um zu priifen, ob
v kein minimales Modell von ¢ ist, raten wir nicht-deterministisch eine weitere 3-
wertige Interpretation v’. Wir priifen, ob v und v’ Modelle von ¢ sind. Dies ist poly-
nomiell moglich. Falls v, v" =3 ¢ und Conflictbase(v’) C Conflictbase(v) gilt, dann
ist v nicht minimal. Ob Conflictbase(v’) C Conflictbase(v) gilt, ist ebenfalls polyno-
miell tiberpriifbar. Somit liegt MINMOD3 in coNP.

Zum Beweis, dass MINMOD3 auch coNP-schwierig ist, reduzieren wir eine In-
stanz des Problems Model Checking [Cad92] auf eine Instanz von MINMODs3.

MODELCHECK Input: A (P,Q,Z), p,w
Output: true gdw. w ein (P, Z)-minimales Modell von ¢ ist.

Hierbei bezeichnet A die Menge der aussagenlogischen booleschen Variablen,
(P,Q,Z) eine Partition von A, ¢ eine Formel in KNF und w ein Modell von .
Auf die einzelnen Teilmengen der Partition (P, @), Z) gehen wir nicht ndher ein son-
dern verweisen auf die Erldauterungen von Cadoli [Cad92, Kapitel 2]. Wir definieren
Q = Z := {. Ein (P, Z)-minimales Modell ist dann ein klassisch minimales Mo-
dell [Cad92, Kapitel 2] und die Komplexitait fiir MODELCHECK ist coNP-vollstandig
[Cad92, Theorem 4]. Fiir die Reduktion miissen wir beachten, dass MODELCHECK
auf der klassischen Aussagenlogik beruht und MINMOD3 auf der 3-wertigen Aus-
sagenlogik L3. Sei ¢ eine Formel in KNF und w ein Modell von ¢. Dann kénnen wir
folgende Reduktionsfunktion angeben:

A= At(p) ={a1,...,an},

(P=A4,0,0), N

12

w
mit

¢:=pA /\ (a—>—|a)
acP
und
V= {Uw(w(al)), . ,Uw(w(an))}

und

ve: {T,F} = {T,BF}, T— B, F—F.

Die Berechnung der Reduktionsfunktion ist mit polynomiellem Zeitaufwand mog-
lich. Da w ein Modell von ¢ ist, gibt es in ¢ keine Literale die in Konflikt stehen.
Atome, die unter w den Wahrheitswert T haben, erhalten unter v jeweils der Wahr-
heitswert B zugewiesen. Sie erscheinen in ¢ entsprechend als Literale die in Konflikt
stehen. Das heifst, ¢ wird genau dann minimal erfiillt, wenn ¢ klassisch minimal
erfiillt wird. Somit folgt fiir MINMOD3, dass es coNP-schwierig ist und damit die
Behauptung. O

Proposition 6.9. Das Funktionsproblem VALUEz, g ist #-coNP-vollstindig.
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Beweis. Mit Lemma 6.8 liegt eine Uberpriifung, ob eine 3-wertige Interpretation ein
minimales Modell ist, in coNP. Es gilt coNP = I} C A, siehe [Sto76]. Hemaspaan-
dra und Vollmer [HV95, Theorem 1.5] haben gezeigt, dass #-coNP = #-Al gilt. So-
mit und mit den minimalen Modellen als Zertifikatsfunktion folgt, dass VALUEZ_
in #-coNP liegt. Die Grofie der minimalen Modelle, und damit die Grofie der mi-
nimalen Konfliktbasen, ist jeweils durch die GrofSe der gegebenen Wissensbasis be-
schrankt. Der Beweis erfolgte inspiriert durch die Darstellungen von Thimm [TW19,
Proposition 13] zum Inkonsistenzmaf3 Z;;.

Zum Nachweis der Schwere reduzieren wir das # -coNP-vollstindige Zahlpro-
blem #SATISFIABLE CIRCUMSCRIPTION [DHKO5, Theorem 5.1] auf das Problem
#CS. Wir bezeichnen in Folgenden #SATISFIABLE CIRCUMSCRIPTION etwas kiirzer
mit #SATCIRCUM.

#SATCIRCUM  Input: Erfiillbare Formel ¢ in KNF.
Output: Anzahl der klassisch minimalen Modelle von ¢.

#CS Input: KeK.
Output: | Cb™(K)

, vergleiche Definition 5.4.

Hinweis: Die Reduktion auf #CS anstelle auf VALUE7,  ist hinsichtlich der Kom-
plexitdt keine entscheidende Abweichung. Wenn Cb™ (K) bekannt ist, kann Z.s(K)
in polynomieller Zeit berechnet werden. Wie im Beweis zu Proposition 5.6 ange-
geben, ist dazu die Summe tiber die Groflen der einzelnen Elemente aus Cb™(K)
zu bilden. Im Kapitel 6.2.1 haben wir zwar gezeigt, dass Cb™(K) maximal O(2")
Elemente enthalten kann. Bei geeigneter Implementierung ist jedoch eine Berech-
nung in O(log2™) = O(n) Zeit moglich. Die Laufzeitdifferenz zur Berechnung von
|Cb™(KC)| ist somit polynomiell grofs.

Fiir die Reduktion miissen wir beachten, dass dem Problem #SATCIRCUM die
klassische Aussagenlogik zugrunde liegt, dem Problem CS jedoch die 3-wertige
Aussagenlogik Lg. Sei ¢ eine erfiillbare boolesche Formel in KNF. Dann konnen
wir folgende Reduktionsfunktion angeben:

p = K:= {gp/\ /\ (a—>—|a)}
()

a €At

Die Abbildung von ¢ auf K ist ohne weiteren Nachweis mit polynomiellem Zeitauf-
wand moglich. Da ¢ erfiillbar ist, gibt es keine Literale in ¢, die in Konflikt stehen.
Somit haben in K nur genau die Atome einen Konflikt, die im klassisch minimalen
Modell von ¢ den Wahrheitswert T haben. Sei nun w ein klassisch minimales Mo-
dell von ¢ und v ein minimales Modell von K. Dann folgt fiir die Umkehrrelationen
w™HT) = v~ }(B). Somit ist ein klassisches Modell von ¢ genau dann klassisch mi-
nimal, wenn ein 3-wertiges Modell von K minimal ist. Sei n. die Anzahl der klas-
sisch minimalen Modelle von ¢. Damit gilt n, = |Cb™(K)|. Das heifit, VALUE7_, ist
#-coNP-schwer und es folgt die Behauptung. ]
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Proposition 6.10. Das Entscheidungsproblem LOWERz, ist CNP-vollstindig.

Beweis. Den Beweis fiihren wir angelehnt an den Beweis von Thimm [TW19, Pro-
position 12] fiir das Inkonsistenzmaf} Z),;. Sei K eine Wissensbasis und sei v eine
3-wertige Interpretation fiir K. Wir fiihren ein Paar y, = (v, a) ein, bestehend aus
v und a € Conflictbase(v). Sei (K, y,) eine Instanz eines Entscheidungsproblems
B, das genau dann true liefert, wenn v minimal ist. Im Folgenden verwenden wir
das Symbol C als Zihlquantor (counting quantifier) entsprechend der Definition von
Wagner [Wag86]. Sei zudem k eine nattirliche Zahl. Es folgt nyu| (K,yv) € B, dadie
Grofse von y,, durch die Grofie von K polynomiell beschrankt ist und & als nattir-
liche Zahl ebenfalls die polynomielle Anforderung erfiillt. Eine Instanz (IC, k) des
Entscheidungsproblems LOWER7_, liefert genau dann true, wenn Cllkyvl (K, yy) wahr
ist. Mit Lemma 6.8 ist B € coNP und es folgt, dass LOWER7 ¢ in CcoNP liegt. Da
CcoNP = coCNP = CNP gilt [Wag86, Theorem 4], ist LOWERz_, in CNP.

Um CNP-Schwierigkeit zu beweisen, reduzieren wir das Problem #>SATCIRCUM
auf LOWER7 . Fiir eine Formel ¢ sei Mod™(¢) die Menge aller klassisch minimalen
Modelle.

#>SATCIRCUM Input:  Erfiillbare Formel ¢ in KNF und k& € N\ {0}.
Output: true genau dann, wenn [Mod™(p)| > k.

Fiir die Reduktion ist zu beachten, dass dem Problem #>SATCIRCUM die klassi-
sche Aussagenlogik zugrunde liegt, dem Problem LOWERz, jedoch die 3-wertige
Aussagenlogik Ls. Sei ¢ eine erfiillbare boolesche Formel in KNF. Als Redukti-
onsfunktion konnen wir die gleiche Funktion, wie im Beweis zur Proposition 6.9,
verwenden.

p = K=< pA /\ (a—>—|a)
a € At(yp)
Die Abbildung von ¢ auf K ist mit polynomiellem Zeitaufwand moglich. Da ¢ er-
fullbar ist, gibt es keine Literale in ¢, die in Konflikt stehen. Somit haben in K nur
genau die Atome einen Konflikt, die im klassisch minimalen Modell von ¢ den
Wahrheitswert T haben. Sei nun w ein klassisch minimales Modell von ¢ und v ein
minimales Modell von K. Dann folgt fiir die Umkehrrelationen w=!(T) = v~1(B).
Somit ist ein klassisches Modell von ¢ genau dann klassisch minimal, wenn ein
3-wertiges Modell von K minimal ist. Das heift, es gilt [Mod™ ()| = |Modj'(K)|.
Damit ist ’Modm(go)‘ > k genau dann erfiillt, wenn Z.g > rk zutrifft. Hierbei be-
zeichnet r € R den Mittelwert tiber die Grof3e aller minimalen Konfliktbasen von K.
Der Wert 7 lasst sich in polynomieller Zeit berechnen. Somit ist (¢, k) genau dann
eine true-Instanz von #>SATCIRCUM wenn (K, rk) eine true-Instanz von LOWERZ, ¢
ist. Es folgt die Behauptung. O

Proposition 6.11. Das Entscheidungsproblem UPPERz, ist CNP-vollstindig.

Beweis. Den Beweis fiihren wir in Anlehnung an den Beweis von Thimm [TW19,
Proposition 12] fiir das Inkonsistenzmaf’ 7). Seien K eine Wissensbasis und % eine
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nattirliche Zahl. Eine Instanz (K, k) des Entscheidungsproblems UPPER7, ist genau
dann wahr, wenn (K, k + 1) eine false-Instanz des Problems LOWER7 . ist. Somit
folgt mit Proposition 6.10 und mit coCNP = CNP [Wag86, Theorem 4] die CNP-
Vollstandigkeit fiir UPPERz_. O

Proposition 6.12. Das Entscheidungsproblem EXACTz, 4 ist C_NP-schwierig.

Beweis. Fiir den Beweis orientieren wir uns an der Nachweisfiihrung von Thimm
[TW19, Proposition 12]. Wir reduzieren das Problem #_SATCIRCUM auf EXACTZ_,.

#_SATCIRCUM Input:  Erfillbare Formel ¢ in KNF und k£ € N\ {0}.
Output: true genau dann, wenn ‘Modm(go)’ = k.

Mit ¢ und K aus Proposition 6.10 folgt: (y,k) ist eine true-Instanz von
#_SATCIRCUM genau dann, wenn |Modm(go)‘ = kist, genau dann, wenn Z.g = rk
ist und genau dann, wenn (KC, rk) eine true-Instanz von EXACTz, ist. Dabeiist r € R
der Mittelwert tiber die Grofie der minimalen Konfliktbasen von K. Er ldsst sich in
polynomieller Zeit berechnen. Somit gilt die Behauptung. O

6.3. Auswertung und Vergleich mit anderen InkonsistenzmaBen

Damit wir eine Vorstellung bekommen, wie schwer die Berechnung des Contension-
Sum Mafies Z.s im Vergleich mit anderen Inkonsistenzmaflen ist, vergleichen
wir unsere Ergebnisse aus Kapitel 6.2 mit der Komplexitdt von 22 weiteren ver-
schiedenen Inkonsistenzmafien. Die Komplexitdt dieser Mafie wurde von Thimm
[TW19, Thil7a, Thil8] untersucht. Fiir das Mafs Z,,,, wurden die Beweise von Xiao
und Ma [XM12] gefiihrt. Die Ergebnisse der Untersuchungen iibernehmen wir von
[Thil8, Table 5] und [TW19, Table 2]. Beziiglich der Definitionen zu den 22 Inkonsis-
tenzmafien verweisen wir auf [Thil8, Figure 1]. Aus Tabelle 9 koénnen wir entneh-
men, das 12 der 22 Inkonsistenzmafie der ersten Stufe, drei Mafie der zweiten und
ein Maf$ der dritten Stufe der Polynomial-Time Hierachy zugeordnet werden kon-
nen. Die restlichen sechs Mafle sind komplexer. Vier von ihnen sind jeweils Elemen-
te einer Counting-Komplexititsklasse und zwei Mafle liegen in PSPACE / FPSPACE.
Detaillierte Informationen finden sich in [TW19, Thil8].

Das Contension-Sum Maf Z..s gehort zu den komplexeren Mafien. Um Z.5(KC) fiir
ein K € K zu berechnen, miissen alle minimalen Modelle von K ermittelt werden.
Die Anzahl der minimalen Modelle von K kann, bezogen auf die Lange von K,
exponentiell sein. Zudem ist bereits das Problem zu Entscheiden, ob ein minimales
Modell vorliegt, coNP-vollstindig wie Lemma 6.8 zeigt. Das Contension-Sum Maf3
ist hinsichtlich der Komplexitat vergleichbar mit den Mafien Zy;1, Z,,,. und Z;,, siehe
Tabelle 9.
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Masfs EXACT UPPER7 LOWER7 VALUE7

Ly Dzl) N coDzl’ NP -c coNP -c FNP-c

7, DY -c NP-c  coNP-c FPNPI)
Tes Thuy Tt Torger  DE-c NP-c  coNP-c  FPNPlosn] ¢
Thor IS, Tinese DY -c NP-c  coNP-c  FpNPlogn]
VR s s DY NP-c  coNP-c ?

Ty, Tono Db -c I -c P -c Fp>2llogn]
T Db I -c Sh-c  Fp¥illsn]
rele D%, T 4 Fp=illo]
Iaer, Line, Lis C_NP-h CNP -c CNP-¢c  #-coNP -c¢***
Tyrc C_NP-h CNP-h  CNP-h p#-coNP
Les C_NP-h CNP-c  CNP-c  #:coNP-c***
Ip,, Ip, PSPACE PSPACE PSPACE  FPSPACE

* Dbezieht sich auf Problem #MCAndContradictory [TW19, Kapitel 4.4] statt auf Z,..
** bezieht sich auf Problem #is [TW19, Kapitel 4.4] statt auf Z;.

*** bezieht sich auf Problem #CS statt auf Z.g, siche Proposition 6.9.

?  Komplexititsklasse ist nicht bekannt.

-c steht fiir complete, also vollstandig.

-h steht fiir hardness, also schwer, schwierig oder hart.

Tabelle 9: Komplexitdt von Inkonsistenzmaflen

7. Hintergrund und Diskussion

In diesem Kapitel geben wir eine kleine Ubersicht zum Hintergrund der Bearbei-
tung, diskutieren bestimmte Probleme bei der Inkonsistenzmessung und beschrei-
ben kurz unseren Beitrag.

7.1. Uberblick

Ein Grundstein zur Inkonsistenzmessung wurde bereits 1978 von Grant [Gra78] ge-
legt. Nachdem das Thema zuerst wenig Beachtung fand, hat es vor allem in den
letzten 20 Jahren zunehmend an Bedeutung gewonnen. Im Zuge der Digitalisie-
rung miissen viele unterschiedliche Arten von Daten und Informationen elektro-
nisch erfasst, gespeichert, weiterverarbeitet und weiter genutzt werden. In zuneh-
mendem MafSe sind gespeicherte Daten in vielen kommerziellen und technischen
Bereichen auch eine Quelle um Zusammenhénge oder Muster zu erkennen, oder um
neues Wissen abzuleiten. Aufgrund der Vielzahl an Daten, deren Verarbeitung und
Wartung, konnen sich Fehler und Widerspriiche in eine Datenbasis einschleichen.
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Je nach Datenbasis und Fachgebiet ergeben sich viele unterschiedliche Fragestel-
lungen, wie solche Inkonsistenzen behandelt werden sollten. Zweckentsprechende
Mafinahmen setzen in der Regel eine geeignete Bewertung voraus. Somit werden
Hilfsmittel zum Messen und Bewerten von Inkonsistenzen immer wichtiger.

Mittlerweile wurden viele unterschiedliche Ansdtze zur Inkonsistenzmessung
verdffentlicht. Eine Ubersicht zu Inkonsistenzmafen und deren Eigenschaften, in
verschiedenen Anwendungsgebieten und in Kombinationen mit unterschiedlichen
Logiken, liefert das Buch von Grant und Martinez [GM18]. Zur Inkonsistenzmes-
sung in aussagenlogischen Wissensbasen vermitteln die Zusammenstellungen und Un-
tersuchungen von Thimm [Thil8, Thil9, Thil7b] einen detaillierten Uberblick. Er
hat eine breite Auswahl von 22 verschiedenen Inkonsistenzmafien hinsichtlich 18
tiblichen Eigenschaften (Rationality Postulates) untersucht. Zusatzlich wurden Aus-
drucksstédrke (Expressivity) [Thil8, Thil6] und Komplexitat (Comutational Complexi-
ty) [Thil8, TW19] der Mafie bewertet. Das Kriterium Ausdrucksstirke wurde von
Thimm [Thil6] als ergdnzendes Bewertungskriterium zu den Eigenschaften einge-
fuhrt. Es quantifiziert das Vermogen eines Inkonsistenzmafles, verschiedene Wis-
sensbasen mit unterschiedlichem Inkonsistenz-Grad zu unterscheiden. Die Unter-
suchungen von Thimm hatten unter anderem zum Ergebnis, dass sich die verschie-
denen Mafle, bezogen auf die genannten Bewertungskriterien, sehr unterschiedlich
verhalten. Allgemeine Bewertungen zur Qualitidt der einzelnen Inkonsistenzmafie
konnten deshalb nicht gegeben werden. Zudem schliefien sich viele Eigenschaften
gegenseitig aus oder beschreiben widerspriichliche Anforderungen. Fiir jede unter-
suchte Eigenschaft gibt es mindestens ein Maf, welches sie erfiillt und mindestens
ein Maf}, das sie nicht erfiillt. Die Frage, welche Eigenschaften richtig sind, und die
Definition eines allgemeingiiltigen Inkonsistenzmafies wurden als noch offene For-
schungsfragen ausgewiesen.

7.2. Probleme und Sichtweisen in der Inkonsistenzmessung

Das Thema Inkonsistenzmessung erweist sich in vielerlei Hinsicht als schwierig. Ein
Grund ist die Struktur von Wissensbasen. Es handelt sich um Mengen, die Formeln
als Elemente enthalten. Inkonsistenzen konnen innerhalb von Formeln auftreten,
aber ebenso durch zwei oder mehr Formeln in der Menge bedingt sein. Wenn zwei
Formelmengen oder Wissensbasen beziiglich ihrer Formeln disjunkt sind, dann
konnen sie trotzdem gleiche Atome enthalten und sind damit hinsichtlich der Mes-
sung von Inkonsistenzen nicht disjunkt. Vergleiche unsere Ausfithrungen in den
Kapiteln 4.6.1, 4.6.3 und 4.6.7. Einen weiterer Grund erschliefdt sich aus den vielen
verschiedenen Ansitzen, die zur Inkonsistenzmessung vorgeschlagen wurden. Es
gibt somit unterschiedliche Sichtweisen auf das Thema und folglich entsprechend
viele Vorschldge zu den Eigenschaften, die ein Inkonsistenzmaf$ erfiillen sollte. Je
nach Anwendung konnen sicherlich unterschiedliche Eigenschaften zweckmaflig
sein. Eventuell handelt es sich auch um ein multi-dimensionales Problem, verglei-
che [Gral8, Kapitel 6].
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In der Literatur werden Inkonsistenzmafle oft gruppiert in syntaktische oder se-
mantische Mafle [Thil9, HK05, TW19]. Ein syntaktisches Maf§ bewertet Inkonsis-
tenz anhand minimal inkonsistenter Formelmengen. Ein semantisches Maf3 beur-
teilt Inkonsistenz aufgrund von in Konflikt stehenden Literalen. Hunter, Konieczny
und Grant [HK10, GH23] verwenden auch die Bezeichnungen formelbasiert (formula-
centric) und atombasiert (atom-centric). Es gibt auch Mafse, die keiner der beiden Klas-
sen eindeutig zugeordnet werden konnen [Thil9]. Andererseits wird zum Beispiel
von Hunter und Konieczny [HKO06] eine Moglichkeit vorgestellt, die Vorteile der
beiden Sichtweisen formel- und atombasiert zu kombinieren. Insgesamt sind viele
der in den letzten 20 Jahren vorgeschlagenen Inkonsistenzmafie syntaktisch und nur
wenige semantisch ausgepragt [GH23, Abstract]. Fiir semantische Ansétze besteht
somit weiterer Forschungsbedarf, insbesondere unter Beriicksichtigung mehrwerti-
ger Logiken [Thil7a, Kapitel 1].

7.3. Beitrag dieser Arbeit

Wir haben ein neues Maf} zur Messung von Inkonsistenzen in aussagenlogischen
Wissensbasen definiert. Es basiert auf dem Konzept der minimalen 3-wertigen Mo-
delle tiber den Wahrheitswerten true, false und both. Minimal sind diejenigen 3-
wertigen Modelle, bei denen die Anzahl der both-Zuweisungen minimal beziiglich
der Mengeninklusion ist. Die Inkonsistenz einer Wissensbasis ergibt sich dann aus
der Summe {iiber die Anzahl der both-Zuweisungen {iiber alle minimalen Modelle.
Es handelt sich damit um ein atombasiertes Maf3, das wir mit Contension-Sum Maf
(Z.s) bezeichnen. Wir haben das Contension-Sum Maf$ hinsichtlich Eigenschaften,
Ausdrucksstarke und Komplexitédt untersucht.

Zu den Eigenschaften: Die Analyse haben wir fiir 21 tibliche Eigenschaften durch-
gefiihrt. Da die meisten Eigenschaften eine formelbasierte Sicht auf Wissensbasen
haben, das Contension-Sum Mafs jedoch ein atombasiertes Maf3 ist, erfiillt es von
den 21 Eigenschaften nur sechs. Detaillierte Informationen sind im Kapitel 4.4 und
in Tabelle 4 enthalten. Ergdnzend wurde im Kapitel 4.5 ein qualitativer Vergleich mit
22 anderen Inkonsistenzmafien durchgefiihrt. Im Kapitel 4.6 haben wir zu verschie-
denen Eigenschaften atombasierte Varianten vorgeschlagen und gezeigt, dass diese
vom Contension-Sum Maf3 erfiillt werden. Wir konnten weiterhin zeigen, dass sich
das Contension-Sum Mafs bei atom-disjunkten Formelmengen wie ein klassisches
mathematisches Mafs verhalt.

Zur Ausdrucksstirke: Unsere Analyse hat ergeben, dass das Contension-Sum Mafs
sehr viele inkonsistente Wissensbasen unterscheiden kann. Verglichen mit 22 ande-
ren Inkonsistenzmafien ist es damit eines der ausdrucksstiarkeren Mafse. Ausfiihr-
liche Angaben konnen Kapitel 5.3 und Tabelle 7 entnommen werden. Von den 22
Maflen, die wir zum Vergleich berticksichtigt haben, konnen zwei Mafle als atom-
basiert und die restlichen als formelbasiert eingestuft werden. Die beiden atomba-
sierten MafSe sind das Minimal Proof-Based Maf3 Tp,, [JR13] und das Contension Mafs
7. [GH11]. Das Maf8 Zp,, schneidet beziiglich der v - Charakteristik etwas besser ab
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als das Contension-Sum Maf3. Thimm [Thi18, Example 4] hat jedoch gezeigt, dass
Zp,, die Eigenschaft Consistency (siehe Kapitel 4.5) nicht erfiillt. Somit entspricht
es nicht unserer Definition von einem Inkonsistenzmaf3 (vergleiche Definition 2.9).
Das Maf3 7. ist hinsichtlich der v -Charakteristik weniger ausdrucksstark als das
Contension-Sum Maf3, wie das folgende Beispiel veranschaulicht.

Beispiel 7.1. Vergleichen wir die beiden Wissensbasen K1 = {—a, a,b, =bV (¢ A —¢)} und
Ko = {—a,a,b,—b}. Mit dem Contension Mafs ergeben sich mit

Zc(K1) = min {|{a, b}|, l{a, c}|} = min{2,2} =2

und mit
Z.(K2) = min {\{a, b}]} =2

fiir beide Wissensbasen der gleiche Wert fiir die Inkonsistenz. Das Contension-Sum Maf
hingegen bewertet mit

Zes(Ky) = |{a,b}| + [{a,c}| =2+2 =14

und mit
ICS(IC2) = ’{CL, b}‘ =2

beide Wissensbasen unterschiedlich inkonsistent.

Bei den anderen Charakteristiken sind das Contension MafS und das Contension-
Sum Maf gleich ausdrucksfahig.

Zur Komplexitiit: Die Berechnung des Contension-Sum MafSes fiir eine Wissensba-
sis liegt in der Komplexitdtsklasse #coNP-vollstandig. Ein Vergleich mit 22 anderen
Inkonsistenzmafsen hat gezeigt, dass es damit zu den komplexeren Mafien gehort.
Detaillierte Informationen sind im Kapitel 6.3 und in Tabelle 9 enthalten.

8. Zusammenfassung

Wir haben einen neuen Ansatz zur Inkonsistenzmessung fiir aussagenlogische Wis-
sensbasen definiert und ihn hinsichtlich Eigenschaften, Ausdrucksstirke und Kom-
plexitit analysiert. In den letzten Jahren wurden viele unterschiedliche Ansatze zur
Inkonsistenzmessung veroffentlicht. Allerdings wird noch ein allgemeingiiltig for-
mal definiertes Inkonsistenzmaf$ mit wenigen charakteristischen Eigenschaften ge-
sucht. Unser Ansatz basiert auf dem Konzept der minimalen 3-wertigen Modelle
tiber den Wahrheitswerten true, false und both, also denjenigen 3-wertigen Modellen,
bei denen die Anzahl der both-Zuweisungen minimal hinsichtlich der Mengeninklu-
sion ist. Das Mafs fiir die Inkonsistenz einer Wissensbasis ergibt sich dann aus der
Summe {iber die Anzahl der both-Zuweisungen tiber alle minimalen Modelle.

Wir haben unseren Ansatz, das Contension-Sum Mafs, hinsichtlich 21 {iblicher
Eigenschaften untersucht. Da die meisten Eigenschaften eine formelbasierte Sicht
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auf Wissensbasen haben, das Contension-Sum Mafs jedoch Konflikte zwischen Li-
teralen misst, erfiillt es von den 21 Eigenschaften nur sechs. Deshalb haben wir
zu verschiedenen Eigenschaften atombasierte Varianten vorgeschlagen und gezeigt,
dass diese vom Contension-Sum Maf3 erfiillt werden. Zudem konnten wir nachwei-
sen, dass sich das Contension-Sum MafS bei atom-disjunkten Formelmengen wie
ein klassisches mathematisches Mafs verhilt. Verglichen mit 22 anderen Mafien ge-
hort das Contension-Sum Maf} zu den ausdrucksstdrkeren Inkonsistenzmafsen. Es
ist somit eines der fadhigeren Mafie um verschiedene Wissensbasen mit unterschied-
lichem Inkonsistenz-Grad zu unterscheiden. Allerdings liegt die Berechnung des
Contension-Sum MafSes in der Komplexititsklasse # -coNP-vollstandig. Es gehort
somit zu den komplexeren Inkonsistenzmafsen.

Mit dem Contension-Sum Maf} haben wir ein neues absolutes Maf$ zur Inkon-
sistenzmessung in aussagenlogischen Wissensbasen angegeben. Zum Vergleich von
unterschiedlich grofien Wissensbasen hinsichtlich ihrer Inkonsistenz kénnten zu-
satzlich zu den absoluten Werten auch entsprechende relative Werte, bezogen auf
die jeweilige Grofse der Wissensbasen, aufschlussreich sein. Eine Option fiir weitere
Untersuchungen wire zum Beispiel das normierte Contension-Sum Maf3

Zes
— e
T AR

Gespeicherte Daten werden vermehrt zum Generieren von neuen Erkenntnissen
genutzt. Das Thema Inkonsistenzmessung wird somit zunehmend wichtiger und
voraussichtlich fiir immer mehr technische und kommerzielle Bereiche interessant.
Ein Maf$ zur Quantifizierung von Inkonsistenz kann ein wichtiges Kriterium zur
Bewertung und damit fiir eine sichere und zuverldssige Nutzung von Wissensbasen
sein. Dies gilt insbesondere, falls grofie Daten- oder Wissensbasen automatisiert als
Grundlage fiir zum Beispiel weitreichende Entscheidungen, kritische Prozesse oder
sicherheitsrelevante Berechnungen berticksichtigt werden.
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Anlage Al
Ermittlung der moglichen Werte fiir Ics bisn =5

Berechnung von C"(I g, n)

Anhand der Profile fiir Antiketten wird berechnet, wieviele verschiedene Werte I, annehmen kann. Die Berech-
nung wird bis n = 5 durchgefiihrt. Die Profile fiir n = 5 sind [SY14] entnommen. Die Profile fiir n = 1 bis n = 3
sind [SYM23] entnommen. Die Profile fiir n = 4 wurden aus den Profilen fiir n = 5 abgeleitet.

[SY14] Tamon Stephen and Timothy Yusun. Counting inequivalent monotone boolean functions. Discrete Applied
Mathematics, 167:15-24, 2014.

[SYM23] N.J.A. Sloane, Timothy Yusun and Michel Marcus. A003182 - Dedekind numbers: inequivalent boolean
functions of n variables, or antichains of subsets of an n-set. OEIS, May 2023. https://oeis.org/A003182 [Assessed
2024-08-19].

1 Eingabe der Profile

[1]: | # Eingabe der Profile

# n=1:

profiles_1 = [(0,),(1,)]

# n=2:
profiles_2 = [(0,0),(1,0),(2,0),(0,1)]

# n=3:
profiles_3 = [(0,0,0),(1,0,0),(2,0,0),(3,0,0),
(0,1,0),(1,1,0),(0,2,0),(0,3,0),(0,0,1)]

# n=4:
profiles_4 = [(0,0,0,0),(1,0,0,0),(2,0,0,0),(3,0,0,0),(4,0,0,0),
(1,1,0,0),(1,2,0,0),(1,3,0,0),(1,0,1,0),(2,1,0,0),
(0,1,0,0),(0,2,0,0),(0,3,0,0),(0,4,0,0),(0,5,0,0),(0,6,0,0),
0,1,1,0),(0,1,2,0),(0,2,1,0),(0,3,1,0),
(0,0,1,0),(0,0,2,0),(0,0,3,0),(0,0,4,0),
(0,0,0,1)]
# n=5:
profiles_5 = [(0,0,0,0,0), (0,9,0,0,0), (1,0,3,0,0), (0,2,0,1,0),
(1,0,0,0,0), (0,10,0,0,0), (0,1,3,0,0), (0,3,0,1,0),
(2,0,0,0,0), (0,0,1,0,0), (0,2,3,0,0), (0,4,0,1,0),
(3,0,0,0,0), (1,0,1,0,0), (0,3,3,0,0), (0,0,1,1,0),
(4,0,0,0,0), (2,0,1,0,0), (0,4,3,0,0), (0,1,1,1,0),
(5,0,0,0,0), (0,1,1,0,0), (0,0,4,0,0), (0,2,1,1,0),
(0,1,0,0,0), (1,1,1,0,0), (1,0,4,0,0), (0,0,2,1,0),
(1,1,0,0,0), (0,2,1,0,0), (0,1,4,0,0), (0,1,2,1,0),
(2,1,0,0,0), (1,2,1,0,0), (0,2,4,0,0), (0,0,3,1,0),
(3,1,0,0,0), (0,3,1,0,0), (0,3,4,0,0), (0,1,3,1,0),
(0,2,0,0,0), (1,3,1,0,0), (0,4,4,0,0), (0,0,4,1,0),
(1,2,0,0,0), (0,4,1,0,0), (0,0,5,0,0), (0,0,5,1,0),
(2,2,0,0,0), (0,5,1,0,0), (0,1,5,0,0), (0,0,6,1,0),
(0,3,0,0,0), (0,6,1,0,0), (0,2,5,0,0), (0,0,0,2,0),
(1,3,0,0,0), (0,7,1,0,0), (0,0,6,0,0), (0,1,0,2,0),
(2,3,0,0,0), (0,0,2,0,0), (0,1,6,0,0), (0,0,1,2,0),



(0,4,0,0,0), (1,0,2,0,0), (0,0,7,0,0), (0,0,2,2,0),
(1,4,0,0,0), (0,1,2,0,0), (0,1,7,0,0), (0,0,3,2,0),
(0,5,0,0,0), (1,1,2,0,0), (0,0,8,0,0), (0,0,0,3,0),
(1,5,0,0,0), (0,2,2,0,0), (0,0,9,0,0), (0,0,1,3,0),
(0,6,0,0,0), (0,3,2,0,0), (0,0,10,0,0), (0,0,0,4,0),
(1,6,0,0,0), (0,4,2,0,0), (0,0,0,1,0), (0,0,0,5,0),
(0,7,0,0,0), (0,5,2,0,0), (1,0,0,1,0), (0,0,0,0,1),
0,8,0,0,0), (0,0,3,0,0), (0,1,0,1,0)]

2 Funktionen fiir die Berechnung

[2]: | # Berechnung der méglichen Werte fur Ics
def Ics(profiles):

_Ics = []

for p in profiles:
Ics_ p=0
for i in range(len(p)):

Ics_p = Ics_p + (i+1)*p[i]

_Ics.append(Ics_p)

return _Ics

# Berechnung der unterschiedlichen Werte fir Ics
def Ics_unique(Ics):
Ics_u = []
for i in Ics:
if i not in Ics_u:
Ics_u.append (i)
return Ics_u

3 Ergebnisse

Die Liste Ics gibt die moglichen Werte fiir I.g an. In der Liste Ics_ u sind die mehrfach vorkommenden Werte
entfernt.

[3]: |print(f'n = 5:')
print (f'Anzahl der Profile = {len(profiles_5)1}')
Ics_5 = Ics(profiles_5)
Ics_5u = Ics_unique(Ics_5)
print(f'Ics = {Ics_5}')
print(f'Ics_u = {Ics_bul}')
print(f'Cv(Ics,5) = {len(Ics_5u)}\n')

print(f'n = 4:')

print (f'Anzahl der Profile = {len(profiles_4)}')
Ics_4 = Ics(profiles_4)

Ics_4u = Ics_unique(Ics_4)

print(f'Ics = {Ics_4}"')

print(f'Ics_u = {Ics_4ul}')

print (f'Cv(Ics,4) = {len(Ics_4u)}\n')

print(f'n = 3:')

print (f'Anzahl der Profile = {len(profiles_3)1}')
Ics_3 = Ics(profiles_3)

Ics_3u = Ics_unique(Ics_3)

print(f'Ics = {Ics_3}')

print(f'Ics_u = {Ics_3ul}')

print(f'Cv(Ics,3) = {len(Ics_3u)}\n')

print(f'n = 2:')



[]:

print (f'Anzahl der Profile = {len(profiles_2)}')
Ics_2 = Ics(profiles_2)

Ics_2u = Ics_unique(Ics_2)

print(f'Ics = {Ics_2}')

print(f'Ics_u = {Ics_2ul}')

print(f'Cv(Ics,2) = {len(Ics_2u)}\n')

print(f'n = 1:')

print (f'Anzahl der Profile = {len(profiles_1)}')
Ics_1 = Ics(profiles_1)

Ics_1u = Ics_unique(Ics_1)

print(f'Ics = {Ics_1}')

print(f'Ics_u = {Ics_1ul}')

print(f'Cv(Ics,1) = {len(Ics_1u)}\n')

n =>5:
Anzahl der Profile = 95

Ics = [0, 18, 10, 8, 1, 20, 11, 10, 2, 3, 13, 12,

5, 12, 11, 2, 6, 13, 10, 3, 7, 14, 12, 4, 8, 16,

3, 4, 15, 7, 4, 5, 17, 9, 5,
13, 5, 9, 18, 15, 4, 10, 20,

16, 5, 11, 15, 19, 6, 13, 17, 22, 6, 15, 19, 8, 7, 17, 18, 10, 8, 6, 20, 11, 8,
7, 21, 14, 9, 8, 23, 17, 10, 9, 24, 12, 11, 10, 27, 15, 12, 12, 30, 16, 13, 14,

4, 20, 14, 16, 5, 5, 16, 9, €]

Ics_u = [0, 18, 10, 8, 1, 20, 11, 2, 3, 13, 12, 4, 15, 7, 5, 17, 9, 6, 14, 186,

19, 22, 21, 23, 24, 27, 30]
Cv(Ics,5) = 27

n = 4:

Anzahl der Profile = 25

Ics = [0, 1, 2, 3, 4, 3, 5, 7, 4, 4, 2, 4, 6, 8,
12, 4]

Ics_u= [0, 1, 2, 3, 4, 5, 7, 6, 8, 10, 12, 9]
Cv(Ics,4) = 12

n = 3:
Anzahl der Profile = 9
Ics = [0, 1, 2, 3, 2, 3, 4, 6, 3]

Ics_u= [0, 1, 2, 3, 4, 6]
Cv(Ics,3) =6

n=2:

Anzahl der Profile = 4
Ics = [0, 1, 2, 2]

Ics_u = [0, 1, 2]
Cv(Ics,2) = 3

n=1:

Anzahl der Profile = 2
Ics = [0, 1]

Ics_u = [0, 1]
Cv(Ics,1) =2

10, 12, 5, 8, 7, 9, 3, 6, 9,
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