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Einleitung

Die folgende Arbeit soll sich näher mit konvexen Mengen und insbesondere mit dem

Satz von Helly beschäftigen. Eduard Helly war ein österreichischer Mathematiker wel-

cher 1884 in Wien geboren war und 1943 in Chicago gestorben ist. Trotz einer geringen

Anzahl an Verö�entlichungen sind seine Resultate umso wichtiger für viele Bereiche der

Mathematik. Besonders der sogenannte Satz von Helly ist für diese Arbeit von groÿem

Interesse. Helly scha�te es ein wichtiges Resultat bezüglich der Existenz einer Schnitt-

menge konvexer Mengen zu formulieren.1 Sein Satz wird dem Bereich der Konvexgeo-

metrie zugerechnet.

Zum ersten Mal hat er seinen Satz im Jahre 1923 im �Jahresbericht der deutschen Ma-

thematiker� unter dem Titel �Über Mengen konvexer Körper mit gemeinschaftlichen

Punkten� verö�entlicht. In diesem Aufsatz erwähnt er auch, dass er diesen Satz bereits

vor dem ersten Weltkrieg in einem Vortrag verwendet hatte und diesen Beweis als Alter-

native zum 1921 von Johann Radon publizierten Beweis seines Satzes in �Mathematische

Annalen� mit dem Titel �Mengen konvexer Körper, die einen gemeinschaftlichen Punkt

enthalten� anbietet.2 Das Ziel dieser Arbeit ist es nun einen Überblick über den Satz von

Helly, seinen Beweisen und seinen Anwendungen zu geben. Zu Beginn dieser Arbeit sollen

zunächst im ersten Kapitel wichtige De�nitionen und elementare Eigenschaften konve-

xer Mengen erläutert werden, welche für das Verständnis der weiteren Kapitel vonnöten

sind. Mithilfe von einigen Beispielen und Gra�ken sollen diese zudem veranschaulicht

werden. Das zweite Kapitel soll sich mit dem Satz von Helly, Satz von Radon und Satz

von Carathéodory beschäftigen. Alle drei Sätze sollen hier formuliert und bewiesen wer-

den. Im dritten Kapitel soll der Zusammenhang dieser drei Sätze erklärt werden. Wie

bereits eingangs angedeutet, haben zumindest Helly und Radon nicht nur einen direkten

historischen Zusammenhang; Radon konnte seinen Beweis eben durch die Hilfe seines

eigenen Satzes vollziehen. Aber auch der Satz von Carathéodory kann zum einen dafür

genutzt werden, die beiden anderen Sätze zu beweisen und zum anderen kann dieser

mithilfe der beiden anderen Sätze bewiesen werden. Das Kapitel dient also dazu, eini-

ge Äquivalenzen der einzelnen Sätze genau aufzuzeigen und damit im Hinblick auf das

Ziel dieser Arbeit einen weiteren alternativen Beweis zum Satz von Helly zu liefern. Ab-

schlieÿend soll im vierten Kapitel eine Auswahl von Anwendungen gezeigt werden, die

aus dem Satz von Helly resultieren. Hier soll deutlich werden, dass mithilfe des Satz von

Helly viele weitere Sätze bewiesen werden können. Darunter auch bekannte Sätze wie

1[1], S. 101.
2[5], S. 175.
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etwa der Satz von Kirchberger, dessen originaler Beweis etwa 24 Seiten umfasst, und

mithilfe des Satz von Helly mit einem relativ kurzen Beweis gezeigt werden kann.3 Die

Arbeit basiert insbesondere in Kapitel 2 und Kapitel 4 auf den Aufsatz �Helly's Theorem

and its relatives� von Ludwig Danzer, Branko Grünbaum und Victor Klee.

3[1], S. 114.
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1 GRUNDBEGRIFFE UND DEFINITIONEN

1 Grundbegri�e und De�nitionen

1.1 Konvexe Mengen

Um den Satz von Helly genauer untersuchen zu können, ist es zunächst einmal wichtig

die De�nition einer konvexen Menge und elementare Eigenschaften dieser kennenzuler-

nen. Einfach formuliert handelt es sich bei einer konvexen Menge um eine Menge in

einem n-dimensionalen Raum, welche die Eigenschaft besitzt, die Verbindungsstrecke

zwischen zwei beliebigen Punkten der Menge ebenfalls komplett zu enthalten. Die ge-

naue De�nition lautet wie folgt:

De�nition 1.1.1: Eine Teilmenge K des Rn heiÿt konvex genau dann, wenn für alle

x, y ∈ K und für λ ∈ [0, 1] gilt:

λx+ (1− λ)y ∈ K,

wobei λx+ (1− λ)y mit λ ∈ [0, 1] die Strecke zwischen x und y ist.

K
X

Abbildung 1: Beispiel einer konvexen Menge K und einer nicht-konvexen Menge X im R2.

Im weiteren Verlauf dieser Arbeit werden einige Grundbegri�e aus der Topologie genutzt,

da diese in einigen De�nitionen, Sätzen und Beweisen der Arbeit benötigt werden. Es

sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass sich diese Arbeit in ihrer Gesamtheit auf

den metrischen Raum (Rn, d) bezieht, wobei d der euklidische Abstand ist. Wann immer
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1 GRUNDBEGRIFFE UND DEFINITIONEN

also von Rn die Rede ist, ist der euklidische Vektorraum mit eben jener Metrik gemeint.

Die wichtigsten Begri�e aus der Topologie sind das Innere, der Abschluss und der Rand.

Mithilfe dieser Begri�e lässt sich eine strengere Eigenschaft einer Menge de�nieren:

De�nition 1.1.2: Eine Teilmenge K des Rn heiÿt streng konvex genau dann, wenn

für alle x, y ∈ K und für λ ∈ (0, 1) gilt:

λx+ (1− λ)y ∈ K̊.

wobei λx+(1−λ)y mit λ ∈ (0, 1) die o�ene Strecke zwischen x und y und K̊ das Innere

der Menge K ist.

Die o�ene Strecke zwischen zwei beliebigen Punkten x und y ist also jene, welche die

zwei Punkte x und y selbst nicht enthält. Liegt diese Strecke im Inneren der Menge -

insbesondere also nicht auf dem Rand der Menge - so ist diese streng konvex. Es ist klar,

dass jede streng konvexe Menge insbesondere auch eine konvexe Menge ist.

Ein weiterer sehr wichtiger Begri� ist die Kompaktheit einer Menge. Im folgenden soll

diese de�niert und einige daraus resultierende Sätze formuliert werden. Auf die Beweise

der Sätze soll an dieser Stelle verzichtet werden und auf [6] S. 95 und S. 154 als auch [7]

S. 94 - 96 verwiesen werden.

De�nition 1.1.3: Eine Teilmenge X des Rn heiÿt kompakt oder auch folgenkom-

pakt, wenn aus jeder Folge {xn} von Punkten xn ∈ X eine Teilfolge ausgewählt werden

kann, die gegen ein Element aus X konvergiert.

Satz 1.1.4: Eine Teilmenge X des Rn ist genau dann kompakt, wenn sich aus jeder

o�enen Überdeckung von X eine endliche Teilüberdeckung von X auswählen lässt.

Satz 1.1.5: Eine Teilmenge X des Rn ist genau dann kompakt, wenn sie beschränkt

und abgeschlossen ist.

Satz 1.1.6: Sei X eine kompakte Teilmenge des Rn und f : X −→ Rm mit x 7−→ f(x)

eine stetige Funktion. Dann ist das Bild f(X) ebenfalls kompakt in Rm.
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1 GRUNDBEGRIFFE UND DEFINITIONEN

Anzumerken sei hierbei noch, dass die De�nition und die Sätze nur für den Rn for-

muliert wurden. Satz 1.1.5 gilt beispielsweise nicht in beliebigen topologischen Räumen.

Da für diese Arbeit allerdings wie eingangs erwähnt der Rn genügt, beschränken sich

auch die Sätze und De�nitionen auf diesen Raum.

De�nition 1.1.7: Eine Teilmenge K des Rn heiÿt konvexer Körper, wenn K kon-

vex und kompakt (also beschränkt und abgeschlossen) ist und wenn ihr Inneres K̊ 6= ∅ ist.

Für eine bessere Vorstellung folgen nun einige einfache und intuitive Beispiele:

Beispiele 1.1.8:

1) Im R ist jedes Intervall [a, b] mit a, b ∈ R eine konvexe Menge. Denn betrachtet

man zwei beliebige Punkte eines Intervalls, so liegt die Verbindungsstrecke dieser

gerade zwischen diesen beiden Punkten im Intervall. Mithilfe der De�nition 1.1.2

ist erkennbar, dass jedes Intervall sogar streng konvex ist.

2) Im R2 sind jeder Kreis, jedes Dreieck jedes Quadrat sowie jedes Rechteck eine

konvexe Menge. Denn wählt man zwei beliebige Punkte innerhalb dieser Flächen

und verbindet man diese, so liegt die gesamte Strecke innerhalb dieser Fläche.

Ein Kreis ist sogar eine streng konvexe Menge. Ein Quadrat allerdings nicht, da für

zwei beliebige Randpunkte x, y ∈ ∂K die (o�ene) Verbindungsstrecke λx+(1−λ)y

ebenfalls in ∂K liegt.

3) Im R3 ist jede Kugel, jede Pyramide, jeder Würfel sowie jeder Quader eine konvexe

Menge.

4) Im Rn ist jede Strecke und jede Grade eine konvexe Menge.

5) Im Rn ist eine endliche Menge X genau dann konvex, wenn |X| = 1. Denn für

|X| <∞ und x, y ∈ X liegen unendlich viele Elemente auf der Strecke zwischen x

und y. Daher gibt es Elemente auf dieser Strecke, die nicht in X liegen.

Ein erstes sehr wichtiges Lemma soll eine elementare Eigenschaft konvexer Mengen dar-

legen:

Lemma 1.1.9: Sei K eine Familie von konvexen Mengen. Dann ist der Schnitt al-

ler Mengen der Familie
⋂
Ki∈KKi konvex.
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1 GRUNDBEGRIFFE UND DEFINITIONEN

Beweis: Für denn Fall, dass
⋂
Ki∈KKi = ∅ gilt, ist der Beweis klar, denn die leere

Menge ist immer konvex.

Sei daher C =
⋂
Ki∈KKi nicht leer. Gilt |C| = 1 ist die Menge ebenfalls trivialerwei-

se konvex, daher kann angenommen werden, dass die Menge C aus mehr als einem

Element besteht.

Wähle zwei beliebige Punkte x, y ∈ C. Aus x, y ∈ C folgt, dass x, y ∈ Ki gilt, da

C ⊂ Ki für alle Ki ∈ K. Somit gilt aber auch, dass λx+ (1− λ)y ∈ Ki für alle Ki ∈ K,
da alle Ki konvex sind. Daraus folgt aber, dass λx+ (1−λ)y ∈

⋂
Ki∈KKi = C und somit

ist C konvex.

1.2 Konvexe Hülle

Für eine weitere wichtige De�nition - nämlich der konvexen Hülle einer Menge - benö-

tigen wir zunächst die De�nition einer Konvexkombination.

De�nition 1.2.1: Im reellen Vektorraum Rn heiÿt eine Linearkombination eines Ele-

ments x ∈ Rn Konvexkombination, wenn gilt:

x =
m∑
i=1

λixi mit xi ∈ Rn und λi ∈ [0, 1] wobei
m∑
i=1

λi = 1.

Satz 1.2.2: Für eine konvexe Teilmenge K des Rn gilt, dass jede Konvexkombination

aus Elementen von K wieder in K liegt.

Beweis: Der Beweis verläuft durch Induktion über m für eine Konvexkombination

x =
∑m

i=1 λixi, mit x1, ..., xm ∈ K.

Induktionsanfang (m = 1): Dieser Fall ist trivial, denn bei einer Konvexkombina-

tion eines Elements gilt notwendigerweise für den Koe�zieten λ1, dass dieser den Wert

1 annehmen muss. Somit ist die Konvexkombination eines Elements aus K wieder das

Element selbst, welches o�ensichtlich auch in der Menge K liegt. Angemerkt sei an die-

ser Stelle, dass als Induktionsanfang auch m = 2 gewählt werden kann, wodurch dieser
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1 GRUNDBEGRIFFE UND DEFINITIONEN

Fall der De�nition einer konvexen Menge entspricht. In diesem Fall entspräche die Kon-

vexkombination von zwei Elementen x, y ∈ K gerade der Menge λx + (1 − λ)y. Per

De�nition einer konvexen Menge liegen diese aber alle auch in der konvexen Menge K.

Induktionsvoraussetzung: Die Aussage gilt für Konvexkombinationen bestehend aus

m Elementen.

Induktionsschluss (m → m + 1): Sei nun x =
∑m+1

i=1 λixi eine Konvexkombinati-

on, mit x1, ..., xm+1 ∈ K. Zu zeigen ist nun, dass x ∈ K gilt. Da es sich um eine

Konvexkombination handelt, gilt zudem

m+1∑
i=1

λi = 1 =
m∑
i=1

λi + λm+1

wobei λi ∈ [0, 1] für alle i ∈ {1, ...,m+ 1}. Sei nun

λ :=
m∑
i=1

λi.

Daraus folgt aber sofort, dass sowohl
∑m

i=1
λi
λ

= 1 sowie 1 − λ = λm+1 gilt. Insgesamt

erhält man nun den Ausdruck

x =
m+1∑
i=1

λixi =
m∑
i=1

λixi + λm+1xm+1

=λ
m∑
i=1

λi
λ
xi + λm+1xm+1

=λ
m∑
i=1

λi
λ
xi + (1− λ)xm+1.

Da
∑m

i=1
λi
λ
xi eine Konvexkombination von m Elementen aus K ist, liegt dieser Aus-

druck ebenfalls wegen der Induktionsvoraussetzung in K. Da K konvex ist, liegt aber

auch der gesamte Ausdruck wegen der De�nition 1.1.1 in K. Somit ist x ∈ K, was genau

zu zeigen war.
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1 GRUNDBEGRIFFE UND DEFINITIONEN

De�nition 1.2.3: Sei X eine Teilmenge des Rn. Die konvexe Hülle conv(X) der

Menge X ist die kleinste konvexe Menge, die X enthält. Es gilt also:

conv(X) = ∩
X⊂K⊂Rn

K konvex

K.

X

conv(X)

Abbildung 2: Die konvexe Hülle conv(X) der nicht-konvexen Menge X aus Abbildung 1.

Satz 1.2.4: Sei X eine Teilmenge des Rn. Dann besteht die konvexe Hülle conv(X) aus

allen Konvexkombinationen von Elementen aus X. Es gilt also für ein m ∈ N:

conv(X) =

{
x

∣∣∣∣∣ λi ∈ [0, 1] mit
m∑
i=1

λi = 1 und xi ∈ X mit x =
m∑
i=1

λixi

}
.

Beweis: Sei X̃ die Menge bestehend aus allen Konvexkombinationen von Elementen aus

X. Da conv(X) eine konvexe Menge ist und wegen Satz 1.2.2 alle Konvexkombinationen

von Elementen einer konvexen Menge wieder in dieser liegen und zusätzlich gilt, dass

X ⊂ conv(X), da conv(X) per De�nition die kleinste konvexe Menge ist, die X enthält,

liegen insbesondere die Konvexkombinationen von Elementen aus X - welche somit auch

Elemente aus conv(X) sind - in conv(X) und es gilt:

X̃ ⊆ conv(X). (1)
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1 GRUNDBEGRIFFE UND DEFINITIONEN

Seien nun x, y ∈ X̃ zwei beliebige Punkte. Insbesondere sind es per Annahme Konvex-

kombitnationen von Elementen aus X und es gilt somit:

x =
m∑
i=1

αixi und y =
m∑
i=1

βiyi,

wobei xi, yi ∈ X und
∑m

i=1 αi =
∑m

i=1 βi = 1 mit αi, βi ∈ [0, 1] für ein m ∈ N.

Daraus folgt wiederum, dass es ein λ ∈ [0, 1] gibt, mit

λ

m∑
i=1

αi + (1− λ)
m∑
i=1

βi = 1.

Somit liefert aber der Ausdruck

λx+ (1− λ)y = λ
m∑
i=1

αixi + (1− λ)
m∑
i=1

βiyi

eine Konvexkombination von Elementen aus X bestehend aus Konvexkombinationen

von Elementen aus X und liegt daher wieder in X̃. Gleichzeitig bedeutet das aber, dass

λx+ (1− λ)y ∈ X̃ für beliebige x, y ∈ X̃ gilt und somit ist die Menge X̃ per De�nition

konvex. Da conv(X) per De�nition die kleinste konvexe Menge ist, die X enthält und

X̃ ebenfalls eine konvexe Menge ist, die X enthält, gilt also

conv(X) ⊆ X̃. (2)

Aus (1) und (2) folgt dann conv(X) = X̃, was genau zu zeigen war.

Der Beweis verlief wie in [9] S. 4. Die konvexe Hülle einer Menge X ist somit auf der

einen Seite der Schnitt aller konvexen Mengen, welche X enthalten, und damit die kleins-

te konvexe Menge die X enthält. Auf der anderen Seite ist die konvexe Hülle einer Menge

auch die Menge aller Punkte, die als Konvexkombination von Elementen aus X darge-

stellt werden können.
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1 GRUNDBEGRIFFE UND DEFINITIONEN

De�nition 1.2.5: Eine endliche Menge {xi | i ∈ {1, ...,m}} heiÿt a�n abhängig, falls

es Koe�zienten λ1, ..., λm ∈ R gibt, mit

m∑
i=1

λi = 0 und
m∑
i=1

λixi = 0,

wobei λi 6= 0 für mindestens ein i ∈ {1, ...,m}. Andernfalls heiÿt diese Menge a�n

unabhängig.

Proposition 1.2.6: Eine Menge von m > n+ 1 Punkten des Rn ist a�n abhängig.

Beweis: Seien xi = (xi1 , ..., xin) mit i ∈ {1, ...,m} Punkte im Rn. Um zu zeigen, dass

diese Punkte a�n abhängig sind, muss nach De�nition das Gleichungssystem

λ1x11 + ...+ λmxm1 = 0

.

.

.

λ1x1n + ...+ λmxmn = 0

λ1 + ...+ λm = 0

eine nicht-triviale Lösung besitzen. Dies ist aber o�ensichtlich der Fall, da m > n + 1

Unbekannte λi existieren mit n+ 1 Gleichungen.

De�nition 1.2.7: Sei k ∈ N und seien x0, ..., xk a�n unabhängige Punkte des Rn.

Dann ist das von x0, ..., xk gegebene k-Simplex 4 de�niert als:

4 :=

{
x ∈ Rn

∣∣∣∣∣ x =
k∑
i=0

λixi mit λi ∈ [0, 1] und
k∑
i=0

λi = 1

}

Die xi werden Eckpunkte von 4 und (λ0, ..., λk) ∈ [0, 1]k+1 baryzentrische Koordinaten

genannt.

Das k-Simplex ist also nichts weiter als die konvexe Hülle von a�n-unabhängigen Punk-

ten.
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1 GRUNDBEGRIFFE UND DEFINITIONEN

1.3 Abstand und Minkowski-Summe zweier Mengen

Nützlich für den weiteren Verlauf der Arbeit sind die sogenannten Minkowski-Summen.

Die Propositionen 1.3.4 und 1.3.5 sind aus [13] S. 22 - 23 entnommen. Satz 1.3.6 �ndet

sich mit diesem Beweis in [15] S. 83. Zunächst sei allerdings noch der Abstand zwischen

einem Punkt und einer Menge, sowie der Abstand zweier Mengen de�niert.

De�nition 1.3.1: Sei x0 ∈ Rn ein beliebiger Punkt und X eine beliebige Teilmenge

des Rn. Dann ist der Abstand zwischen dem Punkt x0 und der Menge X de�niert als:

d(x0, X) = inf{ ‖x0 − y‖ | y ∈ X}.

Das bedeutet: Gilt x0 ∈ X, so folgt daraus d(x0, X) = 0. Ähnlich ist auch der Abstand

zwischen zwei Mengen de�niert.

De�nition 1.3.2: Seien X, Y zwei Teilmengen des Rn. Dann ist der Abstand der Men-

gen X und Y de�niert als:

d(X, Y ) = inf{ ‖x− y‖ | x ∈ X, y ∈ Y }.

Auch hier gilt, für X ∩ Y 6= ∅, dass d(X, Y ) = 0 folgt.

De�nition 1.3.3: Seien X und Y zwei Teilmengen des Rn. Dann heiÿt die Menge:

X + Y := {x+ y | x ∈ X, y ∈ Y }

Minkowski Summe der Mengen X und Y .

Proposition 1.3.4: Die Minkowski-Summe zweier konvexer Mengen ist wieder kon-

vex.

Beweis: Seien K1 und K2 zwei konvexe Mengen und K1 +K2 deren Minkowski-Summe.

Seien nun x1 + y1 und x2 + y2 zwei beliebige Elemente aus K1 +K2 mit x1, x2 ∈ K1 und

y1, y2 ∈ K2. Dann gilt für ein λ ∈ [0, 1]:

λ(x1 + y1) + (1− λ)(x2 + y2) = λx1 + (1− λ)x2︸ ︷︷ ︸
∈K1

+λy1 + (1− λ)y2︸ ︷︷ ︸
∈K2

∈ K1 +K2.

11



1 GRUNDBEGRIFFE UND DEFINITIONEN

Somit ist die Menge K1 +K2 auch wieder konvex.

Proposition 1.3.5: Die Minkowski-Summe zweier kompakter Mengen ist wieder kom-

pakt.

Beweis: Seien X und Y zwei kompakte Mengen und X + Y deren Minkowski-Summe.

Betrachte nun die Abbildung Rn × Rn −→ Rn mit (x, y) 7−→ x + y. Diese Abbildung

ist stetig. Die Menge X × Y ist kompakt. Da nach Satz 1.1.6 das Bild einer kompakten

Menge unter einer stetigen Abbildung auch kompakt ist, folgt daraus, dass X + Y kom-

pakt ist.

Satz 1.3.6: Seien X, Y zwei nicht-leere Teilmengen des Rn, wobei X abgeschlossen

und Y kompakt ist. Dann ist die Minkowski-Summe X + Y abgeschlossen.

Beweis: De�niere die Menge Z mit Z := X + Y . Sei {zk} eine konvergente Folge in Z
mit Grenzwert z. Dann existieren zwei Folgen xk in X und yk in Y mit zk = xk + yk.

Da nun die Folge zk konvergiert und daher beschränkt ist und zudem Y kompakt (und

demnach auch beschränkt) ist, ist auch die Folge yk beschränkt und daher auch die Folge

xk. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraÿ hat jede beschränkte Folge eine konvergente

Teilfolge. Somit existieren zwei Teilfolgen von xk und yk mit

xkl −→ x und ykl −→ y mit zkl = xkl + ykl −→ x+ y für l −→∞.

Da X und Y abgeschlossen sind, liegt x ∈ X und y ∈ Y und damit auch x + y ∈
X+Y = Z. Da zk gegen z konvergiert und jede Teilfolge einer konvergenten Folge gegen

den selben Grenzwert konvergiert, gilt x + y = z und daher auch z ∈ Z, weswegen Z
abgeschlossen ist, was genau zu zeigen war.

1.4 Trennungs- und Stützeigenschaften einer konvexen Menge

Eine weitere Eigenschaft von konvexen Mengen ist unter bestimmten Bedingungen die

Möglichkeit der Trennung dieser durch eine Hyperebene. Für diesen Satz sind zunächst

die De�nitionen von Halbräumen und Hyperebenen erforderlich.
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De�nition 1.4.1: Sei a ∈ Rn mit a 6= 0. Sei zudem β ∈ R. Dann nennt man die

Mengen:

• H = {x ∈ Rn | 〈a, x〉 = β} a�ne Hyperebene,

• H+ = {x ∈ Rn | 〈a, x〉 ≥ β} und
H− = {x ∈ Rn | 〈a, x〉 ≤ β} abgeschlossener Halbraum,

• H ′+ = {x ∈ Rn | 〈a, x〉 > β} und
H ′− = {x ∈ Rn | 〈a, x〉 < β} o�ener Halbraum,

wobei 〈a, x〉 de�niert ist als das Standardskalarprodukt der Vektoren a = (a1, ..., an)T ∈
Rn und x = (x1, ..., xn)T ∈ Rn mit 〈a, x〉 := a1x1 + ...+ anxn.

Im R2 ist jede Gerade eine a�ne Hyperebene und im R3 ist jede Ebene eine Hyper-

ebene. Ein Halbraum wird von einer Hyperebene begrenzt wobei ein abgeschlossener

Halbraum die begrenzende Hyperebene beinhaltet, ein o�ener jedoch nicht. Insbesonde-

re gilt für ein a und β wie in der De�nition, dass H+ ∪H− = Rn, da H+ alle Punkte des

Rn enthält die auf der einen Seite (oder auf) der begrenzenden Hyperebene liegen und

H− all jene, die auf der anderen Seite (oder auf) der begrenzenden Hyperebene liegen.

Für o�ene Halbräume gilt H ′+ ∪ H ′− = Rn \ H. Im folgenden werden die Halbräume

H+ und H−, sowie H ′+ und H ′− als zugehörige Halbräume zur a�nen Hyperebene H

bezeichnet, falls diese das selbe a ∈ Rn und β ∈ R haben, wie die Hyperebene. Des

Weiteren wird - wenn nicht vorher konkretisiert - mit H∗ bzw. H ′∗ ein beliebiger abge-

schlossener bzw. o�ener Halbraum bezüglich der zugehörigen Hyperebene bezeichnet.

Mithilfe von Halbräumen und Hyperebenen lassen sich interessante Aussagen über kon-

vexe Mengen �nden. Allen voran gilt zunächst folgendes intuitives Lemma:

Lemma 1.4.2: Jeder o�ene und geschlossene Halbraum ist konvex.

Beweis: Der Beweis soll für geschlossene Halbräume vollzogen werden; die anderen

Beweise funktionieren analog. Sei also a ∈ Rn mit a 6= 0 und β ∈ R und H+ = {x ∈
Rn | 〈a, x〉 ≥ β} der dazugehörige Halbraum. Zu zeigen ist nun, dass für x, y ∈ H+

der Ausdruck λx + (1 − λ)y ∈ H+ mit λ ∈ [0, 1] wahr ist. In der Tat gilt aufgrund der

13



1 GRUNDBEGRIFFE UND DEFINITIONEN

Eigenschaften des Skalarprodukts:

〈a, λx+ (1− λ)y〉 = 〈a, λx〉+ 〈a, (1− λ)y〉

= λ 〈a, x〉︸ ︷︷ ︸
≥β

+(1− λ) 〈a, y〉︸ ︷︷ ︸
≥β

≥ λβ + (1− λ)β

= λβ + β − λβ

= β.

Insgesamt ist also 〈a, λx+ (1− λ)y〉 ≥ β und damit λx+ (1− λ)y ∈ H+, was zu zeigen

war. Für o�ene Halbräume kann im Beweis das �≥� durch ein �>� ersetzt werden.

Bemerkung 1.4.3: Auch Hyperebenen sind konvexe Mengen. Der Beweis funktioniert

analog, indem das �≥� durch ein �=� ersetzt wird.

Mithilfe von Hyperebenen und Halbräumen können wichtige Stütz- und Trennungsei-

genschaften bezüglich konvexer Mengen formuliert werden. Diese sollen an dieser Stelle

eingeführt werden, da sie im weiteren Verlauf der Arbeit in einigen Beweisen genutzt

werden.

De�nition 1.4.4: Seien X, Y zwei beliebige Teilmengen des Rn. X und Y werden durch

eine eine Hyperebene H getrennt, wenn für die zu H gehörigen abgeschlossenen Halb-

räumen H+ und H− gilt, dass X ⊆ H+ und Y ⊆ H− (oder umgekehrt). X und Y werden

strikt getrennt, wenn gilt, dass X ⊆ H ′+ und Y ⊆ H ′− (oder umgekehrt).

Zwei beliebige Mengen sind also dann trennbar, wenn es möglich ist, eine Hyperebe-

ne zwischen ihnen herzuschieben. Im R2 ist dies gerade eine Grade; im R3 eine Ebene.

Wenn bei einer einfachen Trennung dieser beiden Mengen die dazugehörige a�nen Hy-

perebene die Mengen noch berühren darf, so ist dies bei einer strikten Trennung nicht

mehr erlaubt.

Tatsächlich gilt, dass zwei konvexe Mengen stets trennbar sind, wenn ihr Inneres keinen

Schnitt enthält. Dieser Satz ist als Erster Trennungssatz bekannt. Bevor der Satz formu-

liert wird, soll zunächst eine Proposition bewiesen werden. Der Beweis ist im wesentlich

aus [12] S. 20 - 21 entnommen:

14



1 GRUNDBEGRIFFE UND DEFINITIONEN

K1 K2

H

Abbildung 3: Die beiden konvexen Teilmengen K1, K2 des R2 werden durch die Hyperebene

H strikt getrnnt.

Proposition 1.4.5: Sei K eine abgeschlossene konvexe Teilmenge des Rn, wobei 0 /∈ K
gilt. Dann existiert eine Hyperebene die 0 und die Menge K strikt trennt.

Beweis: Betrachte die abgeschlossene Kugel

Ba = {x ∈ Rn | ‖x‖ ≤ a},

wobei a so gewählt ist, dass Ba ∩K 6= ∅ gilt. Da Ba kompakt ist, ist auch der Schnitt

Ba ∩K eine kompakte Menge, woraus folgt, dass die Funktion ‖x‖ ein Minimum x̃ auf

Ba∩K annimmt. Dieses x̃ ist demnach jenes Element aus Ba∩K, welches den geringsten

Abstand zu 0 aufweist. Aufgrund der Konstruktion von Ba ∩K ist x̃ auch das Element

mit dem geringsten Abstand zu 0 aus K.

Betrachte nun einen beliebigen Punkt x ∈ K. Da K konvex ist, gilt für alle λ ∈ [0, 1]

λx+ (1− λ)x̃ ∈ K

und aufgrund der Minimalität von x̃ sowie der Tatsache dass ‖x‖ > 0 für alle x ∈ K,

folgt

‖λx+ (1− λ)x̃‖2 ≥ ‖x̃‖2.
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Dies lässt sich auch schreiben als

〈(λx+ (1− λ)x̃), (λx+ (1− λ)x̃)〉 ≥ 〈x̃, x̃〉

⇔ 〈(λ(x− x̃) + x̃), (λ(x− x̃) + x̃)〉 ≥ 〈x̃, x̃〉

und mit den Rechenregeln des Standardskalarprodukts umformen in

〈(λ(x− x̃) + x̃), λ(x− x̃)〉+ 〈(λ(x− x̃) + x̃), x̃〉 ≥ 〈x̃, x̃〉

⇔ λ2〈(x− x̃), (x− x̃)〉+ 〈x̃, λ(x− x̃)〉+ 〈λ(x− x̃), x̃〉+ 〈x̃, x̃〉 ≥ 〈x̃, x̃〉

und zuletzt zu

⇔ λ2〈(x− x̃), (x− x̃)〉+ 2λ〈x̃, (x− x̃)〉 ≥ 0. (3)

für alle λ ∈ [0, 1]. Nun ist zu zeigen, dass

〈x̃, (x− x̃)〉 ≥ 0

gilt. Und dies ist in der Tat der Fall, denn angenommen es gelte 〈x̃, (x − x̃)〉 = −b
mit einem beliebigen b > 0. Dann gäbe es in jedem Fall ein λ ∈ (0, 1), für welches die

Ungleichung

2b > λ〈(x− x̃), (x− x̃)〉 > 0

erfüllt ist. Setzt man nun für b den Ausdruck −〈x̃, (x− x̃)〉 ein, erhält man

−2〈x̃, (x− x̃)〉 > λ〈(x− x̃), (x− x̃)〉

und nach Multiplikation mit −λ erhält man

2λ〈x̃, (x− x̃)〉 < −λ2〈(x− x̃), (x− x̃)

⇔ λ2〈(x− x̃), (x− x̃) + 2λ〈x̃, (x− x̃)〉 < 0.

Somit wurde also ein λ gefunden für welches der Ausdruck negativ ist. Dies ist aber ein

Widerspruch zu (3). Daher gilt für jedes x ∈ K die Ungleichung 〈x̃, (x− x̃)〉 ≥ 0.
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Das führt allerdings sofort zu

〈x̃, (x− x̃)〉 = 〈x̃, x〉 − 〈x̃, x̃)〉 ≥ 0

und schlieÿlich zu

〈x̃, x〉 ≥ 〈x̃, x̃〉 > 0,

für alle x ∈ K. Merke, dass natürlich auch x̃ inK liegt und damit insbesondere x̃ 6= 0 gilt.

De�niert man nun β := 1
2
〈x̃, x̃〉, so trennt die Hyperebene

H := {x ∈ Rn | 〈x̃, x〉 = β}

die Menge K und 0 strikt voneinander da 〈x̃, 0〉 = 0 < β und für x ∈ K die Ungleichung

〈x̃, x〉 ≥ 〈x̃, x̃〉 > 1
2
〈x̃, x̃〉 = β gilt.

Satz 1.4.6: Seien K1 und K2 zwei nichtleere konvexe Teilmengen des Rn. Sei zudem

das Innere K̊1 und K̊2 nicht-leer und es gelte K̊1 ∩ K̊2 = ∅. Dann können die Mengen

K1 und K2 durch eine a�ne Hyperebene H getrennt werden.

Für den Verlauf dieser Arbeit ist dieser Satz nicht von sonderlicher Bedeutung. Der

Beweis kann in [8] S. 28 - 29 eingesehen werden. Interessanter ist allerdings der soge-

nannte strikte Trennungssatz, welcher eine Aussage über die strikte Trennung zweier

konvexer Mengen tri�t. Insbesondere wird dieser Satz im originalen Beweis von Helly

zu seinem Satz genutzt und soll daher an dieser Stelle formuliert und bewiesen werden.

Auch dieser Beweis ist in dieser Form in [12] S. 21 - 22 zu �nden:

Satz 1.4.7(Strikter Trennungssatz): Seien K1 und K2 zwei nicht-leere, abgeschlos-

sene und konvexe Teilmengen des Rn. Sei zudem K1 beschränkt (und demnach kompakt)

und es gelte K1∩K2 = ∅. Dann gibt es eine Hyperebene H, die K1 und K2 strikt trennt.

Beweis: Seien K1 und K2 abgeschlossen und nicht-leer. Da K1 kompakt ist, ist die

Menge K2 − K1 wegen Satz 1.3.6 abgeschlossen und aufgrund der Konvexität beider

Mengen wegen Satz 1.3.4 ebenfalls konvex. Da die Mengen K1 und K2 keinen gemein-
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samen Schnitt enthalten, gilt 0 /∈ K2 −K1. Daher existiert nach Proposition 1.4.5 eine

Hyperebene Hk mit

Hk := {x ∈ Rn | 〈x, x̃〉 = β},

welche die Menge K2−K1 strikt von 0 trennt, wobei x̃ ∈ K2−K1 das Element mit dem

geringsten Abstand zu 0 ist und β wie in Proposition 1.4.5 de�niert ist als β := 1
2
〈x̃, x̃〉.

Somit gilt für jedes x ∈ K2 −K1 die Ungleichung

〈x, x̃〉 > β > 0.

Nun existieren aber k̃1 ∈ K1 und k̃2 ∈ K2 mit x̃ = k̃2− k̃1. Gleichermaÿen existieren für

jedes x ∈ K2 −K1 Elemente k1 ∈ K1 und k2 ∈ K2 mit x = k2 − k1. Daher gilt also die

Ungleichung

〈(k̃2 − k̃1), (k2 − k1)〉 > β > 0,

welche durch die Rechenregeln für das Standardskalarprodukt umgeformt werden kann

in

〈(k̃2 − k̃1), k2〉 − 〈(k̃2 − k̃1), k1〉 > β > 0

⇔ 〈(k̃2 − k̃1), k2〉 > 〈(k̃2 − k̃1), k1〉+ β > 〈(k̃2 − k̃1), k1〉.

Es folgt daher

inf
k2∈K2

〈(k̃2 − k̃1), k2〉 ≥ sup
k1∈K1

〈(k̃2 − k̃1), k1〉+ β > sup
k1∈K1

〈(k̃2 − k̃1), k1〉

weswegen es eine Zahl α geben muss, für die gilt

inf
k2∈K2

〈(k̃2 − k̃1), k2〉 > α > sup
k1∈K1

〈(k̃2 − k̃1), k1〉.

Daher gilt für die Hyperebene Hk̃ mit Hk̃ := {x ∈ Rn | 〈(k̃2 − k̃1), x〉 = α}, dass sie die
Mengen K1 und K2 strikt voneinander trennt.

Darüber hinaus lässt sich auch eine Beziehung zwischen einer Hyperebene und einer

konvexen Menge formulieren:
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De�nition 1.4.8: Eine a�ne Hyperebene H des Rn heiÿt Stützhyperebene einer Teil-

menge X des Rn, falls X ⊂ H∗, wobei H∗ ein zu H zugehöriger abgeschlossener Halbraum

ist und zudem X ∩H 6= ∅ gilt. Der dazugehörige Halbraum H∗ heiÿt Stützhalbraum.

Satz 1.4.9: Sei K eine konvexe Teilmenge des Rn. Dann verläuft durch jeden Punkt

x des Randes ∂K mindestens eine Stützhyperebene.

Satz 1.4.10: Sei X eine beliebige abgeschlossene Teilmenge des Rn mit n ≥ 2 und

einem nicht-leeren o�enem Kern. Geht durch jeden Punkt x des Randes ∂X mindestens

eine Stützhyperebene von X, so ist X konvex.

Auf die Beweise der Sätze wird an dieser Stelle verzichtet, da die Stützeigenschaft in

dieser Arbeit keine essenzielle Rolle spielt. Mögliche Beweise können in [8] S. 29 - 30

eingesehen werden.

An dieser Stelle soll das Kapitel schlieÿen. Von besonderer Wichtigkeit ist die Erkennt-

nis, dass sich zwei konvexe Körper im Falle eines nicht vorhandenen Schnitts von einer

geeigneten Hyperebene strikt trennen lassen und beide in Halbräumen enthalten sind,

die ebenfalls disjunkt zueinander sind. Diese Tatsache ist für die nachfolgenden Bewei-

se sehr wichtig und wird auch im originalen Beweis von Eduard Helly zu seinem Satz

genutzt.

2 Satz von Helly, Satz von Radon und Satz von

Carathéodory

In diesem Kapitel soll der Satz von Helly formuliert und bewiesen werden. Wie der Name

des originalen Artikels �Über Mengen konvexer Körper mit gemeinschaftlichen Punkten�

bereits andeutet, handelt es sich hierbei um eine Aussage bezüglich der Schnitte von

konvexen Mengen. Im ersten Kapitel wurde gezeigt, dass der Schnitt - falls vorhanden

- ebenfalls eine konvexe Menge ist. Der Satz von Helly tri�t eine Aussage darüber,

ob ein solcher Schnitt unter gewissen Bedingungen überhaupt existiert. Zu Beginn soll

hier bereits eine �nale Version des Satzes formuliert werden. Der Beweis dieses Satzes

verläuft im Laufe dieses Kapitels. Es werden verschiedene Beweisideen vorgestellt, welche

Teilweise den Satz von Helly unter schwächeren Bedingungen beweisen.
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2.1 Der Satz von Helly

Satz 2.1.1 (Satz von Helly): Sei K eine Familie von konvexen Mengen Ki des Rn

mit i ∈ I, wobei |I| ≥ n + 1. Sei zudem I endlich oder alle Ki ∈ K abgeschlossen und

mindestens ein Ki ∈ K kompakt. Falls jeweils n + 1 Mengen in K einen gemeinsamen

Punkt haben, also für jedes J ⊆ I mit |J | = n + 1 gilt, dass
⋂
i∈JKi 6= ∅, dann haben

alle Mengen in K einen gemeinsamen Punkt und es gilt
⋂
i∈IKi 6= ∅.

Beispiele 2.1.2:

• Im R1 bedeutet es, dass eine Familie von Intervallen [a, b] ⊂ R mit a, b ∈ R, die
paarweise einen gemeinsamen Schnitt - also mindestens einen Punkt - besitzen,

der Schnitt aller Intervalle dieser Familie mindestens einen gemeinsamen Punkt

besitzt. Dies gilt, da Intervalle auf dem R1 konvexe Mengen sind.

• Im R2 liefert Abbildung 4 ein Beispiel.

K1

K2

K3

K4

K1

K2

K3

K4

K1

K2

K3

K4

K1

K2

K3

K4

K1

K2

K3

K4

Abbildung 4: Eine Familie von vier kompakten und konvexen Mengen im R2, von denen je

drei einen gemeinsamen Schnitt aufweisen und damit die ganze Familie einen

gemeinsamen Schnitt aufweist.

Der originale Beweis von Helly, welcher zu �nden ist in [5] S. 175 - 176, sowie auch in [1]

S. 106 - 107, verläuft durch Induktion über die Dimension und bedient sich dem strikten

Trennungssatz 1.4.7. Im originalen Beweis beschränkt sich Helly zunächst allerdings auf

eine endliche Familie kompakter konvexer Mengen bzw. konvexer Körper. Im Anschluss

gibt er noch eine Beweisidee, wie der Beweis für eine überabzählbare Familie abläuft.
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Ein Beweis für diesen Fall wird auch im weiteren Verlauf dieses Kapitels statt�nden.

Dem voran soll allerdings ein Lemma folgen. Das Lemma und der Beweis �nden sich in

dieser Form in [8] S. 70.

Lemma 2.1.3: Sei K eine endliche Familie konvexer Mengen des Rn mit Ki ∈ K und

i ∈ I mit |I| ≥ n+1, wobei je n+1 Mengen der Familie mindestens einen gemeinsamen

Punkt haben. Dann existiert eine Familie F bestehend aus kompakten konvexen Mengen

Fi ∈ F des Rn mit Fi ⊆ Ki für alle i ∈ I, von denen ebenfalls jeweils n + 1 einen

gemeinsamen Schnitt haben.

Beweis: Sei j ∈ I ein fester Index und sei J ⊂ I \ j eine Teilmenge der Indexmen-

ge, wobei |J | = n gilt. Sei nun xj ein beliebiges Element im Schnitt⋂
i∈J

Ki ∩Kj.

Ein solches xj existiert für jede Wahl von J , da sich nach Voraussetzung je n+1 Mengen

der Familie K schneiden. Daher seien xj1 , ..., xjm die einzelnen so gewählten Punkte für

jede beliebige Wahl von J . Insbesondere ist die Anzahl endlich, da aufgrund der End-

lichkeit von I nur endliche viele Möglichkeiten für die Wahl von J existieren. Betrachte

nun die Menge

Fj := conv(xj1 ∪ ... ∪ xjm)

Dann ist die Menge Fj die konvexe Hülle von Punkten im Rn und damit ein Polyeder

und kompakt. Da xj1 , ..., xjm ∈ Kj liegen und die Mengen Ki für jedes i ∈ I konvex

sind, gilt Fj ⊆ Kj. Denn Kj ist eine konvexe Menge die alle xj1 , ..., xjm enthält und Fj
ist als konvexe Hülle der Punkte xj1 , ..., xjm per De�nition die kleinste konvexe Menge

welche diese Punkte enthält. Aufgrund der Konstruktion von Fj gilt aber auch, dass es

mit je n weiteren Mitgliedern der Familie (K \Kj) einen gemeinsamen Schnitt hat. Die

übrigen Mengen der Familie (K \ Kj) haben nach Voraussetzung ebenfalls zu je n + 1

einen gemeinsamen Schnitt. Daher erfüllt die neue Familie (K \ Kj) ∪ Fj ebenfalls die
Bedingung, dass sich je n+ 1 Mengen schneiden.

Wiederholt man dieses Verfahren nun für alle übrigen Ki mit i ∈ I \ j, wobei sich
der feste Index jedes mal ändert und nie der bereits durchlaufene ist, so erhält man am
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Ende eine endliche Familie F kompakter konvexer Mengen Fi ∈ F , von denen je n + 1

einen gemeinsamen Schnitt aufweisen und für welche gilt Fi ⊆ Ki, was genau zu zeigen

war.

Beweis des Satzes 2.1.1 für den endlichen Fall:

Induktionsanfang: Die Aussage gilt für n = 1 bzw. R1. Dies ist in der Tat trivial

und intuitiv, da es sich um Strecken handelt, bei denen je zwei Strecken einen gemein-

samen Punkt haben. Es gilt also für eine Strecke bzw. Intervall [ai, bi] ⊂ R1, dass das

linke Ende ai der einen Strecke nie rechts von dem rechten Ende bi der anderen Strecke

liegt. Daher gibt es mindestens einen Punkt x ∈ [ai, bi], der alle ai von den bi trennt und

somit in jedem Intervall enthalten ist.

Induktionsvoraussetzung: Die Aussage ist wahr für Rn−1. Es gilt also: Für eine Fa-

milie K bestehend aus mindestens n kompakten konvexen Mengen im Rn−1, haben alle

Mitglieder einen gemeinsamen Punkt, wenn je n Mitglieder einen gemeinsamen Punkt

haben.

Induktionsschluss (n → n + 1): Sei K also eine endliche Familie aus mindestens

n+ 1 kompakter und konvexer Mengen Ki des Rn und je n+ 1 haben mindestens einen

gemeinsamen Punkt. Angenommen es gilt
⋂
Ki∈KKi = ∅. Dann existiert eine Teilfamilie

F und ein Mitglied C ∈ F , sodass gilt:⋂
Ki∈F

Ki = ∅ und
⋂

Ki∈(F\C)

Ki =: M 6= ∅.

Die MengeM ist wegen Lemma 1.1.9 als Schnitt von konvexen Mengen ebenfalls konvex.

Die Menge C ist auch konvex, da C ∈ F ⊂ K ist. Beide Mengen sind zudem nicht-leere

und kompakte Teilmenge des Rn sowie zueinander disjunkt.

Wegen dem strikten Trennungssatz 1.4.7 existiert deshalb eine Hyperebene H im Rn,

welche C und M strikt voneinander trennt. Daher liegen C und M in jeweils verschie-

denen zu der Hyperebene gehörenden o�enen Halbräumen.
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Die Hyperebene H soll so gewählt sein, dass sie durch die Mitte der Strecke [x, y] verläuft

und orthogonal zu dieser liegt, wobei x ∈ C und y ∈M gilt und x und y jene Elemente

sind, die d(C,M) nach De�nition 1.3.2 des Abstands zweier Mengen erfüllen, es also gilt

d(C,M) = ‖x− y‖.

Seien nun M1,M2, ...,Mk die Schnittmengen von je n Mitgliedern der Familie (F \ C).

Merke, dass aufgrund der Endlichkeit von F insbesondere k < ∞ gilt. Solche Schnitt-

mengen existieren, da vorausgesetzt wurde, dass sich je n + 1 Mengen der Familie K
schneiden; insbesondere also auch n+ 1 Mengen der Familie F und daher auch n Men-

gen. Es gilt zudem, dass M ⊂ M1,M ⊂ M2, ...,M ⊂ Mk, da M die Schnittmenge aller

Mitglieder der Familie (F \ C) ist.

Da sich aber je n + 1 Mitglieder der Familie K und damit auch F schneiden, muss

auch C und jede der Mengen M1,M2, ...,Mk einen gemeinsamen Schnitt haben.

Um die Menge C zu schneiden, müssen die jeweiligen M1,M2, ...,Mk die zuvor kon-

struierte Hyperebene H durchstoÿen; die Hyperebene H hat also also einen Schnitt mit

jedem M1,M2, ...,Mk. Da die Mengen M1,M2, ...,Mk Schnittmengen aus von Mengen

der Familie (F \ C) sind, bedeutet es, dass alle Mengen der Familie (F \ C) die Hyper-

ebene H schneiden.

Aufgrund der Konvexität der Mengen von (F \ C) und der Hyperebene H, sind die

Schnittmengen ebenfalls konvexe Mengen und zwar auf der Hyperebene H welche die

Dimension n − 1 hat. Somit existieren auf der Hyperebene H der Dimension n − 1,

konvexe Mengen, von denen sich jeweils n schneiden, wobei der Schnitt von je n Men-

gen eben der Schnitt der Hyperebene mit den entsprechenden Mengen M1,M2, ...,Mk

ist. Aufgrund der Induktionsvoraussetzung haben diese mindestens einen gemeinsamen

Punkt (welcher auf der Ebene H liegt). Dieser Punkt liegt aber somit auch in jedem

Mitglied der Familie (F \C) und damit auch in ihrem gemeinsamen Schnitt M , woraus

folgt, dass gilt: M ∩H 6= ∅. Dies ist aber ein Widerspruch zu der Annahme, dass M in

einem zu H gehörenden o�enem Halbraum liegt.

Da der Satz nun für eine endliche Anzahl kompakter Mengen gezeigt wurde, lässt sich

der Satz mithilfe von Lemma 2.1.3 auf eine endliche Anzahl beliebiger konvexer Mengen

verallgemeinern. Denn gilt die Voraussetzung, dass sich je n + 1 nicht notwendigerwei-
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se kompakte aber konvexe Mengen schneiden, so können wie in Lemma 2.1.3 kompakte

Polyeder konstruiert werden, die ebenfalls zu je n+1 einen gemeinsamen Schnitt aufwei-

sen. Diese haben dann aber wie gerade gezeigt, alle einen gemeinsamen Punkt. Da dieser

gemeinsame Punkt somit in jedem Polyeder liegt, und jedes Polyeder in der jeweiligen

ursprünglichen Menge enthalten ist, liegt eben auch jener Punkt in jeder ursprünglichen

Menge und daher weisen alle Mengen einen gemeinsamen Punkt auf.

2.2 Der Satz von Radon

Bevor dieser Beweis verö�entlicht wurde, hat Johann Radon im Jahre 1913 einen Be-

weis des Satzes geliefert. Sein Beweis beschränkt sich ebenfalls auf eine endliche Familie

konvexer Mengen, welche allerdings nicht notwendigerweise kompakt sein müssen. Im

Beweis, der auch per Induktion verläuft - allerdings diesmal über die Anzahl der Men-

gen und nicht mehr über die Dimension - nutzte er seinen eigenen Satz. Dieser soll an

dieser Stelle zunächst formuliert und bewiesen werden um anschlieÿend mit seiner Hilfe

einen weiteren Beweis für den Satz von Helly zu liefern. Der Satz von Radom mit Be-

weis sowie anschlieÿendem Beweis des Satz von Helly kann unter anderem im originalen

Artikel von Radon in [10] S. 113 - 115 gefunden werden. Alternativ lässt sich dieser auch

in [1] S. 107 - 108 �nden:

Satz 2.2.1(Satz von Radon): Sei X eine endliche Teilmenge des Rn mit |X| ≥ n+ 2.

Dann gilt:

X kann derart in zwei disjunkte Teilmengen X1 und X2 zerlegt werden, sodass

conv(X1) ∩ conv(X2) 6= ∅

gilt.

Beweis: Sei X = {x1, ..., xm} eine Menge von Punkten im Rn mit m ≥ n + 2. Nun

betrachte man das lineare Gleichungssystem

λ1x1 + ...+ λmxm = 0 (4)
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mit

λ1 + ...+ λm = 0. (5)

Schreibt man dieses System aus erhält man:

λ1


x11

.

.

.

x1n

+ ...+ λm


xm1

.

.

.

xmn

 = 0

λ1 + ...+ λm = 0.

Es ist also deutlich zu erkennen, dass hier ein System aus n+1 Gleichungen undm ≥ n+2

Unbekannten, nämlich den (λ1, ..., λm), vorliegt. Daraus folgt aber, dass es eine nicht-

triviale Lösung (λ∗1, ..., λ
∗
m) des Systems gibt.

Nach einer Umnummerierung der xi in (4) derart, dass die positiven λ∗i der nicht-trivialen

Lösung zu Beginn des Ausdrucks stehen, erhält man den Ausdruck:

λ∗1x1 + ...λ∗kxk + λ∗k+1xk+1 + ...+ λ∗mxm = 0 (6)

wobei λ∗1, ..., λ
∗
k > 0 und die restlichen kleiner 0 sind. Aus (6) folgt aber, dass gilt:

λ∗1x1 + ...λ∗kxk = −λ∗k+1xk+1 + ...+−λ∗mxm

Gleichermaÿen gilt wegen (5), folgende Gleichheit:

λ∗1 + ...+ λ∗k = −(λ∗k+1 + ...+ λ∗m) =: a. (7)

Teilt man nun (7) durch a, so ergibt sich der Ausdruck

λ̃1 + ...+ λ̃k = −(λ̃k+1 + ...+ λ̃m) = 1, (8)
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wobei λ̃i = λ∗i /a ist. Daraus folgt aber auch folgender Ausdruck:

λ̃1x1 + ...+ λ̃kxk = −λ̃k+1xk+1 + ...+ (−λ̃mxm).

Wegen (8) handelt es sich aufgrund von De�nition 1.2.1 auf beiden Seiten des Gleich-

heitszeichens um eine Konvexkombination der Punkte {x1, ..., xk} auf der einen Seite

und {xk+1, ..., xm} auf der anderen Seite, welche zudem den selben Punkt darstellen.

Nach Satz 1.2.4 besteht die konvexe Hülle einer Menge aus all ihren Konvexkombi-

nationen. Es ergeben sich also die zwei disjunkten Teilmengen X1 = {x1, ..., xk} und

X2 = {xk+1, ..., xm} der Menge X, deren konvexe Hülle mindestens einen gemeinsamen

Punkt enthält; dies war genau zu zeigen.

x1

x2

x4x3

x1

x2

x4x3

x

X = {x1, x2, x3, x4} conv(x1, x4) ∩ conv(x2, x3)

Abbildung 5: Eine Teilmenge X des R2 bestehend aus vier Elementen wird in zwei disjunkte

Teilmengen aufgeteilt, deren konvexe Hüllen sich schneiden.

Der Satz von Helly (Satz 2.1.1) kann nun mit Hilfe dieses Satzes per Induktion über die

Anzahl m der konvexen Mengen bewiesen werden.

Beweis zu Satz 2.1.1 für den endlichen Fall: Induktionsanfang (m = n + 1):

In diesem Fall ist die Aussage trivial. Denn besteht die Familie aus n + 1 Mengen, von

denen per Voraussetzung je n + 1 Mitglieder einen gemeinsamen Schnitt haben, so ist

dieser Schnitt eben jener, der n+ 1 Mitglieder.

Induktionsvoraussetzung (m ≥ n + 1): Angenommen der Satz gilt für eine belie-
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bige endliche Familie von konvexen Mengen mit mehr als n+ 1 Mitgliedern.

Induktionsschritt (m→ m+ 1): Seien K1, ..., Km+1 konvexe Mengen. Setze

Ai = K1 ∩ ... ∩ K̂i ∩ ... ∩Km+1,

wobei Ai der Schnitt aller Mengen der Familie ist, bis auf die i-te Menge, mit i ∈
{1, ...,m + 1}. Wegen der Induktionsvoraussetzung gilt nun, dass Ai 6= ∅ ist, und zwar

für alle i ∈ {1, ...,m+ 1}, denn Ai ist de�niert als der Schnitt von m Mengen, welche zu

je n+ 1 einen gemeinsamen Schnitt aufweisen.

Sei nun xi ∈ Ai. Nach dem Satz von Radon 2.2.1 gilt wegen m + 1 ≥ n + 1 + 1 =

n + 2 > n + 1 und somit m + 1 ≥ n + 2, für die Menge {x1, ..., xm+1}, dass ein

x ∈ conv{x1, ..., xk} ∩ conv{xk+1, ..., xm+1} für ein bestimmtes k existiert.

Nun gilt es nur noch zu zeigen, dass dieses x ∈ Ki ist und zwar für jedes i ∈ {1, ...,m+1}.

Dies ist in der Tat der Fall. Denn für i ∈ {1, ..., k} folgt, dass

Aj = K1 ∩ ... ∩Kk ∩ ... ∩ K̂j ∩ ... ∩Km+1 ⊂ Ki für alle j > k,

gilt, denn per De�nition ist Aj der Schnitt aller Mengen der Familie auÿer Kj und somit

muss Aj wegen der Annahme i < j in jedem dieser Ki enthalten sein. Damit ist aber

auch jedes xj ∈ Aj enthalten in den Ki mit i ∈ {1, ..., k}. Da dies für jedes Aj gilt und

somit auch für jedes xj ∈ Aj mit j ∈ {k + 1, ...,m+ 1} und da die Ki konvex sind, gilt:

conv{xk+1, ..., xm+1} ⊂ Ki für jedes i ∈ {1, ..., k}, (9)

da die konvexe Hülle einer Menge als die kleinste konvexe Menge de�niert ist, welche

die gegebene Menge enthält.

Andersrum gilt für i ∈ {k + 1, ...,m + 1} mit der selben Argumentation, dass Aj ⊂ Ki

für alle j ∈ {1, ..., k}. Denn auch hier gilt analog, dass die Aj als Schnitt aller Men-

gen der Familie, bis auf die k-te Menge, in jedem Ki enthalten sein müssen für alle

i ∈ {k + 1, ...,m + 1} und somit auch jedes xj ∈ Aj für j ∈ {1, ..., k}. Abermals gilt

aufgrund der Konvexität der Ki und der De�nition der konvexen Hülle einer Menge der
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folgende Ausdruck:

conv{x1, ..., xk} ⊂ Ki für jedes i ∈ {k + 1, ...,m+ 1}. (10)

Da bereits gezeigt wurde, dass ein

x ∈ conv{x1, ..., xk} ∩ conv{xk+1, ..., xm+1}

existiert, gilt wegen (9) und (10), dass x ∈ Ki liegt, für alle i ∈ {1, ...,m+ 1}, was genau
zu zeigen war.

Wie man sieht, wird in diesem Beweis an keiner Stelle die Kompaktheit der konvexen

Mengen der Familie gefordert. Allerdings wird genutzt, dass es sich um eine endliche

Anzahl von Mengen handelt. Als alternative Forderung zur endlichen Anzahl der konve-

xen Mengen in der Familie wird in Satz 2.1.1 im unendlichen Fall die Abgeschlossenheit

gefordert, wobei mindestens ein Mitglied der Familie kompakt sein soll. Dieser Fall soll

in der folgenden Verallgemeinerung des Satzes von Helly bewiesen werden. Der Beweis

verläuft nach [9] S. 204 - 205:

Korollar 2.2.2: Sei K eine Familie von abgeschlossenen konvexen Mengen Ki des Rn

mit i ∈ I wobei |I| ≥ n + 1 gilt . Sei zudem mindestens ein Mitglied der Familie K
kompakt. Falls jeweils n + 1 Mitglieder von K einen gemeinsamen Punkt haben, dann

haben alle Mitglieder von K einen gemeinsamen Punkt und es gilt:⋂
i∈I

Ki 6= ∅.

Beweis: Sei die Menge Kj ∈ K kompakt und sei die Anzahl der Mitglieder in K nicht

endlich (da es sonst der Fall des bereits bewiesenen Satz von Helly wäre). Angenommen

es gilt: ⋂
i∈I

Ki = ∅. (11)

Dann folgt daraus, dass (K\Kj) eine Familie ist, deren Mitglieder abgeschlossene Mengen

sind und deren Durchschnitt
⋂
i∈(I\{j})Ki zu Kj disjunkt ist. Denn falls der Durchschnitt
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existiert mit K :=
⋂
i∈(I\{j})Ki 6= ∅, so muss wegen (11) gelten, dass K ∩Kj = ∅. Im

anderen Fall ist der Durchschnitt
⋂
i∈(I\{j})Ki die leere Menge, welche aber zu jeder an-

deren Menge disjunkt ist.

Da der Schnitt abgeschlossener Mengen wieder abgeschlossen ist, folgt daraus, dass die

Familie (Rn \ (K \Kj)) eine o�ene Überdeckung von Kj ist. Da Kj kompakt ist, exis-

tiert nach Satz 1.1.4 eine o�ene Teilüberdeckung von Kj. Es existiert also eine endliche

Teilfamilie K̃ von K, bzw. ein endliches J ⊂ I, sodass gilt:(⋂
i∈J

Ki

)
∩Kj = ∅. (12)

Da aber K̃ endlich ist und aus konvenxen sowie beschränkten Mengen besteht, deren

Mitglieder per Annahme zu je n+ 1 einen gemeinsamen Punkt haben und diese Eigen-

schaften zusätzlich auch für die endliche Familie K̃ ∪Kj gelten muss, gilt nach dem Satz

von Helly für den endlichen Fall, dass(⋂
i∈J

Ki

)
∩Kj 6= ∅.

Dies ist aber ein Widerspruch zu (12).

Damit ist der Satz 2.1.1 nun vollständig bewiesen.

2.3 Voraussetzungen für den Satz von Helly

Ergänzend sollen an dieser Stelle noch einige Beispiele folgen, die darlegen, warum die

Forderungen nach der Konvexität, der Kompaktheit und der Anzahl sich schneidender

Mengen in der Voraussetzung in der Form notwendig sind. Die Beispiele sind im wesent-

lichen aus [8] S. 73.

Beispiel 2.3.1: Die Anzahl n + 1 der sich in der Voraussetzung schneidenden Men-

gen kann nicht reduziert werden. Ein einfaches Gegenbeispiel lässt sich im R2 �nden.

Betrachtet man nämlich drei konvexe Körper wie etwa Rechtecke (siehe Abbildung 6,

Familie a), so können diese derart angelegt werden, dass sich je zwei von ihnen schneiden;

ein gemeinsamer Schnitt aller drei ist jedoch nicht vorhanden. Ebenfalls ist dies auch

für eine Familie bestehend aus vier Rechtecken der Fall (Abbildung 6, Familie b).
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a b

Abbildung 6: Zwei Familien a und b von kompakten und konvexen Mengen im R2, von denen

je zwei einen gemeinsamen Schnitt aufweisen, aber kein gemeinsamer Schnitt

der Familie existiert.

Ein weiteres Gegenbeispiel im Rn ist das n-Simplex 4 aus der De�nition 1.2.7. Betrach-

tet man die Seiten�ächen von diesem, so handelt es sich bei ihnen um konvexe Körper

des Rn−1. Je n von diesen Seiten�ächen schneiden sich in den jeweiligen Eckpunkten

des Simplex. Jedoch hat die Familie aller Seiten�ächen des Simplex keinen gemeinsamen

Schnitt.

Beispiel 2.3.2: Für die Voraussetzung der Konvexität soll in Abbildung 7 hier ein

visuelles Beispiel im R2 dienen.

So ist o�ensichtlich in Familie a und b der Abbildung 7 eine Menge nicht konvex. Die

Mengen aus Familie a wurden in Familie b derart verschoben, dass sie allen anderen

Bedingungen vom Satz von Helly genügen, also insbesondere je n + 1 Mitglieder einen

gemeinsamen Schnitt aufweisen. Dennoch ist kein gemeinsamer Schnitt aller Mitglieder

verhanden.
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a b

Abbildung 7: Zwei Familien von kompakten Mengen von denen je eine nicht konvex ist. Familie

b erfüllt die Voraussetzung von je drei sich schneidenden Mengen im R2, jedoch

ist kein gemeinsamer Schnitt aller Mengen vorhanden.

Beispiel 2.3.3: Die Bedingung der Kompaktheit mindestens einer Menge im unend-

lichen Fall, kann schnell anhand des folgenden Beispiels nachvollzogen werden.

Sei nämlich H eine Familie von Mengen Hi mit Hi ∈ H, wobei

Hi := {x = (x1, ..., xn) ∈ Rn | x1 ≤ −i},

mit i ∈ N. O�ensichtlich handelt es sich bei diesen Mengen um Halbräume, welche

abgeschlossen und - wie in Lemma 1.4.2 gezeigt wurde - konvex sind; allerdings nicht

beschränkt und somit nicht kompakt. In der Tat haben je endlich viele dieser Halbräume

- also insbesondere je n+ 1 - einen gemeinsamen Schnitt. Jedoch gilt o�ensichtlich(⋂
i∈N

Hi

)
= ∅

weswegen kein gemeinsamer Schnitt existiert.
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H1H2H3H4

Abbildung 8: Eine unendliche Familie abgeschlossener Halbräume im R2 von denen je drei

einen gemeinsamen Schnitt aufweisen, aber ein gemeinsamer Schnitt aller Mit-

glieder nicht existiert.

2.4 Der Satz von Carathéodory

Abschlieÿen soll das Kapitel mit einem dritten Satz der eng mit dem Satz von Helly

verbunden ist. Der Satz von Carathéodory liefert eine Aussage bezüglich der konvexen

Hülle einer beliebigen Menge. Der Beweis ist in ähnlicher Form in [8] S. 23 - 24 zu �nden.

Alternativ liefert [9] S. 200 - 201 einen Beweis. Die konkrete Formulierung lautet wie

folgt:

Satz 2.4.1(Satz von Carathéodory): Sei X eine beliebige Teilmenge des Rn. Dann

ist jeder Punkt x der konvexen Hülle conv(X) eine Konvexkombination von höchstens

n+ 1 Elementen aus der Menge X. Es gilt also:

conv(X) =

{
x

∣∣∣∣∣ λi ∈ [0, 1] mit
n+1∑
i=1

λi = 1 und xi ∈ X mit x =
n+1∑
i=1

λixi

}
.

Alternativ lässt sich der Satz auch formulieren als:

Sei X eine beliebige Teilmenge des Rn. Dann ist die konvexe Hülle von X die Ver-

einigung aller k-Simplizes 4 des Rn, wobei k ≤ n, mit in X gelegenen Eckpunkten.
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Beweis: Aufgrund von Satz 1.2.4 ist bekannt, dass sich jedes Element x ∈ conv(X)

als Konvexkombination von endlich vielen Elementen aus X ⊂ Rn darstellen lässt. Sei

nun x =
∑k

i=1 λixi und
∑k

i=1 λi = 1 mit k ≥ n + 2. Wegen Proposition 1.2.6 gilt, dass

die Elemente einer Teilmenge X̃ von X mit |X̃| ≥ n + 2 a�n abhängig sind. Es gibt

daher Koe�zienten α1, ..., αk mit

k∑
i=1

αixi = 0 und
k∑
i=1

αi = 0,

wobei o.B.d.A. αk > 0.

Nun ist durch mögliche Umnummerierung die folgende Ungleichung möglich:

λk
αk
≤ λi
αi

(13)

für alle i ∈ {1, ..., k − 1} mit αi > 0, wobei λk
αk

ein fester Wert ist.

Sei nun βi := λi − λk
αk
αi. Dann gilt wegen βk = λk − λk

αk
αk = λk − λk = 0, dass

k−1∑
i=1

βi =
k−1∑
i=1

βi + 0 =
k−1∑
i=1

βi + βk =
k∑
i=1

βi

=
k∑
i=1

(λi −
λk
αk
αi) =

k∑
i=1

λi︸ ︷︷ ︸
=1

−λk
αk

k∑
i=1

αi︸ ︷︷ ︸
=0

= 1

Zudem ist βi ≥ 0 für alle i ∈ {1, ..., k}, denn es gilt für αi ≤ 0:

βi = λi −
λk
αk
αi︸ ︷︷ ︸

<0

≥ 0

und für αi > 0 gilt

βi = λi −
λk
αk
αi = αi

(
λi
αi
− λk
αk

)
︸ ︷︷ ︸
≥0 wegen (13)

≥ 0.
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Somit erfüllen die βi mit i ∈ {1, ..., k − 1} alle Bedingungen für Koe�zienten einer

Konvexkombination. Insgesamt gilt nun:

k−1∑
i=1

βixi =
k−1∑
i=1

βixi + 0 =
k−1∑
i=1

βixi + βkxk

=
k∑
i=1

βixi =
k∑
i=1

(
λi −

λk
αk
αi

)
xi

=
k∑
i=1

λixi −
k∑
i=1

λk
αk
αixi =

k∑
i=1

λixi︸ ︷︷ ︸
=x

−λk
αk

k∑
i=1

αixi︸ ︷︷ ︸
=0

= x.

Somit lässt sich x ∈ conv(X) darstellen als Konvexkombination von (k − 1) Elementen

aus X̃. Dieser Prozess lässt sich so oft durchführen, bis eine Konvexkombination aus

n+1 Elementen aus X̃ ⊂ X gefunden wird. Weiter allerdings nicht, da dann keine a�ne

Abhängigkeit der Elemente herrscht.

Ein wichtiger Satz bezüglich der konvexen Hülle soll an dieser Stelle noch formuliert

und bewiesen werden. Der Beweis verläuft wie in [1] S. 115:

Satz 2.4.2: Sei X eine kompakte Teilmenge des Rn. Dann ist die konvexe Hülle conv(X)

ebenfalls kompakt.

Beweis: Sei also X eine kompakte Teilmenge des Rn. Sei A die Menge

A :=

{
(α0, ..., αn)

∣∣∣∣∣
n∑
i=0

αi = 1, αi ∈ [0, 1]

}
.

Sei zudem

(α, x) := ((α0, ..., αn), (x0, ..., xn)) ∈ A×Xn+1

und f eine Funktion mit f : A × Xn+1 −→ Rn und f(α, x) =
∑n

i=0 αixi. Es gilt,

dass die Menge A kompakt ist, da sie o�ensichtlich beschränkt und abgeschlossen ist.

Und somit ist auch A × Xn+1 als kartesisches Produkt kompakter Mengen kompakt.

Des Weiteren ist die Funktion f o�ensichtlich stetig. Daher ist das Bild f(A × Xn+1)
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nach Satz 1.1.6 ebenfalls kompakt. Nun gilt nach dem Satz von Carathéodory aber

f(A×Xn+1) = conv(X) und damit ist conv(X) kompakt, was genau zu zeigen war.

Zusammenfassend ist also zu erkennen, dass jedes Element der konvexen Hülle einer

Teilmenge des Rn mit höchstens n+ 1 Elementen dieser Menge dargestellt werden kann

und die konvexe Hülle einer kompakten Menge ebenfalls kompakt ist. Im folgenden

Kapitel wird der konkrete Zusammenhang zwischen dem Satz von Carathéodory und

dem Satz von Helly näher betrachtet.

3 Zusammenhang der Sätze

In diesem Kapitel sollen die im Kapitel 2 vorgestellten Sätze noch einmal genauer be-

trachtet werden. Wie bereits gezeigt, lässt sich der Satz von Helly aus dem Satz von

Radon folgern. Tatsächlich ist ein solcher Beweis auch mit dem Satz von Carathéodory

möglich; es lässt sich sogar eine Äquivalenz zeigen. Der Satz von Helly wird zunächst

für den endlichen Fall mit kompakten konvexen Mengen betrachtet. Der Beweis ist in

ähnlicher Form in [14] S. 17 - 22 zu �nden, sowie in [2] S. 39 - 42.

3.1 Äquivalenz des Satzes von Helly und Satz von Carathéodory

Satz 3.1.1: Falls gilt:

(1) Für eine beliebige Teilmenge X des Rn ist jeder Punkt x der konvexen Hülle

conv(X) eine Konvexkombination von höchstens n + 1 Elementen aus der Menge

X und es gilt:

conv(X) =

{
x

∣∣∣∣∣ λi ∈ [0, 1] mit

n+1∑
i=1

λi = 1 und xi ∈ X mit x =
n+1∑
i=1

λixi

}
.

(2) Sei K eine Familie von konvexen Mengen Ki des Rn mit i ∈ I, wobei |I| ≥ n+ 1.

Sei zudem I endlich oder alle Ki ∈ K abgeschlossen und mindestens ein Ki ∈ K
kompakt. Falls jeweils n + 1 Mengen in K einen gemeinsamen Punkt haben, also

für jedes J ⊆ I mit |J | = n + 1 gilt, dass
⋂
i∈JKi 6= ∅, dann haben alle Mengen

in K einen gemeinsamen Punkt und es gilt
⋂
i∈IKi 6= ∅.

Dann sind die Aussagen (1) und (2) äquivalent zueinander.
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Beweis: Zunächst soll gezeigt werden, dass (2) aus (1) folgt:

Seien zunächst Ki ∈ K nicht-leere und kompakte konvexe Mengen. Wegen der An-

nahme in (2) gilt, dass je n + 1 Elemente aus K einen gemeinsamen Schnitt haben.

Angenommen, es gelte
⋂
i∈IKi = ∅.

De�niere nun die Funktion

f(x) := max{d(x,Ki) | i ∈ I, x ∈ Rn},

welche den gröÿten Abstand eines beliebigen Punktes x ∈ Rn zu den Mengen aus der

Familie K angibt.

Sei nun x0 jenes Element auf dem die Funktion f minimal ist. O�ensichtlich gilt f(x0) >

0, da angenommen wurde, dass kein gemeinsamer Schnitt aller Mengen Ki existiert.

f(x0) = 0 würde dann gelten, wenn d(x0, Ki) = 0 für alle i ∈ I gelten würde, was aber

impliziert, dass x0 in jedem Ki liegt und deswegen ein gemeinsamer Schnitt existieren

müsste.

Nun gibt es eine Teilmenge J ⊂ I für die gilt

f(x0) = d(x0, Kj) für alle j ∈ J.

Das bedeutet aber aufgrund der De�nition des Abstands eines Punktes und einer Menge

sowie der Annahme der Kompaktheit der Mengen aus der Familie K, dass es ωj ∈ J

gibt, mit

‖ x0 − ωj ‖= f(x0) = d(x0, Kj).

Diese ωj sind eindeutig. Wäre dies nicht so, gäbe es ωa und ωb mit ωa 6= ωb, welche beide

in einer Menge Ki′ liegen würden, für die gilt

‖ x0 − ωa ‖=‖ x0 − ωb ‖= f(x0) = d(x0, Ki′).

Dann gäbe es aber ein ωc in der Mitte der Verbindungsstrecke der Punkte ωa und ωb.

Dieses ωc liegt aufgrund der Konvexität von Ki′ ebenfalls in Ki′ und o�ensichtlich gilt

aber d(x0, ωc) ≤ d(x0, ωa) = d(x0, ωb), was ein Widerspruch zu Annahme ist, dass ωa
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und ωb die Elemente aus Ki′ sind, mit dem minimalsten Abstand zu x0.

Insgesamt bedeutet es aber, dass x0 ∈ conv({ωi | i ∈ J}) liegt. Nach dem Satz von

Carathéodory 2.4.1 gilt nun, dass es eine Teilmenge J̃ ⊂ J gibt, mit |J̃ | ≤ n+ 1, sodass

gilt:

x0 ∈ conv({ωi | i ∈ J̃}).

Sei nun

g(x) := max{d(x,Ki) | i ∈ J̃ , x ∈ Rn}

ebenfalls eine Maximalfunktion. O�ensichtlich muss gelten, dass g(x0) = f(x0) > 0

und x0 auch das Minimum der Funktion g ist. Nun gilt aber, da |J̃ | ≤ n + 1, dass ein

gemeinsamer Schnitt der Mengen Ki mit i ∈ J̃ existert. Es gibt also ein y ∈
⋂
i∈J̃Ki für

welches insbesondere gilt: g(y) = 0. Insgesamt folgt daher - aufgrund der Minimalität

von x0 - die Ungleichung

0 < g(x0) ≤ g(y) = 0,

was ein Widerspruch ist und damit diese Richtung für eine endliche Familie kompakter

Mengen bewiesen wurde. Aufgrund von Lemma 2.1.3 und Korollar 2.2.2 kann hieraus

der allgemeine Fall für eine endliche Familie nicht notwendigerweise kompakter aber

konvexer Mengen, sowie eine unendliche Familie abgeschlossener konvexer Mengen von

denen mindestens eine kompakt ist, abgeleitet werden.

Nun soll gezeigt werden, dass (1) aus (2) folgt.

Sei y ∈ conv(X), wobei y /∈ X gilt, da ansonsten y als Konvexkombination von sich

selber dargestellt werden könnte und nichts zu beweisen wäre. Seien nun für jedes x ∈ X
die beiden geschlossenen Halbräume

H1(x) := {a ∈ Rn | 〈x− y, a− x〉 ≥ 0} und

H2(x) := {a ∈ Rn | 〈x− y, a− x〉 ≤ 0}
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gegeben, zugehörend zur Hyperebene H(x) welche durch den Punkt x verläuft und or-

thogonal zur Strecke [x, y] liegt. Zudem gilt y ∈ H2(x).

Zeige nun, dass gilt ⋂
x∈X

H1(x) = ∅.

Angenommen der Schnitt ist nicht-leer. Dann lässt sich ein z ∈
⋂
x∈XH1(x) �nden, für

welches aufgrund der De�nition von H1(x) gilt:

〈x− y, z − x〉 ≥ 0 für alle x ∈ X.

Daraus folgt mithilfe der Rechenregeln für das Standardskalarprodukt die Ungleichung

〈z − y, y − x〉 = 〈z + 0− y, y − x〉

= 〈z +−x+ x− y, y − x〉

= 〈z − x, y − x〉+ 〈x− y, y − x〉

= −1 〈x− y, z − x〉︸ ︷︷ ︸
≥0

−‖ x− y ‖2︸ ︷︷ ︸
>0, da y/∈X

< 0

für alle x ∈ X. Da y ∈ conv(X) liegt, gibt es xi ∈ X und λi ∈ [0, 1], sodass für m ∈ N
gilt:

y =
m∑
i=1

λixi mit
m∑
i=1

λi = 1

Tatsächlich gilt aber, abermals aufgrund der Rechenregeln des Standardskalarprodukts

0 = 〈z − y, 0〉 = 〈z − y, y − y〉

= 〈z − y, y −
m∑
i=1

λixi〉

=
m∑
i=1

λi 〈z − y, y − xi〉︸ ︷︷ ︸
<0

< 0,

was ein Widerspruch ist. Daher folgt die Behauptung
⋂
x∈XH1(x) = ∅.
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Da es sich bei den Mengen H1(a) um nicht-leere, abgeschlossene und konvexe Men-

gen handelt, deren gemeinsamer Schnitt leer ist, gilt nach der Kontraposition vom Satz

von Helly 2.1.1, dass es n+ 1 Punkte x1, ..., xn+1 ∈ X gibt, für welche gilt:

n+1⋂
i=1

H1(xi) = ∅.

Daraus folgt aber wiederum, dass y ∈ conv{x1, ..., xn+1} liegt. Denn angenommen es

stimmt nicht. Dann gäbe es eine Hyperebene, welche den Punkt y von dem konvexen

Körper conv{x1, ..., xn+1} strikt trennt. Es gibt also ein α ∈ Rn und β ∈ R, sodass für
alle i ∈ {1, ..., n+ 1} gilt

〈α, y〉 > β und 〈α, xi〉 < β.

Nun �ndet sich aber ein Strahl l, welcher beim Punkt y startet und orhtogonal zu der

Hyperebene verläuft. Dieser Strahl liegt bis auf ein endliches Stück in jedem Halbraum

H1(xi), da die xi insbesondere Elemente in X sind und y ∈ H2(x) für alle x ∈ X gilt.

Das bedeutet aber, dass die Halbräume einen gemeinsamen Schnitt haben (und zwar

der, in dem der Strahl liegt), also
⋂n+1
i=1 H1(xi) 6= ∅ gilt, was aber ein Widerspruch dazu

ist, dass die n + 1 Halbräume H1(xi) keinen gemeinsamen Schnitt haben. Somit gilt

y ∈ conv{x1, ..., xn+1}. Damit ist y ∈ conv(X) darstellbar als Konvexkombination von

n+1 Elementen aus X, was dem Satz von Carathéodory entspricht und genau zu zeigen

war.
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3.2 Äquivalenz des Satzes von Carathéodory und Satz von

Radon

Abschlieÿend sei noch die Äquivalenz der Sätze von Radon und Carathéodory gezeigt.

Der Beweis �ndet sich in dieser Form in [14] S. 22 - 24. Konkret wird also folgendes

gezeigt:

Satz 3.2.1: Falls gilt:

(1) Für eine beliebige Teilmenge X des Rn ist jeder Punkt x der konvexen Hülle

conv(X) eine Konvexkombination von höchstens n + 1 Elementen aus der Menge

X und es gilt:

conv(X) =

{
x

∣∣∣∣∣ λi ∈ [0, 1] mit

n+1∑
i=1

λi = 1 und xi ∈ X mit x =
n+1∑
i=1

λixi

}
.

(2) Sei X eine endliche Teilmenge des Rn mit |X| ≥ n+ 2. Dann gilt:

X kann derart in zwei disjunkte Teilmengen X1 und X2 zerlegt werden, sodass

conv(X1) ∩ conv(X2) 6= ∅

gilt.

Dann sind (1) und (2) äquivalent zueinander.

Beweis: Zeige zunächst, dass (2) aus (1) folgt.

Sei dazu X eine Teilmenge des Rn mit X = {x1, ..., xm}, wobei m ≥ n + 2 gilt. Ins-

besondere gilt aber, dass y = 1
m
x1 + ... + 1

m
xm in conv(X) liegt, da die Koe�zieten 1

m

alle Kriterien erfüllen um die Koe�zienten einer Konvexkombination zu sein.

Nach dem Satz von Carathéodory 2.4.1 lässt sich y aus n+1 Elementen vonX darstellen;

es gilt daher:

1

m
x1 + ...+

1

m
xm =

n+1∑
i=1

λixi,
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mit λi ∈ [0, 1] und
∑n+1

i=1 λi = 1 und damit

m∑
i=1

1

m
xi =

m∑
i=1

λixi,

mit λi ∈ [0, 1] und
∑m

i=1 λi = 1, wobei λi = 0 für m − (n + 1) Indizes i ∈ {1, ...,m}.
Somit folgt aber auch die Gleichung

m∑
i=1

(
1

m
− λi)xi = 0 bzw.

m∑
i=1

αixi = 0,

mit αi := 1
m
− λi. Insbesondere gilt

∑m
i=1 αi = 0, sowie αi 6= 0 für einige i ∈ {1, ...,m}.

(Merke, dass dies insbesondere für die i ∈ {1, ...,m} mit λi = 0 gilt. Zudem gilt wegen∑n+1
i=1 λi = 1 und

∑n+1
i=1

1
m

= n+1
m

< 1, dass
∑n+1

i=1 αi < 0 ist, und somit nicht alle αi ≥ 0

sind.)

Nach einer möglichen Sortiertung ergibt sich der Ausdruck∑
i∈I

αixi +
∑
j∈J

αjxj = 0, (14)

wobei I := {i ∈ {1, ...m}|αi > 0} und J := {i ∈ {1, ...m}|αi ≤ 0}. De�niere nun

a :=
∑
i∈I

αi.

Insbesondere ist a als Summe positiver Zahlen ebenfalls positiv. Da
∑m

i=1 αi = 0 ist, gilt

0 = a+
∑
j∈J

αj ⇔ a = −
∑
j∈J

αj.

Geteilt durch a ergibt sich sowohl∑
i∈I

αi
a

= 1 als auch
∑
j∈J

−αj
a

= 1,

wobei αi

a
und −αj

a
aufgrund der Konstruktion positiv für alle i ∈ I und j ∈ J sind. Die

αi

a
bzw. −αj

a
erfüllen also die Kriterien von Koe�zienten einer Konvexkombination.

De�niere nun die Mengen X1 := {xi | i ∈ I} und X2 := {xj | j ∈ J}. Insbesondere
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gilt X1, X2 ⊂ X. Dann gilt wegen (14) auch∑
i∈I

αixi = −
∑
j∈J

αjxj

⇔ 1

a

∑
i∈I

αixi = −1

a

∑
j∈J

αjxj

⇔
∑
i∈I

αi
a
xi︸ ︷︷ ︸

∈conv(X1)

=
∑
j∈J

−αj
a
xj︸ ︷︷ ︸

∈conv(X2)

= x.

Insgesamt ist also auf beiden Seiten eine Konvexkombination, bestehend aus Elementen

zweier disjunkter Teilmengen der Menge X, welche das selbe Element x darstellen. Es

gilt also x ∈ conv(X1) ∩ conv(X2), weswegen der Schnitt der konvexen Hüllen zweier

disjunkter Teilmengen von X insbesondere nicht-leer ist. Dies war genau zu zeigen.

Nun soll die Richtung von (2) nach (1) gezeigt werden.

Sei dafür x ∈ conv(X) ein beliebiger Punkt der konvexen Menge. Wegen Satz 1.2.4

gibt es also eine endliche Anzahl m an Punkten x1, ..., xm ∈ X mit

x =
m∑
i=1

λixi, (15)

wobei λi ∈ [0, 1] mit
∑m

i=1 λi = 1. Sei m minimal gewählt. Es gilt nun zu zeigen, dass

m ≤ n+ 1.

Angenommen es gilt m > n + 1. Dann kann die Menge X̃ := {x1, ..., xm} wegen dem

Satz von Radon in zwei disjunkte Teilmengen X1 und X2 aufgeteilt werden, deren kon-

vexe Hüllen conv(X1) und conv(X2) einen gemeinsamen Schnitt enthalten. Es gibt also

nichtleere Teilmengen I, J ⊂ {1, ...,m} mit:∑
i∈I

αixi =
∑
i∈J

αixi, (16)

wobei αi ∈ [0, 1] für alle i ∈ {1, ...,m} und
∑

i∈I αi =
∑

i∈J αi = 1. Sei nun βi := αi

für alle i ∈ I und βi := −αi für alle i ∈ J . Wegen (16) gilt insbesondere
∑m

i=1 βixi = 0.
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Wähle nun ein i0 ∈ I für welches gilt:

λi0
βi0

= min

{
λi
βi

∣∣∣∣ i ∈ I, βi > 0

}
. (17)

De�niert man nun λ̃i := λi −
λi0
βi0
βi, so gilt wegen (15) und (17), dass λ̃i ≥ 0 für alle

i ∈ {1, ...,m}. Denn für positive βi gilt λi −
λi0
βi0
βi = βi(

λi
βi
− λi0

βi0
) ≥ 0 und damit auch

λ̃i ≥ 0. Für βi ≤ 0 gilt −λi0
βi0
βi ≥ 0, also insbesondere auch λ̃i ≥ 0.

Zudem gilt λ̃i0 = λi0 −
λi0
βi0
βi0 = 0 und

m∑
i=1

λ̃i =
m∑
i=1

(λi −
λi0
βi0

βi)

=
m∑
i=1

λi︸ ︷︷ ︸
=1

−λi0
βi0

m∑
i=1

βi︸ ︷︷ ︸
=0

= 1.

Insgesamt gilt also

m∑
i=1

λ̃ixi =
m∑
i=1

(λi −
λi0
βi0

βi)xi

=
m∑
i=1

λixi︸ ︷︷ ︸
=x

−λi0
βi0

m∑
i=1

βixi︸ ︷︷ ︸
=0

= x,

wobei λ̃i0 = 0 ist, und somit x als Konvexkombination von m− 1 Elementen dargestellt

werden kann. Dies ist ein Widerspruch zu der Annahme, dass m minimal ist. Somit ist

auch diese Richtung bewiesen.

4 Anwendungen des Satzes von Helly

Im letzten Kapitel sollen einige Anwendungen des Satzes von Helly vorgestellt werden.

Im wesentlichen handelt es sich um Sätze für deren Beweis der Satz von Helly genutzt

wurde. Die Sätze und deren Beweise sind in ihren Grundzügen aus [1] S. 110 - 115 ent-

nommen und die Beweise präzisiert worden. Alternativ kann ein Beweis von Satz 4.4 in
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[9] S. 205 - 206 eingesehen werden. Für den Satz 4.5 �ndet man einen ähnlichen Beweis

in [8] S. 76 - 78. Nun soll es mit dem ersten Satz beginnen:

Satz 4.1: Sei K eine Familie von mindestens n + 1 konvexen Mengen im Rn, wobei

K endlich ist, oder die Mengen Ki ∈ K kompakt sind. Sei C irgendeine weitere konvexe

Menge im Rn. Dann existiert eine Parallelverschiebung von C, welche entweder 1. in al-

len Mitgliedern von K enthalten ist, 2. sie schneidet oder 3. sie enthält, falls eine solche

Parallelverschiebung von C für je n+ 1 Mitglieder von K existiert.

Beweis: Seien Ki ∈ K die konvexen Mengen der Menge K. De�niere nun die Men-

ge

K ′i := {x ∈ Rn | (x+ C) schneidet, enthält oder ist enthalten in Ki}.

Zunächst soll gezeigt werden, dass die Mengen K ′i auch konvex sind, also für zwei belie-

bige Elemente x, y ∈ K ′i und λ ∈ [0, 1] gilt

λx+ (1− λ)y ∈ K ′i.

Dies ist in der Tat der Fall.

1. Fall: Sei es zunächst für den Fall gezeigt, dass (x + C) die Menge Ki schneidet,

es also gilt:

(x+ C) ∩Ki 6= ∅.

Seien dafür x, y ∈ K ′i zwei beliebige Elemente. Dann gilt sowohl (x + C) ∩Ki 6= ∅ als

auch (y+C)∩Ki 6= ∅. Daher gibt es Elemente x̃ ∈ (x+C)∩Ki und ỹ ∈ (y+C)∩Ki.

Insbesondere sind x̃ und ỹ auch Elemente in Ki.

Nun existieren c1, c2 ∈ C, sodass x̃ und ỹ dargestellt werden können als:

x̃ = x+ c1

ỹ = y + c2

44



4 ANWENDUNGEN DES SATZES VON HELLY

was sich umformen lässt zu

x = x̃− c1
y = ỹ − c2.

Insgesamt erhält man nun

λx+ (1− λ)y = λ(x̃− c1) + (1− λ)(ỹ − c2)

= λx̃− λc1 + (1− λ)ỹ − (1− λ)c2

= (λx̃+ (1− λ)ỹ)︸ ︷︷ ︸
:=k∈Ki, da Ki konvex

− (λc1 + (1− λ)c2)︸ ︷︷ ︸
:=c∈C, da C konvex

.

Formt man diese Gleichung nun um, so erhält man

λx+ (1− λ)y + c = k,

was bedeutet, dass für jedes Element der Form λx + (1 − λ)y sich stets ein Element

c ∈ C �nden lässt um miteinander addiert ein Element k ∈ Ki darzustellen. Es gilt also

((λx+ (1− λ)y) + c) ∩Ki 6= ∅ und da c in C liegt, insbesondere auch

(λx+ (1− λ)y) + C) ∩Ki 6= ∅.

Daher gilt (λx+ (1− λ)y) ∈ K ′i.

2. Fall: Analog zeigt sich der Fall, falls Ki ⊂ (x+C). Seien also x, y ∈ K ′i zwei beliebige
Elemente, welche die Forderung erfüllen. Dann gilt, dass für alle k ∈ Ki es c1, c2 ∈ C
gibt, sodass

k = x+ c1

k = y + c2.

Analog zum ersten Fall erreicht man für x, y ∈ K ′i den Ausdruck:

λx+ (1− λ)y = k − (λc1 + (1− λ)c2)︸ ︷︷ ︸
:=c∈C, da C konvex

⇔ λx+ (1− λ)y + c = k.
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Für jedes Element λx+ (1− λ)y lässt sich also stets ein Element c ∈ C �nden, mit dem

jedes k ∈ Ki dargestellt werden kann. Daher folgt

Ki ⊂ ((λx+ (1− λ)y) + C)

und insbesondere (λx+ (1− λ)y) ∈ K ′i.

3. Fall: Auch der dritte Fall (x+C) ⊂ Ki verläuft analog. Seien x, y ∈ K ′i zwei beliebige
Elemente, welche die Forderung erfüllen. Dann gibt es für alle c ∈ C Elemente x̃, ỹ ∈ Ki

mit

x̃ = x+ c

ỹ = y + c.

Abermals durch analoges Umformen wie in Fall 1, erhält man:

λx+ (1− λ)y = λ(x̃+ (1− λ)ỹ)︸ ︷︷ ︸
:=k∈Ki, da Ki konvex

−c⇔ λx+ (1− λ)y + c = k.

Somit stellt jedes Element λx+(1−λ)y mit jedem c ∈ C ein Element k ∈ Ki dar. Daher

gilt

((λx+ (1− λ)y) + C) ⊂ Ki

und insbesondere (λx+ (1− λ)y) ∈ K ′i.

Somit ist gezeigt, dass es sich bei allen drei Fällen um konvexe Mengen handelt. Da

nun nach Voraussetzung für je n+ 1 der Ki eine solche Parallelverschiebung von C exis-

tiert, also ein xi für welches xi + C die jeweilige Eigenschaft erfüllt, liegt dieses xi in

allen n+ 1 der jeweiligen bezüglich der Ki de�nierten Mengen K ′i.

Das bedeutet aber, da es sich bei den K ′i um konvexe Mengen handelt, die zu je n + 1

einen gemeinsamen Punkt haben, dass nach dem Satz von Helly 2.1.1 die Menge⋂
Ki∈K

K ′i 6= ∅
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und daher ein x̃ ∈
⋂
Ki∈KK

′
i existiert mit: x̃+C schneidet, enthält oder ist enthalten in

allen Ki ∈ K.

Abschlieÿend sei noch darauf hingewiesen, dass der Satz von Helly sowohl im endlichen

als auch im unendlichen Fall angewandt werden kann. Im endlichen Fall existieren trivia-

lerweise auch nur endlich viele K ′i und somit kann der Satz von Helly angewandt werden.

Im unendlichen Fall sind die MengenKi und C kompakt. Mithilfe der Minkowski-Summe

lassen sich die Mengen K ′i de�nieren als:

K ′i = Ki − C = Ki + (−1)C = {x | x = k − c, k ∈ Ki, c ∈ C}.

Nach Proposition 1.3.5 ist allerdings bekannt, dass die Minkoski-Summe zweier kompak-

ter Mengen wieder kompakt ist. Somit handelt es sich bei den K ′i um eine unendliche

Anzahl kompakter und konvexer Mengen. Nach dem Satz von Helly 2.1.1 genügt bereits

eine kompakte Menge in einer unendlichen Familie konvexer Mengen, um diesen anwen-

den zu können.

Satz 4.2: Sei L eine endliche Familie von parallelen Strecken im R2. Zusätzlich sol-

len je drei von diesen Strecken von einer Graden geschnitten werden. Dann existiert

eine Grade, die alle Strecken aus L schneidet.

Beweis: Für |L| = 3 ist der Satz klar. Sei daher |L| ≥ 3 und seien o.B.d.A. alle

Strecken parallel zur y-Achse. Für jede Strecke Li ∈ L sei die Menge Ki die Menge aller

(α, β) ∈ R2 für welche gilt, dass die Grade y = αx + β die Strecke Li schneidet. Sei K
die Familie aller Ki. Insbesondere gilt |L| = |K|.

Zeige also zunächst, dass die Mengen Ki konvex sind. Sei dafür (x1, y1) ∈ R2 das untere

Ende der Strecke Li. Dann gilt:

y1 = αx1 + β ⇔ y1 − αx1 = β.

Es können also für alle Geraden, welche den Punkt (x1, y1) schneiden, die β in Ab-

hängigkeit von α ausgedrückt werden. Analog gilt dies auch für den obersten Punkt
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(x2, y2) ∈ R2 der Strecke Li mit

y2 − αx2 = β.

Insgesamt kann nun die Menge Ki ausgedrückt werden als:

Ki = {(α, β) ∈ R2 | y2 − αx2 ≤ β, y1 − αx1 ≥ β},

wobei (x1, y1) der unterste Punkt der Strecke ist und (x2, y2) der oberste Punkt der

Strecke ist. Insbesondere sind die Ki konvex, denn es gilt für zwei beliebige Elemente

(α1, β1), (α2, β2) ∈ Ki und λ ∈ [0, 1]:

λ(α1, β1) + (1− λ)(α2, β2) = (λα1, λβ1) + ((1− λ)α2, (1− λ)β2)

= (λα1 + (1− λ)α2, λβ1 + (1− λ)β2).

Daher ist zu zeigen, dass folgende Ungleichungen gelten:

I. y2 − (λα1 + (1− λ)α2)x2 ≤ λβ1 + (1− λ)β2

II. y1 − (λα1 + (1− λ)α2)x1 ≥ λβ1 + (1− λ)β2.

Dies ist tatsächlich der Fall, denn für I. gilt:

y2 − (λα1 + (1− λ)α2)x2 ≤ λβ1 + (1− λ)β2

⇔ y2 − λα1x2 − (1− λ)α2x2 ≤ λβ1 + (1− λ)β2

⇔ y2 − λα1x2 − (1− λ)α2x2 − λβ1 − (1− λ)β2 ≤ 0

⇔ y2 − λ (α1x2 + β1)︸ ︷︷ ︸
≥y2

−(1− λ) (α2x2 + β2)︸ ︷︷ ︸
≥y2

≤ 0

da sowohl (α1, β1) als auch (α2, β2) Elemente aus Ki sind. Daher folgt für α1x2 + β1 :=

y2 + ε und α2x2 + β2 := y2 + δ mit ε, δ ≥ 0:

y2 − λ(y2 + ε)− (1− λ)(y2 + δ) = y2 − λy2 − λε− (1− λ)y2 − (1− λ)δ

= (−1)( λε︸︷︷︸
≥0

+ (1− λ)δ)︸ ︷︷ ︸
≥0

≤ 0,

woraus folgt, dass I. wahr ist. Analog lässt sich zeigen, dass II. wahr ist.
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Mit selbigen Schritten und der Tatsache, dass (α1, β1), (α2, β2) ∈ Ki erhält man

y1 − (λα1 + (1− λ)α2)x1 ≥ λβ1 + (1− λ)β2

⇔ y1 − λ (α1x1 + β1)︸ ︷︷ ︸
≤y1

−(1− λ) (α2x1 + β2)︸ ︷︷ ︸
≤y2

≥ 0

und schlieÿlich wird auch mit α1x1 + β1 := y1− ε und α2x1 + β2 := y1− δ wobei ε, δ ≥ 0

die Ungleichung

y1 − λ(y1 − ε)− (1− λ)(y1 − δ) = λε︸︷︷︸
≥0

+ (1− λ)δ︸ ︷︷ ︸
≥0

≥ 0

erfüllt und somit ist die Aussage II. wahr.

Insgesamt bedeutet das also, dass die Mengen Ki konvex sind. Wenn nun also für jede

Strecke Li eine solche konvexe Menge Ki existiert und zudem jeweils drei Strecken eine

gemeinsame Grade haben, die alle drei Strecken schneidet, bedeutet es, dass die jewei-

ligen Mengen Ki der Strecken mindestens einen gemeinsamen Punkt haben. Wir haben

also eine endliche Familie K, bestehend aus konvexen Mengen Ki ⊂ R2, von denen je-

weils drei einen gemeinsamen Punkt haben. Damit sind aber alle Bedingungen für den

Satz von Helly 2.1.1 im zweidimensionalen Fall erfüllt und somit gilt, dass ein Punkt

(α0, β0) ∈
⋂
Ki∈KKi existiert. Das heiÿt aber wiederum, dass die Grade mit y = α0x+β0

alle Strecken aus L schneidet, was genau zu zeigen war.

Satz 4.3: Sei K eine konvexe Menge im Rn und H eine endliche Familie von o�e-

nen oder geschlossenen Halbräumen Hi mit i ∈ I, wobei |I| < ∞. Wird die Menge K

von den Halbräumen Hi der Familie H überdeckt, so wird K von bestimmten n+1 Halb-

räumen Hi der Familie H überdeckt.

Beweis: Sei also H die Familie der Halbräume, welche K überdecken. Sei für jedes

Hi ∈ H die Menge K ′i de�niert als K ′i := (K \ Hi), mit i ∈ I. Die Mengen K ′i sind

o�ensichtlich konvex. Sei nämlich H∗i := (Rn \Hi) der Halbraum, der K ′i enthält. Dann

besitzt jeder Punkt x ∈ (∂K ′i)\H̃ die selben Stützhyperebenen wie jedes x ∈ (∂K)∩H∗i ,
wobei H̃ die zugehörige Hyperebene zu Hi und H∗i ist. Die übrigen x ∈ ∂K ′i besitzen

alle H̃ als Stützhyperebene. Daher ist nach Satz 1.4.10 die Menge K ′i konvex.
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Die dadurch resultierende Familie H′ = {K ′i | Hi ∈ H} ist insbesondere endlich und

besteht aus konvexen Mengen. Zudem gilt
⋂
K′

i∈H′K ′i = ∅. Wäre dies nicht der Fall, es

also ein x0 ∈
⋂
K′

i∈H′K ′i gäbe, würde es bedeuten, dass x0 Element von jedem K ′i ist.

Insbesondere gilt zudem x0 ∈ K. Daraus folgt aber, dass x0 /∈ Hi für alle Hi ∈ H gilt,

was ein Widerspruch zu der Annahme ist, dass die Familie H die Menge K überdeckt.

Da die Familie H′ keinen gemeinsamen Schnitt hat, gilt aufgrund der Kontraposition

des Satzes von Helly 2.1.1, dass es n + 1 oder weniger Mitglieder der Familie H′ gibt,
welche keinen gemeinsamen Schnitt haben. Es gibt also ein J ⊆ I mit |J | ≤ n + 1 für

das gilt: ⋂
i∈J

K ′i = ∅.

Daraus folgt aber schlieÿlich, dass die zugehörigen Hi mit i ∈ J die Menge K überde-

cken, was genau zu zeigen war.

Anmerkung 4.3.1: Der Satz lässt sich dahingehend verallgemeinern, dass statt ei-

ner Familie von Halbräumen eine Familie K von konvexen Mengen Ki gefordert werden

kann. Allerdings müssen diese die Bedingung erfüllen, dass (K \Ki) konvex ist, was in

der Regel für beliebige konvexe Mengen Ki nicht erfüllt ist, wohl aber - wie gezeigt - für

Halbräume Hi.

Satz 4.4 (Satz von Kirchberger): Zwei endliche Teilmengen X und Y des Rn sind

genau dann strikt trennbar, wenn für jede Menge S mit |S| ≥ n + 2 und S ⊂ (X ∪ Y )

die Mengen S ∩X und S ∩ Y strikt trennbar sind.

Beweis:

⇒: Die Hinrichtung ist trivial. Denn für ein S ⊂ (X ∪Y ) gilt insbesondere (S∩X) ⊆ X

und (S ∩ Y ) ⊆ Y . Da X und Y strikt trennbar sind, sind auch alle Teilmengen von X

und alle Teilmengen von Y strikt voneinander trennbar und somit auch S∩X und S∩Y .

⇐: Sei |X ∪ Y | ≥ n+ 2. Seien zudem x := (x1, ..., xn) ∈ X und y := (y1, ..., yn) ∈ Y .
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Zunächst kann festgestellt werden, dass aufgrund der Voraussetzung für jede Wahl von

S eine Hyperebene existiert, die (S ∩ X) und (S ∩ Y ) strikt voneinander trennt und

somit o.B.d.A. für alle x ∈ (S ∩X) gilt:

x ∈ {z ∈ Rn | 〈α′, z〉 > β}

und analog für alle y ∈ (S ∩ Y )

y ∈ {z ∈ Rn | 〈α′, z〉 < β}

für eine bestimmte aber nicht unbedingt eindeutige Wahl von α′ = (α1, ..., αn) ∈ Rn und

β ∈ R. Dies lässt sich auch schreiben als

x ∈ {z ∈ Rn | α0 + α1z1 + ...+ αnzn > 0}

und

y ∈ {z ∈ Rn | α0 + α1z1 + ...+ αnzn < 0}

mit −β := α0.

De�niere nun für alle x ∈ X und y ∈ Y die o�enen Halbräume

Hx :=

{
α = (α0, ..., αn) ∈ Rn+1

∣∣∣∣∣ α0 +
n∑
i=1

αixi > 0

}

Hy :=

{
α = (α0, ..., αn) ∈ Rn+1

∣∣∣∣∣ α0 +
n∑
i=1

αiyi < 0

}
,

wobei Hx, Hy ⊂ Rn+1. Da die Halbräume Hx und Hy abhängig von den jeweiligen x und

y sind und da die Mengen X und Y endlich sind - und somit auch S endlich ist - bilden

alle Hx und Hy eine endliche Familie H von Halbräumen. Wie bereits gezeigt gibt es

nach Voraussetzung für jede Wahl von S, also einer beliebige Auswahl an mindestens

n + 2 Punkten von X ∪ Y , mindestens eine Wahl von α, welche die strikte Trennung

von S ∩ X und S ∩ Y erfüllt. Dies ist aber gleichbedeutend damit, dass es ein Punkt

α ∈ Rn+1 gibt, welcher in jedem Halbraum bezüglich der Elemente aus dem gewählten

S enthalten ist und somit ein gemeinsamer Punkt dieser Halbräume ist.
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Somit ergeben sich aber für jede Wahl von S mindestens n+2 Halbräume (da |S| ≥ n+2),

die ein gemeinsames α und damit einen gemeinsamen Schnitt aufweisen. Da Halbräume

nach Lemma 1.4.2 konvex sind, die Familie H der Halbräume endlich ist und für alle

Hx, Hy ⊂ Rn+1 gilt, folgt nach dem Satz von Helly 2.1.1, dass alle Halbräume in H einen

gemeinsamen Punkt α̃ := (α̃0, ..., α̃n) besitzen, für den gilt:

α̃0 +
n∑
i=1

α̃ixi > 0 für alle x ∈ X und

α̃0 +
n∑
i=1

α̃iyi < 0 für alle y ∈ Y

und damit für α̃′ := (α̃1, ..., α̃n) und alle x ∈ X sowie y ∈ Y folgt

x ∈ {z ∈ Rn | 〈α̃′, z〉 > −α̃0}

y ∈ {z ∈ Rn | 〈α̃′, z〉 < −α̃0}.

Somit lassen sich die Mengen X und Y strikt trennen, was genau zu zeigen war.

Satz 4.5: Sei X eine kompakte Teilmenge des Rn. Wenn für je n+ 1 Punkte von X ein

Punkt y ∈ X existiert von dem aus alle n+ 1 Punkte sichtbar sind, das heiÿt die Strecke

zwischen y und dem jeweiligen Punkt komplett in X liegt, dann ist die Menge X stern-

förmig, das heiÿt es gibt einen Punkt z ∈ X, von dem aus alle Punkte in X sichtbar sind.

Beweis: De�niere zunächst für jedes x ∈ X die Menge

Vx := {y ∈ Rn | [x, y] ⊂ X},

also die Menge aller y die von x aus sichtbar sind. Die Eigenschaft der Sichtbarkeit

beruht auf Gegenseitigkeit, das heiÿt: ist y von x aus sichtbar, so auch x von y aus.

Dadurch gilt nach Voraussetzung für je n+ 1 der Mengen Vx, dass sie mindestens einen

gemeinsamen Punkt haben, denn es gibt für je n+ 1 Elemente x ∈ X ein solches y von

dem aus alle sichtbar sind.

Es gilt nun zu zeigen, dass
⋂
x∈X Vx 6= ∅. Aufgrund des Satzes von Helly 2.1.1 ist
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bekannt, dass ein y0 existiert, mit

y0 ∈
⋂
x∈X

conv(Vx). (18)

Der Grund ist, dass die Mengen Vx im allgemeinen nicht konvex sind, jedoch die konvexe

Hülle conv(Vx) und aufgrund der De�nition der konvexen Hülle gilt:

Vx ⊆ conv(Vx).

Da je n+1 der Vx einen gemeinsamen Schnitt haben, haben diesen gemeinsamen Schnitt

auch insbesondere die n + 1 dazugehörigen konvexen Hüllen conv(Vx). Zuletzt sei noch

zu erwähnen, dass es unendlich viele conv(Vx) gibt, da X unendlich ist. Da die Vx aus

Elementen bestehen die eine abgeschlossene Strecke garantieren, sind diese o�ensicht-

lich auch abgeschlossen. Für die abgeschlossenen Mengen Vx gilt zudem Vx ⊆ X. Da

X kompakt ist, sind auch die Teilmengen Vx als abgeschlossene Teilmenge einer kom-

pakten Menge kompakt. Nach Satz 2.4.2 ist die konvexe Hülle einer kompakten Menge

auch kompakt. Somit kann der Satz von Helly 2.1.1 für den unendlichen Fall angewandt

werden.

Nun gilt es zu zeigen, dass jenes y0 im Schnitt
⋂
x∈X Vx liegt.

Angenommen dies ist nicht der Fall. Dann existiert ein x ∈ X und ein u ∈ [y0, x) \X,

also ein Element u auf der Strecke, welches somit auÿerhalb der Menge X liegt und

existieren muss, da y0 von x aus nicht sichtbar ist.

Des Weiteren existiert ein x′ ∈ X ∩ [u, x] mit [u, x′) ∩ X = ∅. Merke, dass x′ ∈ X

liegt, aber die halbo�ene Strecke zwischen u und x′ keinen Schnitt mit X hat. Demnach

liegt x′ auf dem Rand von X, der aufgrund der Abgeschlossenheit von X existiert.

Wähle nun ein w ∈ (u, x′), sodass

‖ω − x′‖ =
1

2
d(u,X)

gilt, wobei d(u,X) der Abstand zwischen einem Punkt und einer Menge ist.

53



4 ANWENDUNGEN DES SATZES VON HELLY

Wähle zusätzlich v ∈ [u,w] und ein x0 ∈ X, sodass gilt

‖x0 − v‖ = d([u,w], X),

wobei d([u, v], X) der Abstand zwischen zwei Mengen ist. Da x0 der nächstgelegene

Punkt aus der Menge X zu v ist und demnach auf dem Rand von X liegt, gilt für die

Menge Vx0 , dass sie in einem geschlossenen Halbraum H∗ liegt, welcher begrenzt wird

von einer durch x0 laufenden Tangentialhyperebene H. Diese verläuft zudem senkrecht

zu der Strecke [v, x0]. Denn wäre dies nicht der Fall so würde ein o�ener Ball Bv mit

Mittelpunkt v und Radius r = d(v, x0) einen Schnitt zur Hyperebene H aufweisen. Die

Elemente im Schnitt H ∩X sind alle von x0 aus sichtbar und liegen insbesondere in X.

Schneidet aber nun H den Ball Bv so gibt es damit Elemente in X welcher näher an v

liegen als x0 was ein Widerspruch zur Minimalität von v ist, woraus die Behauptung folgt.

Zudem ist v /∈ H∗. Wegen Vx0 ⊂ H∗ gilt auch insbesondere conv(Vx0) ⊂ H∗ sowie

wegen (18) auch y0 ∈ conv(Vx0), da x0 ∈ X. Daraus folgt aber insbesondere, dass der

Winkel ∠y0vx0 < π
2
ist, denn wäre er π

2
so verliefe die Tangentialhyperebene durch x0

parallel zur Strecke [y0, x] und y0 wäre nicht in H∗ enthalten. Ebenso wäre y0 im Falle

von ∠y0vx0 > π
2
nicht in H∗ enthalten. Des Weiteren gilt für den Winkel ∠y0x0v ≥ π

2
,

was ebenfalls daraus folgt, dass y0 in H∗ enthalten ist, wobei hier die Gleichheit bedeuten

würde, dass y0 auf H liegt. Aufgrund der Wahl von v gilt allerdings

d(v,X) ≤ d(ω,X) =
1

2
d(u,X) < d(u,X),

woraus unmittelbar v 6= u folgt. Wegen der resultierenden Winkel kann aber ein Dreieck

mit den Eckpunkten y0, v und x0 kontruiert werden, wobei in jedem Fall ein Element auf

der Strecke [y0, v] gefunden werden kann, dessen Abstand zu x0 kleiner als der Abstand

d(v, x0) ist. Ein solcher Punkt lässt sich insbesondere in der o�enen Strecke [u, v) ⊂ [u,w]

�nden. Sei nämlich v0 der Punkt welcher auf der Strecke [y0, v] liegt und für den gilt, dass

die Strecke [v0, x0] orthgonal zu [y, v] liegt. Be�ndet sich nun u auf der Strecke [y0, v0] so

liegt v0 ∈ [u, v) und es gilt d(v0, x0) < d(v, x0). Liegt u auf der Strecke (v0, v), so erfüllt

aufgrund der Konstruktion jedes Element v′ ∈ [u, v) die Eigenschaft d(v′, x0) < d(v, x0).

Somit würden aber sowohl v0 als auch die v′ in [u,w] liegen. Dies ist jedoch ein Wider-

spruch zur Minimalität des Abstandes von v ∈ [u,w] zur Menge X.
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Satz 4.6: Sei X eine Menge des Rn mit dem Durchmesser diam(X) ≤ 2, wobei diam(X) :=

sup{d(x, y) | x, y ∈ X}. Dann liegt X in einer geschlossenen Kugel mit dem Radius√
2n
n+1

. Falls X nicht in einer kleineren Kugel liegt, enthält der Abschluss X die Eck-

punkte eines n-Simplex der Kantenlänge 2.

Beweis: Zeige den Beweis zunächst für eine Menge X mit |X| ≤ n + 1, da der Be-

weis für eine beliebige Menge hieraus folgt.

Sei also X eine Teilmenge des Rn mit |X| ≤ n + 1. Sei y das Zentrum der kleinsten

geschlossenen Kugel B, welche X enthält und sei r der Radius dieser. Sei zudem

{x0, ..., xm} := {x ∈ X | ‖y − x‖ = r}

die Menge aller x ∈ X welche den Radius von B als Abstand zum Mittelpunkt y haben,

wobei m ≤ n gilt, da diese Eigenschaft höchstens alle x ∈ X erfüllen können oder auch

weniger. O�ensichtlich gilt y ∈ conv({x0, ..., xm}).

Es gelte o.B.d.A y = 0. Daraus folgt allerdings, dass es λi ∈ [0, 1] gibt, mit

0 =
m∑
i=0

λixi, wobei
m∑
i=0

λi = 1. (19)

Da nach Voraussetzung diam(X) ≤ 2 folgt für jedes j, i ∈ {0, ...,m}, dass gilt:

dij := ‖xi − xj‖ ≤ 2 (20)

und daher auch

dij
2 = ‖xi − xj‖2 =

√√√√ n∑
k=1

(xik − xik)2

2

=
n∑
k=1

(xik
2 − 2xikxik + xik

2)

= 〈xi, xi〉 − 2〈xi, xj〉+ 〈xj, xj〉

= ‖xi‖2︸ ︷︷ ︸
=r2

−2〈xi, xj〉+ ‖xj‖2︸ ︷︷ ︸
=r2

= 2r2 − 2〈xi, xj〉.
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Für jedes j gilt nun aber wegen dij ≤ 2 für alle i, j ∈ {1, ...,m} und somit dij
2 ≤ 4,

sowie für djj = 0 die Ungleichung

m∑
i=0

λidij
2

4
=
λ0d0j

4
+ ...+

λjdjj
4︸ ︷︷ ︸
=0

+...+
λmdmj

4
≤
∑
i 6=j

λi

und daher

1− λj =
∑
i 6=j

λi ≥
m∑
i=0

λidij
2

4

=
m∑
i=0

λi(2r
2 − 2〈xi, xj〉)

4

=
m∑
i=0

λi2r
2

4
−

m∑
i=0

λi2〈xi, xj〉
4

=
r2

2

m∑
i=0

λi︸ ︷︷ ︸
=1

−1

2

m∑
i=0

λi〈xi, xj〉︸ ︷︷ ︸
=0

=
r2

2
,

da aufgrund der Rechenregeln für das Standardskalarprodukt

m∑
i=0

λi〈xi, xj〉 = 〈
m∑
i=0

λixi︸ ︷︷ ︸
=0 wegen (19)

, xj〉 = 0

gilt.

Summiert man nun 1− λj ≥ r2

2
über j, so erhält man daher

m∑
j=0

(1− λj) = m+ 1−
m∑
j=0

λj︸ ︷︷ ︸
=1

= m ≥ (m+ 1)
r2

2
=

m∑
j=0

r2

2

und insgesamt also

m ≥ (m+ 1)
r2

2
⇔ 2m

m+ 1
≥ r2 ⇔

√
2m

m+ 1
≥ r.
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Da m ≤ n ist, folgt wegen r2 ≤ 2m
m+1
≤ 2n

n+1
daher auch unmittelbar:

r ≤
√

2n

n+ 1
.

Der Fall r =
√

2n
n+1

impliziert, dass kein Element in (20) gefunden werden kann, sodass

dij ≤ 2 gilt. Daher muss m = n gelten und eben auch dij = 2 für alle i, j ∈ 0, ...,m = n.

Dann haben aber alle x ∈ X den selben Abstand zum Mittelpunkt y des Balls B und

liegen daher alle auf dem Rand der Menge X. Zudem ist ihr Abstand jeweils 2 und somit

bilden Sie ein n-Simplex mit Eckpunkten in X und Seitenlänge 2.

Letztlich folgt hieraus auch der Fall für eine Menge X mit |X| ≥ n+ 1. Betrachte man

nämlich eine Teilmenge X̃ ⊂ X mit |X̃| = n + 1. Insbesondere gilt auch diam(X̃) ≤ 2.

Daher liegen alle x̃ ∈ X̃ in einer Kugel B̃ vom Radius r =
√

2n
n+1

. Betrachte nun die

abgeschlossenen Kugeln Bx̃ de�niert durch

Bx̃ :=

{
y ∈ Rn

∣∣∣∣∣ ‖y − x̃‖ ≤
√

2n

n+ 1

}
,

also jene Kugeln um die jeweiligen x̃ ∈ X̃ mit dem Radius r. Dann gilt, dass sich je

n + 1 der abgeschlossenen Kugeln Bx̃ schneiden, da der maximale Abstand zwischen

zwei Elementen in B̃ maximal 2r ist. Insbesondere ist eine Kugel eine konvexe Menge.

Da dies für jede n + 1-elementige Teilmenge X̃ ⊂ X gilt, weisen somit je n + 1 solcher

Bälle Bx̃ einen gemeinsamen Schnitt auf. Daher gilt nach dem Satz von Helly 2.1.1, dass

es ein ỹ ∈
⋂
x∈X Bx̃ gibt, dessen Abstand zu jedem x ∈ X genau r beträgt und somit

die abgeschlossene Kugel Bỹ alle x ∈ X enthält.

Da die Bx̃ abgeschlossen sind und eine Kugel per De�nition auch beschränkt, sind die-

se auch kompakt, wodurch der Satz von Helly auch angewandt werden kann, wenn die

Menge X unendlich groÿ ist.

Satz 4.7: Sei K ein konvexer Körper im Rn. Dann existiert ein Punkt y ∈ K, sodass

für jede Strecke [u, v] ⊂ K mit u, v ∈ ∂K die durch y verläuft, gilt:

‖y − u‖
‖v − u‖

≤ n

n+ 1
.
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Beweis: De�niere zunächst für jeden Punkt x ∈ K die Menge

Kx := x+
n

n+ 1
(K − x).

Es ist zu zeigen, dass
⋂
x∈X Kx 6= ∅ gilt. Nach dem Satz von Helly 2.1.1 genügt es zu

zeigen, dass der Schnitt von n+1 Elementen x0, ..., xn ∈ K das Element y := 1
n+1

∑n
i=0 xi

beinhaltet.

Dies ist in der Tat der Fall, denn für jedes j gilt:

xj +
n

n+ 1

(
1

n

∑
i 6=j

xi − xj

)
= xj +

1

n+ 1

∑
i 6=j

xi −
n

n+ 1
xj

=
1

n+ 1
xj +

1

n+ 1

∑
i 6=j

xi

=
1

n+ 1

n∑
i=0

xi = y

und daher auch

y = xj +
n

n+ 1

(
1

n

∑
i 6=j

xi − xj

)
∈ xj +

n

n+ 1
(K − xj),

da 1
n

∑
i 6=j xi eine Konvexkombination von Elementen aus K ist und K konvex ist. Somit

ist y in jeder der n+ 1 Mengen Kxj mit j ∈ {0, ..., n} vorhanden.

Des Weiteren ist Kx konvex, denn es gilt für zwei beliebige Elemente y′1, y
′
2 ∈ Kx, dass

sie dargestellt werden können als:

y′1 = x+
n

n+ 1
(y1 − x) und y′2 = x+

n

n+ 1
(y2 − x)

für bestimmte y1, y2 ∈ K. Daraus folgt aber für ein λ ∈ [0, 1]:

λ(x+
n

n+ 1
(y1 − x)) + (1− λ)(x+

n

n+ 1
(y2 − x))

= λx+
n

n+ 1
(λy1 − λx) + (1− λ)x+

n

n+ 1
((1− λ)y2 − (1− λ)x)

= x+
n

n+ 1
(λy1 + (1− λ)y2︸ ︷︷ ︸
∈K, da K konvex.

−x).
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Da also je n+ 1 konvexe und kompakte Mengen Kx einen gemeinsamen Schnitt besitzen

existiert nach dem Satz von Helly 2.1.1 ein gemeinsames y0 in allen Kx.

Sei nun [u, v] eine beliebige Strecke die durch y0 verläuft mit u, v ∈ ∂K. Insbesondere

liegt dann y0 auch in der MengeKu und daher auch auf der Strecke y0 ∈ u+ n
n+1

([u, v]−u).

Das heiÿt also es gibt ein λ ∈ [0, 1] mit

y0 = u+
n

n+ 1
(λv + (1− λ)u− u) = u+

n

n+ 1
(λv − λu) = u+

n

n+ 1
λ(v − u).

Daraus folgt durch elementare Umformung allerdings

y0 = u+
n

n+ 1
λ(v − u)⇔ y0 − u =

n

n+ 1
λ(v − u)

⇒ ‖y0 − u‖
‖v − u‖

= λ
n

n+ 1
≤ n

n+ 1
,

was genau zu zeigen war.

Satz 4.8: Sei X eine additive Familie von Mengen, welche alle Halbräume des Rn bein-

haltet. Sei zudem f eine Funktion mit f : X −→ [0,∞), welche folgende Eigenschaften

erfüllt:

I. Für X, Y ∈ X gilt f(X ∪ Y ) ≤ f(X) + f(Y ).

II. Für X, Y ∈ X mit X ⊂ Y gilt f(X) ≤ f(Y ).

III. Es gibt eine beschränkte Menge B ⊂ Rn, sodass (Rn \ B) ∈ X und f((Rn \ B)) <
1

n+1
f(Rn) gilt.

Dann existiert ein x̃ ∈ Rn, sodass für jeden o�enen Halbraum H welcher x̃ enthält, gilt:

f(H) ≥ 1
n+1

f(Rn).

Beweis: o.B.d.A. soll gelten f(Rn) = 1. Sei H die Familie aller o�enen Halbräume

in Rn und für jedes H ∈ H sei H ′ der abgeschlossene Halbraum (Rn \H). Sei zudem G
eine Teilfamilie von H welche alle o�enen Halbräume G ∈ H mit f(G) < 1

n+1
enthält

und seien analog G′ die dazugehörigen geschlossenen Halbräume. Dann wird für je n+ 1
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Mitglieder G0, ..., Gn der Familie G wegen der Voraussetzung (I.) die Ungleichung

f(
n⋃
i=0

Gi) ≤
n∑
i=0

f(Gi) < 1,

erfüllt, woraus wiederum

n⋃
i=0

Gi 6= Rn

folgt, da f(Rn) = 1 gilt. Daraus folgt sofort

n⋂
i=0

G′i 6= ∅,

da es mindestens ein Element in Rn geben muss, was in keinem der n + 1 Mengen Gi

enthalten ist und somit in jedem der zugehörigen G′i. Nun gilt nach dem Satz von Helly

2.1.1, dass jede endliche Teilfamilie {G′ | G ∈ G} einen gemeinsamen Schnitt hat, da

sie aus Halbräumen und somit konvexen Mengen besteht und je n + 1 Elemente einen

gemeinsamen Schnitt aufweisen.

Betrachtet man nun eine beschränkte Menge B, welche die Eigenschaften III. erfüllt,

so ist es möglich eine weitere Teilfamilie F von H zu �nden, deren Schnitt
⋂
F∈F F

′

beschränkt ist und die Menge B beinhaltet, wobei wieder analog F ′ := (Rn \ F ) gilt.

Somit folgt für jedes F ∈ F dann

F ⊂

(
Rn \

⋂
F∈F

F ′

)
⊂ (Rn \B),

da aus B ⊂
⋂
F∈F

F ′ eben

(
Rn \

⋂
F∈F

F ′
)
⊂ (Rn \B) folgt.

Wegen II. und III. folgt aber für jedes F sofort

f(F ) ≤ f(Rn \B) <
1

n+ 1

und folglich ist aufgrund der Konstruktion der Familie G jedes F in G enthalten. Somit

sind auch die F ′ in der überabzählbaren Familie G ′ enthalten.
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Da für jede endliche Teilfamilie {G′ | G ∈ G} ein gemeinsamer Schnitt existiert, existiert

ein gemeinsamer Schnitt insbesondere auch für jede endliche Teilfamilie welche jedes F ′

enthält. Dies bedeutet aber, dass alle G′ ∈ G ′ die Menge
⋂
F∈F F

′ schneiden. Die G′ sind

per De�nition abgeschlossen. Die Menge
⋂
F∈F F

′ ist als Schnitt abgeschlossener Mengen

ebenfalls abgeschlossen und aufgrund der Konstruktion ebenfalls beschränkt und daher

wegen Satz 1.1.5 kompakt. Somit kann der unendliche Fall vom Satz von Helly 2.1.1

angewandt werden und daher gibt es ein x∗ für das gilt:

x∗ ∈
⋂
G′∈G′

G ′.

Das bedeutet also, dass x∗ ∈ G′ für alle o�enen Halbräume G ∈ G, also jene Halbräume

G die f(G) < 1
n+1

erfüllen. Sei nun abschlieÿend J ein o�ener Halbraum, welcher x∗

enthält. Dann gilt f(J) ≥ 1
n+1

. Denn wäre dies nicht der Fall - also f(J) < 1
n+1

gelte

- würde daraus folgen, dass x∗ in J ′ enthalten ist, was aber ein Widerspruch dazu ist,

dass x∗ ∈ J gilt.
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