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Einleitung

Die folgende Arbeit soll sich ndher mit konvexen Mengen und insbesondere mit dem
Satz von Helly beschéiftigen. Eduard Helly war ein sterreichischer Mathematiker wel-
cher 1884 in Wien geboren war und 1943 in Chicago gestorben ist. Trotz einer geringen
Anzahl an Veroffentlichungen sind seine Resultate umso wichtiger fiir viele Bereiche der
Mathematik. Besonders der sogenannte Satz von Helly ist fiir diese Arbeit von grofem
Interesse. Helly schafite es ein wichtiges Resultat beziiglich der Existenz einer Schnitt-
menge konvexer Mengen zu formulieren.! Sein Satz wird dem Bereich der Konvexgeo-
metrie zugerechnet.

Zum ersten Mal hat er seinen Satz im Jahre 1923 im ,Jahresbericht der deutschen Ma-
thematiker* unter dem Titel ,,Uber Mengen konvexer Koérper mit gemeinschaftlichen
Punkten“ verdffentlicht. In diesem Aufsatz erwéhnt er auch, dass er diesen Satz bereits
vor dem ersten Weltkrieg in einem Vortrag verwendet hatte und diesen Beweis als Alter-
native zum 1921 von Johann Radon publizierten Beweis seines Satzes in ,Mathematische
Annalen” mit dem Titel ,Mengen konvexer Kérper, die einen gemeinschaftlichen Punkt
enthalten” anbietet.? Das Ziel dieser Arbeit ist es nun einen Uberblick iiber den Satz von
Helly, seinen Beweisen und seinen Anwendungen zu geben. Zu Beginn dieser Arbeit sollen
zunachst im ersten Kapitel wichtige Definitionen und elementare Eigenschaften konve-
xer Mengen erldutert werden, welche fiir das Verstindnis der weiteren Kapitel vonnéten
sind. Mithilfe von einigen Beispielen und Grafiken sollen diese zudem veranschaulicht
werden. Das zweite Kapitel soll sich mit dem Satz von Helly, Satz von Radon und Satz
von Carathéodory beschéftigen. Alle drei Sétze sollen hier formuliert und bewiesen wer-
den. Im dritten Kapitel soll der Zusammenhang dieser drei Sétze erklart werden. Wie
bereits eingangs angedeutet, haben zumindest Helly und Radon nicht nur einen direkten
historischen Zusammenhang; Radon konnte seinen Beweis eben durch die Hilfe seines
eigenen Satzes vollziehen. Aber auch der Satz von Carathéodory kann zum einen dafiir
genutzt werden, die beiden anderen Sitze zu beweisen und zum anderen kann dieser
mithilfe der beiden anderen Sitze bewiesen werden. Das Kapitel dient also dazu, eini-
ge Aquivalenzen der einzelnen Sitze genau aufzuzeigen und damit im Hinblick auf das
Ziel dieser Arbeit einen weiteren alternativen Beweis zum Satz von Helly zu liefern. Ab-
schliefend soll im vierten Kapitel eine Auswahl von Anwendungen gezeigt werden, die
aus dem Satz von Helly resultieren. Hier soll deutlich werden, dass mithilfe des Satz von

Helly viele weitere Sdtze bewiesen werden konnen. Darunter auch bekannte Sitze wie

1[1], S. 101.
2[5], S. 175.



etwa der Satz von Kirchberger, dessen originaler Beweis etwa 24 Seiten umfasst, und
mithilfe des Satz von Helly mit einem relativ kurzen Beweis gezeigt werden kann.? Die
Arbeit basiert insbesondere in Kapitel 2 und Kapitel 4 auf den Aufsatz ,Helly’s Theorem

and its relatives“ von Ludwig Danzer, Branko Griinbaum und Victor Klee.

31], S. 114.



1 GRUNDBEGRIFFE UND DEFINITIONEN

1 Grundbegriffe und Definitionen

1.1 Konvexe Mengen

Um den Satz von Helly genauer untersuchen zu kénnen, ist es zunédchst einmal wichtig
die Definition einer konvexen Menge und elementare Eigenschaften dieser kennenzuler-
nen. Einfach formuliert handelt es sich bei einer konvexen Menge um eine Menge in
einem n-dimensionalen Raum, welche die Eigenschaft besitzt, die Verbindungsstrecke
zwischen zwei beliebigen Punkten der Menge ebenfalls komplett zu enthalten. Die ge-

naue Definition lautet wie folgt:

Definition 1.1.1: Eine Teilmenge K des R™ heifit konvex genau dann, wenn fir alle
x,y € K und fiir A € [0,1] gilt:

A+ (1— Ny e K,

wobei A\x + (1 — Ny mit X € [0,1] die Strecke zwischen x und y ist.

Abbildung 1: Beispiel einer konvexen Menge K und einer nicht-konvexen Menge X im R2.

Im weiteren Verlauf dieser Arbeit werden einige Grundbegriffe aus der Topologie genutzt,
da diese in einigen Definitionen, Sitzen und Beweisen der Arbeit benotigt werden. Es
sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass sich diese Arbeit in ihrer Gesamtheit auf

den metrischen Raum (R", d) bezieht, wobei d der euklidische Abstand ist. Wann immer
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also von R" die Rede ist, ist der euklidische Vektorraum mit eben jener Metrik gemeint.
Die wichtigsten Begriffe aus der Topologie sind das Innere, der Abschluss und der Rand.

Mithilfe dieser Begriffe lisst sich eine strengere Eigenschaft einer Menge definieren:

Definition 1.1.2: Fine Teilmenge K des R" heifit streng konvex genau dann, wenn
fir alle x,y € K und fir A € (0,1) gilt:

M+ (1-Nyek.

wobei Az + (1 — Ny mit A € (0,1) die offene Strecke zwischen x und y und K das Innere
der Menge K 1st.

Die offene Strecke zwischen zwei beliebigen Punkten x und y ist also jene, welche die
zwei Punkte x und y selbst nicht enthélt. Liegt diese Strecke im Inneren der Menge -
insbesondere also nicht auf dem Rand der Menge - so ist diese streng konvex. Es ist klar,

dass jede streng konvexe Menge insbesondere auch eine konvexe Menge ist.

Ein weiterer sehr wichtiger Begriff ist die Kompaktheit einer Menge. Im folgenden soll
diese definiert und einige daraus resultierende Sétze formuliert werden. Auf die Beweise
der Sétze soll an dieser Stelle verzichtet werden und auf [6] S. 95 und S. 154 als auch |7]

S. 94 - 96 verwiesen werden.

Definition 1.1.3: Eine Teilmenge X des R™ heifst kompakt oder auch folgenkom-
pakt, wenn aus jeder Folge {x,} von Punkten x, € X eine Teilfolge ausgewdihlt werden

kann, die gegen ein Element aus X konvergiert.

Satz 1.1.4: Eine Teilmenge X des R™ ist genau dann kompakt, wenn sich aus jeder

offenen Uberdeckung von X eine endliche Teiliberdeckung von X auswdhlen lisst.

Satz 1.1.5: Fine Teilmenge X des R™ ist genau dann kompakt, wenn sie beschrankt

und abgeschlossen ist.

Satz 1.1.6: Sei X eine kompakte Teilmenge des R™ und f: X — R™ mit x — f(z)
eine stetige Funktion. Dann ist das Bild f(X) ebenfalls kompakt in R™.
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Anzumerken sei hierbei noch, dass die Definition und die Satze nur fiir den R™ for-
muliert wurden. Satz 1.1.5 gilt beispielsweise nicht in beliebigen topologischen Ridumen.
Da fiir diese Arbeit allerdings wie eingangs erwiahnt der R™ geniigt, beschrinken sich

auch die Satze und Definitionen auf diesen Raum.

Definition 1.1.7: Eine Teilmenge K des R™ heifit konvexer Korper, wenn K kon-

ver und kompakt (also beschrinkt und abgeschlossen) ist und wenn ihr Inneres K # O ist.
Fiir eine bessere Vorstellung folgen nun einige einfache und intuitive Beispiele:

Beispiele 1.1.8:

1) Im R ist jedes Intervall [a,b] mit a,b € R eine konvexe Menge. Denn betrachtet
man zwei beliebige Punkte eines Intervalls, so liegt die Verbindungsstrecke dieser
gerade zwischen diesen beiden Punkten im Intervall. Mithilfe der Definition 1.1.2

ist erkennbar, dass jedes Intervall sogar streng konvex ist.

2) Im R? sind jeder Kreis, jedes Dreieck jedes Quadrat sowie jedes Rechteck eine
konvexe Menge. Denn wahlt man zwei beliebige Punkte innerhalb dieser Flachen
und verbindet man diese, so liegt die gesamte Strecke innerhalb dieser Fléche.
Ein Kreis ist sogar eine streng konvexe Menge. Ein Quadrat allerdings nicht, da fiir
zwei beliebige Randpunkte z,y € 0K die (offene) Verbindungsstrecke Az +(1—\)y
ebenfalls in 0K liegt.

3) Im R3 ist jede Kugel, jede Pyramide, jeder Wiirfel sowie jeder Quader eine konvexe

Menge.
4) Tm R™ ist jede Strecke und jede Grade eine konvexe Menge.

5) Im R™ ist eine endliche Menge X genau dann konvex, wenn |X| = 1. Denn fiir
| X| < oo und x,y € X liegen unendlich viele Elemente auf der Strecke zwischen x

und y. Daher gibt es Elemente auf dieser Strecke, die nicht in X liegen.

Ein erstes sehr wichtiges Lemma soll eine elementare FEigenschaft konvexer Mengen dar-

legen:

Lemma 1.1.9: Sei K eine Familie von konvexen Mengen. Dann ist der Schnitt al-

ler Mengen der Familie (., . Ki konver.
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Beweis: Fiir denn Fall, dass ﬂKieICKi = @ gilt, ist der Beweis klar, denn die leere

Menge ist immer konvex.

Sei daher C' = (. K; nicht leer. Gilt [C] = 1 ist die Menge ebenfalls trivialerwei-
se konvex, daher kann angenommen werden, dass die Menge C' aus mehr als einem
Element besteht.

Wihle zwei beliebige Punkte z,y € C. Aus x,y € C folgt, dass z,y € K, gilt, da
C C K; fir alle K; € K. Somit gilt aber auch, dass Ax + (1 — \)y € K; fiir alle K; € K,
da alle K; konvex sind. Daraus folgt aber, dass Az + (1 —A)y € [\, ¢ Ki = C und somit
ist C' konvex.

O

1.2 Konvexe Hiille

Fiir eine weitere wichtige Definition - nédmlich der konvexen Hiille einer Menge - bend-

tigen wir zundchst die Definition einer Konvexkombination.

Definition 1.2.1: Im reellen Vektorraum R™ heifit eine Linearkombination eines Ele-

ments r € R" Konvexkombination, wenn gilt:

x = Z Niz; mit x; € R™ und \; € [0, 1] wobei Z A = 1.
i=1 i=1
Satz 1.2.2: Fir eine konvexe Teilmenge K des R™ gqilt, dass jede Konvexkombination

aus Elementen von K wieder in K liegt.

Beweis: Der Beweis verlduft durch Induktion Uber m fiir eine Konvexkombination

m .
x =" Nx;, mit Ty, ..., T, € K.

Induktionsanfang (m = 1): Dieser Fall ist trivial, denn bei einer Konvexkombina-
tion eines Elements gilt notwendigerweise fiir den Koeffizieten \;, dass dieser den Wert
1 annehmen muss. Somit ist die Konvexkombination eines Elements aus K wieder das
Element selbst, welches offensichtlich auch in der Menge K liegt. Angemerkt sei an die-

ser Stelle, dass als Induktionsanfang auch m = 2 gewéhlt werden kann, wodurch dieser
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Fall der Definition einer konvexen Menge entspricht. In diesem Fall entspriache die Kon-
vexkombination von zwei Elementen z,y € K gerade der Menge A\xr + (1 — \)y. Per

Definition einer konvexen Menge liegen diese aber alle auch in der konvexen Menge K.

Induktionsvoraussetzung: Die Aussage gilt fiir Konvexkombinationen bestehend aus
m Elementen.

Induktionsschluss (m — m + 1): Sei nun z = Y7"*' \jz; eine Konvexkombinati-
on, mit xy,...,t,my1 € K. Zu zeigen ist nun, dass x € K gilt. Da es sich um eine

Konvexkombination handelt, gilt zudem

m+1 m

Z)\i =1 :Z/\H—)\mﬂ
i=1 i=1

wobei \; € [0,1] fir alle ¢ € {1,...,m + 1}. Sei nun

A

Daraus folgt aber sofort, dass sowohl > ", 5t = 1 sowie 1 — X\ = X, gilt. Insgesamt

erhilt man nun den Ausdruck

m+1 m

T = Z ity = Z AiTi + Am1Tmy1
i=1 i=1
=\ Z XIZ + Amr1Tm1
i=1
m /\l
=AY S+ (1= V.
i=1

Da Y ", %mz eine Konvexkombination von m Elementen aus K ist, liegt dieser Aus-
druck ebenfalls wegen der Induktionsvoraussetzung in K. Da K konvex ist, liegt aber
auch der gesamte Ausdruck wegen der Definition 1.1.1 in K. Somit ist x € K, was genau
7u zeigen war.

]
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Definition 1.2.3: Sei X eine Teilmenge des R". Die konvexe Hiille conv(X) der
Menge X ist die kleinste konvexe Menge, die X enthdlt. Es gilt also:

conv(X)= n K.
XCKCRn
K konvex
—
conv(X)

Abbildung 2: Die konvexe Hiille conv(X) der nicht-konvexen Menge X aus Abbildung 1.

Satz 1.2.4: Sei X eine Teilmenge des R™. Dann besteht die konvexe Hiille conv(X) aus

allen Konvexkombinationen von Elementen aus X. Es gilt also fir ein m € N:

Ai €10,1] mit Z)\izlundxi GXmitx:Z)\ixz}.

=1 =1

conv(X) = { x

Beweis: Sei X die Menge bestehend aus allen Konvexkombinationen von Elementen aus
X. Da conv(X) eine konvexe Menge ist und wegen Satz 1.2.2 alle Konvexkombinationen
von Elementen einer konvexen Menge wieder in dieser liegen und zusétzlich gilt, dass
X C conv(X), da conv(X) per Definition die kleinste konvexe Menge ist, die X enthilt,
liegen insbesondere die Konvexkombinationen von Elementen aus X - welche somit auch

Elemente aus conv(X) sind - in conv(X) und es gilt:

X C conv(X). (1)
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Seien nun z,y € X zwei beliebige Punkte. Insbesondere sind es per Annahme Konvex-

kombitnationen von Elementen aus X und es gilt somit:

=Y oy und y = B,
i—1 i=1
wobei z;,y; € X und Y% o =Y B = 1 mit oy, 5; € [0, 1] fiir ein m € N.

Daraus folgt wiederum, dass es ein A € [0, 1] gibt, mit

i=1 =1

Somit liefert aber der Ausdruck

Ar+ (1 =Ny = /\Z&ﬂi +(1— )\)Zﬂiyi
i=1 i=1

eine Konvexkombination von Elementen aus X bestehend aus Konvexkombinationen
von Elementen aus X und liegt daher wieder in X. Gleichzeitig bedeutet das aber, dass
Az 4 (1 — \)y € X fiir beliebige z,y € X gilt und somit ist die Menge X per Definition
konvex. Da conv(X) per Definition die kleinste konvexe Menge ist, die X enthélt und

X ebenfalls eine konvexe Menge ist, die X enthiilt, gilt also

conv(X) C X. (2)

Aus (1) und (2) folgt dann conv(X) = X, was genau zu zeigen war.
[

Der Beweis verlief wie in [9] S. 4. Die konvexe Hiille einer Menge X ist somit auf der
einen Seite der Schnitt aller konvexen Mengen, welche X enthalten, und damit die kleins-
te konvexe Menge die X enthélt. Auf der anderen Seite ist die konvexe Hiille einer Menge
auch die Menge aller Punkte, die als Konvexkombination von Elementen aus X darge-

stellt werden konnen.
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Definition 1.2.5: Fine endliche Menge {z; | i € {1,...,m}} heifsit affin abhdngig, falls
es Koeffizienten A1, ..., \,, € R gibt, mit

=1 =1

wobei \; # 0 fiir mindestens ein i € {1,...,m}. Andernfalls heifst diese Menge affin

unabhdngig.
Proposition 1.2.6: Fine Menge von m > n + 1 Punkten des R" ist affin abhdngig.

Beweis: Seien z; = (x4, ...,x;,) mit i € {1,...,m} Punkte im R". Um zu zeigen, dass

diese Punkte affin abhéngig sind, muss nach Definition das Gleichungssystem

)\1.1311 + ...+ /\ml'm1 =0

)\1$1n + ...+ )\mmmn =0

eine nicht-triviale Losung besitzen. Dies ist aber offensichtlich der Fall, da m > n + 1

Unbekannte \; existieren mit n + 1 Gleichungen.
O

Definition 1.2.7: Sei k € N und seien xy, ...,z affin unabhdingige Punkte des R"™.

Dann ist das von xy, ..., x), gegebene k-Simplex /\ definiert als:

k k
T = Z)‘ixi mit \; € [0,1] und Z)‘i = 1}

=0 i=0

A::{xGR”

Die x; werden Eckpunkte von /N und (No, ..., \x) € [0, 1]**! baryzentrische Koordinaten

genannt.

Das k-Simplex ist also nichts weiter als die konvexe Hiille von affin-unabhédngigen Punk-

ten.

10
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1.3 Abstand und Minkowski-Summe zweier Mengen

Niitzlich fiir den weiteren Verlauf der Arbeit sind die sogenannten Minkowski-Summen.
Die Propositionen 1.3.4 und 1.3.5 sind aus [13]| S. 22 - 23 entnommen. Satz 1.3.6 findet
sich mit diesem Beweis in [15] S. 83. Zunéchst sei allerdings noch der Abstand zwischen

einem Punkt und einer Menge, sowie der Abstand zweier Mengen definiert.

Definition 1.3.1: Sei xqg € R" ein beliebiger Punkt und X eine beliebige Teilmenge
des R™. Dann ist der Abstand zwischen dem Punkt xo und der Menge X definiert als:

d(zo, X) = inf{ |lzo —yl | y € X}.

Das bedeutet: Gilt 2y € X, so folgt daraus d(z¢, X) = 0. Ahnlich ist auch der Abstand

zwischen zwei Mengen definiert.

Definition 1.3.2: Seien X,Y zwei Teilmengen des R™. Dann ist der Abstand der Men-
gen X und 'Y definiert als:

dX,Y)=if{ [[z—y|| |re X,yeY }.
Auch hier gilt, fiir X NY # @, dass d(X,Y") = 0 folgt.
Definition 1.3.3: Seien X und Y zwei Teilmengen des R™. Dann heift die Menge:
X+Y ={z+y|lzeX, yeY}

Minkowski Summe der Mengen X und Y .

Proposition 1.3.4: Die Minkowski-Summe zweier konvexer Mengen ist wieder kon-

VET.

Beweis: Seien K7 und K5 zwei konvexe Mengen und K + K5 deren Minkowski-Summe.
Seien nun x1 + y; und x5 + yo zwei beliebige Elemente aus K + Ky mit x1, 29 € K7 und
y1,y2 € Ky. Dann gilt fiir ein A € [0, 1]:

)\(Il + yl) + (1 — )\)(ZL‘Q + yg) == )\ZL‘l + (1 — )\)ZE%+(\y1 + (1 — /\)yg € Kl + KQ.

€K, €Ko

11
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Somit ist die Menge K; + K, auch wieder konvex.
O

Proposition 1.3.5: Die Minkowski-Summe zweier kompakter Mengen ist wieder kom-

pakt.

Beweis: Seien X und Y zwei kompakte Mengen und X + Y deren Minkowski-Summe.
Betrachte nun die Abbildung R" x R" — R™ mit (x,y) — = + y. Diese Abbildung
ist stetig. Die Menge X x Y ist kompakt. Da nach Satz 1.1.6 das Bild einer kompakten
Menge unter einer stetigen Abbildung auch kompakt ist, folgt daraus, dass X + Y kom-
pakt ist.

O

Satz 1.3.6: Seien X,Y zwei nichi-leere Teilmengen des R™, wobei X abgeschlossen

und Y kompakt ist. Dann ist die Minkowski-Summe X +Y abgeschlossen.

Beweis: Definiere die Menge Z mit Z := X + Y. Sei {2z} eine konvergente Folge in Z
mit Grenzwert z. Dann existieren zwei Folgen zp in X und g, in Y mit 2z, = xp + ys.
Da nun die Folge zj konvergiert und daher beschrénkt ist und zudem Y kompakt (und
demnach auch beschrinkt) ist, ist auch die Folge y; beschrénkt und daher auch die Folge
xr. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrak hat jede beschrankte Folge eine konvergente

Teilfolge. Somit existieren zwei Teilfolgen von x; und y; mit
Ty, — v und yp, — y mit z, = T, + yp, — x +y fir | — oo.

Da X und Y abgeschlossen sind, liegt + € X und y € Y und damit auch z 4+ y €
X+Y = Z. Da z, gegen z konvergiert und jede Teilfolge einer konvergenten Folge gegen
den selben Grenzwert konvergiert, gilt  +y = z und daher auch z € Z, weswegen Z

abgeschlossen ist, was genau zu zeigen war.

]

1.4 Trennungs- und Stiitzeigenschaften einer konvexen Menge

Eine weitere Eigenschaft von konvexen Mengen ist unter bestimmten Bedingungen die
Moglichkeit der Trennung dieser durch eine Hyperebene. Fiir diesen Satz sind zunéchst

die Definitionen von Halbraumen und Hyperebenen erforderlich.

12
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Definition 1.4.1: Sei a € R™ mit a # 0. Sei zudem [ € R. Dann nennt man die
Mengen:

e H={xeR"| (a,z) =P} affine Hyperebene,

e H, ={x eR" | (a,z) > p} und
H_ ={xeR"| (a,x) < [} abgeschlossener Halbraum,

o H' ={zxeR"| (a,z) > B} und
H ={z eR"| (a,z) < 5} offener Halbraum,

wobei (a,x) definiert ist als das Standardskalarprodukt der Vektoren a = (ay,...,a,)" €

R" und x = (21, ...,1,)T € R mit (a,x) := ayz1 + ... + apTy,.

Im R? ist jede Gerade eine affine Hyperebene und im R? ist jede Ebene eine Hyper-
ebene. Fin Halbraum wird von einer Hyperebene begrenzt wobei ein abgeschlossener
Halbraum die begrenzende Hyperebene beinhaltet, ein offener jedoch nicht. Insbesonde-
re gilt fiir ein a und [ wie in der Definition, dass H, U H_ = R", da H, alle Punkte des
R™ enthélt die auf der einen Seite (oder auf) der begrenzenden Hyperebene liegen und
H_ all jene, die auf der anderen Seite (oder auf) der begrenzenden Hyperebene liegen.
Fiir offene Halbrdume gilt H, U H. = R" \ H. Im folgenden werden die Halbrdume
H, und H_, sowie H und H’ als zugehorige Halbrdume zur affinen Hyperebene H
bezeichnet, falls diese das selbe a € R™ und § € R haben, wie die Hyperebene. Des
Weiteren wird - wenn nicht vorher konkretisiert - mit H, bzw. H. ein beliebiger abge-

schlossener bzw. offener Halbraum beziiglich der zugehdrigen Hyperebene bezeichnet.

Mithilfe von Halbrdumen und Hyperebenen lassen sich interessante Aussagen iiber kon-

vexe Mengen finden. Allen voran gilt zunédchst folgendes intuitives Lemma:

Lemma 1.4.2: Jeder offene und geschlossene Halbraum ist konvexr.

Beweis: Der Beweis soll fiir geschlossene Halbrdume vollzogen werden; die anderen
Beweise funktionieren analog. Sei also a € R” mit @ # 0 und § € R und H, = {z €

R™ | (a,z) > B} der dazugehorige Halbraum. Zu zeigen ist nun, dass fiir z,y € H,
der Ausdruck Az + (1 — Ny € Hy mit A € [0, 1] wahr ist. In der Tat gilt aufgrund der

13
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Eigenschaften des Skalarprodukts:

(a, \x + (1 = N)y) = (a, \x) + {(a, (1 — N)y)
= Aa,z) +(1 =) (a,y)
N N2

>3 >3
> A+ (1=2)B
= A3+ B —AB

=B

Insgesamt ist also (a, \x + (1 — A)y) > f und damit Az + (1 — \)y € H,, was zu zeigen
war. Fiir offene Halbrdume kann im Beweis das ,,>“ durch ein ,,>“ ersetzt werden.
]

Bemerkung 1.4.3: Auch Hyperebenen sind konvexe Mengen. Der Beweis funktioniert

analog, indem das ,,>“ durch ein ,,=" ersetzt wird.

Mithilfe von Hyperebenen und Halbrdumen konnen wichtige Stiitz- und Trennungsei-
genschaften beziiglich konvexer Mengen formuliert werden. Diese sollen an dieser Stelle
eingefiihrt werden, da sie im weiteren Verlauf der Arbeit in einigen Beweisen genutzt

werden.

Definition 1.4.4: Seien X, Y zwei beliebige Teilmengen des R™. X und Y werden durch
eine eine Hyperebene H getrennt, wenn fir die zu H gehdrigen abgeschlossenen Halb-
r@umen Hy und H_ gilt, dass X C Hy undY C H_ (oder umgekehrt). X undY werden
strikt getrennt, wenn gilt, dass X C H| undY C H' (oder umgekehrt).

Zwei beliebige Mengen sind also dann trennbar, wenn es moglich ist, eine Hyperebe-
ne zwischen ihnen herzuschieben. Im R? ist dies gerade eine Grade; im R3 eine Ebene.
Wenn bei einer einfachen Trennung dieser beiden Mengen die dazugehorige affinen Hy-
perebene die Mengen noch beriihren darf, so ist dies bei einer strikten Trennung nicht
mehr erlaubt.

Tatséchlich gilt, dass zwei konvexe Mengen stets trennbar sind, wenn ihr Inneres keinen
Schnitt enthélt. Dieser Satz ist als Erster Trennungssatz bekannt. Bevor der Satz formu-
liert wird, soll zundchst eine Proposition bewiesen werden. Der Beweis ist im wesentlich

aus [12] S. 20 - 21 entnommen:
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1 GRUNDBEGRIFFE UND DEFINITIONEN

Abbildung 3: Die beiden konvexen Teilmengen K1, K5 des R? werden durch die Hyperebene
H strikt getrnnt.

Proposition 1.4.5: Sei K eine abgeschlossene konveze Teilmenge des R™, wobei 0 ¢ K

gilt. Dann existiert eine Hyperebene die 0 und die Menge K strikt trennt.

Beweis: Betrachte die abgeschlossene Kugel
B, = {x e R" | [[z]| < a},

wobei a so gewihlt ist, dass B, N K # @& gilt. Da B, kompakt ist, ist auch der Schnitt
B, N K eine kompakte Menge, woraus folgt, dass die Funktion ||z| ein Minimum z auf
B,NK annimmt. Dieses T ist demnach jenes Element aus B,N K, welches den geringsten
Abstand zu 0 aufweist. Aufgrund der Konstruktion von B, N K ist & auch das Element

mit dem geringsten Abstand zu 0 aus K.
Betrachte nun einen beliebigen Punkt x € K. Da K konvex ist, gilt fiir alle A € [0, 1]
A+ (1-MNze K

und aufgrund der Minimalitdt von Z sowie der Tatsache dass ||z|| > 0 fir alle z € K,
folgt

1Az + (1= 2)z]* > ||Z]*

15



1 GRUNDBEGRIFFE UND DEFINITIONEN

Dies lasst sich auch schreiben als

(Az+ (1= NF), Az + (1 - N)i) > (7,7)
< (M = 2) +7),(Mz = 7) + 1)) 2 (2,7)

und mit den Rechenregeln des Standardskalarprodukts umformen in

(Mz—2)+2), Mz —2)) + (Mx — 2) +
& Nz —7), (= 7)) + (T, Mz - 2)) + Mz — 1),7) + (T,7) > (T,7)

und zuletzt zu
& M(r—13),(xr— 1)) +2Mz, (z — 7)) > 0. (3)
fiir alle A € [0,1]. Nun ist zu zeigen, dass
(Z,(x—12)) >0

gilt. Und dies ist in der Tat der Fall, denn angenommen es gelte (zZ, (z — Z)) = —b
mit einem beliebigen b > 0. Dann gébe es in jedem Fall ein A € (0, 1), fiir welches die
Ungleichung

2b > XN(z —12),(x —2)) >0
erfiillt ist. Setzt man nun fiir b den Ausdruck —(Z, (x — Z)) ein, erhélt man
-2z, (zr — 7)) > M(z — 2), (x — 7))
und nach Multiplikation mit —\ erhilt man

2M7, (2 — 7)) < —A{(z — 2), (z — T)
S \{(x—7),(z — F) + 2\M7, (z — 7)) < 0.

Somit wurde also ein A\ gefunden fiir welches der Ausdruck negativ ist. Dies ist aber ein
Widerspruch zu (3). Daher gilt fiir jedes € K die Ungleichung (z, (x — 2)) > 0.
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1 GRUNDBEGRIFFE UND DEFINITIONEN

Das fiihrt allerdings sofort zu

und schlieklich zu
(7,2) > (2,7) > 0,
fiir alle x € K. Merke, dass natiirlich auch 7 in K liegt und damit insbesondere & # 0 gilt.

Definiert man nun 3 := %(i, ), so trennt die Hyperebene

H :={zeR"|(z,z) = [}

die Menge K und 0 strikt voneinander da (Z,0) = 0 <  und fiir x € K die Ungleichung
(3,0) 2 (7,7) > 1(3,3) = B gilt.
0

Satz 1.4.6: Seien K; und Ky zwei nichtleere konvere Teilmengen des R™. Sei zudem
das Innere [%1 und [%2 nicht-leer und es gelte [%1 N [%2 = @. Dann kionnen die Mengen
Ky und Ky durch eine affine Hyperebene H getrennt werden.

Fiir den Verlauf dieser Arbeit ist dieser Satz nicht von sonderlicher Bedeutung. Der
Beweis kann in [8] S. 28 - 29 eingesehen werden. Interessanter ist allerdings der soge-
nannte strikte Trennungssatz, welcher eine Aussage iiber die strikte Trennung zweier
konvexer Mengen trifft. Insbesondere wird dieser Satz im originalen Beweis von Helly
zu seinem Satz genutzt und soll daher an dieser Stelle formuliert und bewiesen werden.

Auch dieser Beweis ist in dieser Form in [12] S. 21 - 22 zu finden:

Satz 1.4.7(Strikter Trennungssatz): Seien K, und Ky zwei nicht-leere, abgeschlos-
sene und konveze Teilmengen des R™. Sei zudem K beschrinkt (und demnach kompakt)
und es gelte K1N Ky = &. Dann gibt es eine Hyperebene H, die Ki und Ky strikt trennt.

Beweis: Seien K; und K, abgeschlossen und nicht-leer. Da K; kompakt ist, ist die

Menge Ko — K7 wegen Satz 1.3.6 abgeschlossen und aufgrund der Konvexitdt beider

Mengen wegen Satz 1.3.4 ebenfalls konvex. Da die Mengen K; und K, keinen gemein-
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samen Schnitt enthalten, gilt 0 ¢ K, — K;. Daher existiert nach Proposition 1.4.5 eine
Hyperebene Hj mit

Hy :={x € R" [ (z,7) = b},

welche die Menge K, — K strikt von O trennt, wobei € Ky — K das Element mit dem
geringsten Abstand zu 0 ist und S wie in Proposition 1.4.5 definiert ist als  := %(f, z).
Somit gilt fiir jedes © € Ky — K die Ungleichung

(x,Z) > > 0.

Nun existieren aber /;1 € K; und /%2 € Ky mit T = /%2 - l%l. Gleichermafen existieren fiir
jedes x € Ky — Ky Elemente k; € K; und ky € Ky mit x = ky — k. Daher gilt also die
Ungleichung

((ky — k1), (ks — k1)) > B> 0,

welche durch die Rechenregeln fiir das Standardskalarprodukt umgeformt werden kann

(ks = kv), ko) — (ks — k), k1) > B> 0
= <(/;‘2 — ];‘1), k‘2> > <(];’2 — ];71), k’1> + B > <(/;‘2 — ];?1)7 k1>

Es folgt daher

inf ((ky — k1), ko) > sup ((ky — k1), k1) + 8 > sup ((ky — k1), k1)

k2€K> kieK, kieK,

weswegen es eine Zahl a geben muss, fiir die gilt

inf <(/%2 — l;?l),]{?2> > o > sup <(l~€2 — 12'1), k1>

ko€ Ko k€K

Daher gilt fiir die Hyperebene H; mit H; := {x € R™ | (ks — k1), z) = a}, dass sie die
Mengen K; und K, strikt voneinander trennt.
O

Dariiber hinaus lasst sich auch eine Beziehung zwischen einer Hyperebene und einer

konvexen Menge formulieren:
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Definition 1.4.8: Fine affine Hyperebene H des R™ heifst Stiitzhyperebene einer Teil-
menge X des R", falls X C H,, wobei H, ein zu H zugehoriger abgeschlossener Halbraum
ist und zudem X N H # @ gqilt. Der dazugehérige Halbraum H, heifst Stitzhalbraum.

Satz 1.4.9: Sei K eine konvere Teilmenge des R™. Dann verlduft durch jeden Punkt

x des Randes OK mindestens eine Stiitzhyperebene.

Satz 1.4.10: Sei X eine beliebige abgeschlossene Teilmenge des R™ mit n > 2 und
einem nicht-leeren offenem Kern. Geht durch jeden Punkt x des Randes 0X mindestens

eine Stitzhyperebene von X, so ist X konver.

Auf die Beweise der Sétze wird an dieser Stelle verzichtet, da die Stiitzeigenschaft in
dieser Arbeit keine essenzielle Rolle spielt. Mogliche Beweise kénnen in [8] S. 29 - 30
eingesehen werden.

An dieser Stelle soll das Kapitel schliefsen. Von besonderer Wichtigkeit ist die Erkennt-
nis, dass sich zwei konvexe Kérper im Falle eines nicht vorhandenen Schnitts von einer
geeigneten Hyperebene strikt trennen lassen und beide in Halbrdumen enthalten sind,
die ebenfalls disjunkt zueinander sind. Diese Tatsache ist fiir die nachfolgenden Bewei-
se sehr wichtig und wird auch im originalen Beweis von Eduard Helly zu seinem Satz

genutzt.

2 Satz von Helly, Satz von Radon und Satz von
Carathéodory

In diesem Kapitel soll der Satz von Helly formuliert und bewiesen werden. Wie der Name
des originalen Artikels ,,Uber Mengen konvexer Kérper mit gemeinschaftlichen Punkten®
bereits andeutet, handelt es sich hierbei um eine Aussage beziiglich der Schnitte von
konvexen Mengen. Im ersten Kapitel wurde gezeigt, dass der Schnitt - falls vorhanden
- ebenfalls eine konvexe Menge ist. Der Satz von Helly trifft eine Aussage dariiber,
ob ein solcher Schnitt unter gewissen Bedingungen {iberhaupt existiert. Zu Beginn soll
hier bereits eine finale Version des Satzes formuliert werden. Der Beweis dieses Satzes
verlauft im Laufe dieses Kapitels. Es werden verschiedene Beweisideen vorgestellt, welche

Teilweise den Satz von Helly unter schwicheren Bedingungen beweisen.
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2.1 Der Satz von Helly

Satz 2.1.1 (Satz von Helly): Sei IC eine Familie von konvezen Mengen K; des R"
mit i € I, wobei |I| > n+ 1. Sei zudem I endlich oder alle K; € K abgeschlossen und
mindestens ein K; € K kompakt. Falls jeweils n + 1 Mengen in K einen gemeinsamen
Punkt haben, also fiir jedes J C I mit |J| = n+ 1 gilt, dass (o, K; # D, dann haben
alle Mengen in KC einen gemeinsamen Punkt und es gilt (,c, K; # 9.

Beispiele 2.1.2:

e Im R! bedeutet es, dass eine Familie von Intervallen [a,b] C R mit a,b € R, die
paarweise einen gemeinsamen Schnitt - also mindestens einen Punkt - besitzen,
der Schnitt aller Intervalle dieser Familie mindestens einen gemeinsamen Punkt

besitzt. Dies gilt, da Intervalle auf dem R! konvexe Mengen sind.

e Im R? liefert Abbildung 4 ein Beispiel.

=

T

Abbildung 4: Eine Familie von vier kompakten und konvexen Mengen im R?, von denen je
drei einen gemeinsamen Schnitt aufweisen und damit die ganze Familie einen
gemeinsamen Schnitt aufweist.

Der originale Beweis von Helly, welcher zu finden ist in [5] S. 175 - 176, sowie auch in [1]
S. 106 - 107, verlduft durch Induktion iiber die Dimension und bedient sich dem strikten
Trennungssatz 1.4.7. Im originalen Beweis beschriankt sich Helly zunéchst allerdings auf
eine endliche Familie kompakter konvexer Mengen bzw. konvexer Kérper. Im Anschluss

gibt er noch eine Beweisidee, wie der Beweis fiir eine iiberabzéhlbare Familie ablauft.
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Ein Beweis fiir diesen Fall wird auch im weiteren Verlauf dieses Kapitels stattfinden.
Dem voran soll allerdings ein Lemma folgen. Das Lemma und der Beweis finden sich in
dieser Form in [8] S. 70.

Lemma 2.1.3: Sei K eine endliche Familie konvezer Mengen des R™ mit K; € K und
i €I mit|I| >n+1, wobei je n+1 Mengen der Familie mindestens einen gemeinsamen
Punkt haben. Dann existiert eine Familie F bestehend aus kompakten konveren Mengen
F, € F des R" mit F; C K; fir alle i € I, von denen ebenfalls jeweils n + 1 einen

gemeinsamen Schnitt haben.

Beweis: Sei j € I ein fester Index und sei J C I\ j eine Teilmenge der Indexmen-

ge, wobei |J| = n gilt. Sei nun z; ein beliebiges Element im Schnitt

(KiK.

ieJ
Ein solches z; existiert fiir jede Wahl von J, da sich nach Voraussetzung je n+1 Mengen
der Familie K schneiden. Daher seien x;, ..., z;, die einzelnen so gewéhlten Punkte fiir
jede beliebige Wahl von J. Insbesondere ist die Anzahl endlich, da aufgrund der End-
lichkeit von I nur endliche viele Moglichkeiten fiir die Wahl von J existieren. Betrachte

nun die Menge
F; :=conv(zj, U...Uz;j,)

Dann ist die Menge [} die konvexe Hiille von Punkten im R"™ und damit ein Polyeder
und kompakt. Da x;,,...,2;,, € K; liegen und die Mengen K; fiir jedes i € I konvex
enthalt und F}

ist als konvexe Hiille der Punkte z;,,...,x;,, per Definition die kleinste konvexe Menge

sind, gilt F; C K;. Denn Kj ist eine konvexe Menge die alle x;,...,z;,
welche diese Punkte enthélt. Aufgrund der Konstruktion von Fj gilt aber auch, dass es
mit je n weiteren Mitgliedern der Familie (IC\ K;) einen gemeinsamen Schnitt hat. Die
tibrigen Mengen der Familie (K \ K;) haben nach Voraussetzung ebenfalls zu je n + 1
einen gemeinsamen Schnitt. Daher erfiillt die neue Familie (IC\ K;) U F; ebenfalls die

Bedingung, dass sich je n + 1 Mengen schneiden.

Wiederholt man dieses Verfahren nun fiir alle tibrigen K; mit ¢ € [\ j, wobei sich

der feste Index jedes mal dndert und nie der bereits durchlaufene ist, so erhédlt man am
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Ende eine endliche Familie F kompakter konvexer Mengen F; € F, von denen je n + 1
einen gemeinsamen Schnitt aufweisen und fiir welche gilt F; C K, was genau zu zeigen
war.

O]
Beweis des Satzes 2.1.1 fiir den endlichen Fall:

Induktionsanfang: Die Aussage gilt fiir n = 1 bzw. R!. Dies ist in der Tat trivial
und intuitiv, da es sich um Strecken handelt, bei denen je zwei Strecken einen gemein-
samen Punkt haben. Es gilt also fiir eine Strecke bzw. Intervall [a;, b;] C R, dass das
linke Ende a; der einen Strecke nie rechts von dem rechten Ende b; der anderen Strecke
liegt. Daher gibt es mindestens einen Punkt x € [a;, b;], der alle a; von den b; trennt und

somit in jedem Intervall enthalten ist.

Induktionsvoraussetzung: Die Aussage ist wahr fiir R*~!. Es gilt also: Fiir eine Fa-
milie K bestehend aus mindestens n kompakten konvexen Mengen im R™~!, haben alle

Mitglieder einen gemeinsamen Punkt, wenn je n Mitglieder einen gemeinsamen Punkt

haben.

Induktionsschluss (n — n + 1): Sei K also eine endliche Familie aus mindestens
n + 1 kompakter und konvexer Mengen K; des R" und je n + 1 haben mindestens einen
gemeinsamen Punkt. Angenommen es gilt [ ke Ki = @. Dann existiert eine Teilfamilie
F und ein Mitglied C' € F, sodass gilt:

(1 Ki=ouwmd (| K=M4#a.
KieF Kie(F\C)

Die Menge M ist wegen Lemma 1.1.9 als Schnitt von konvexen Mengen ebenfalls konvex.
Die Menge C ist auch konvex, da C € F C K ist. Beide Mengen sind zudem nicht-leere

und kompakte Teilmenge des R™ sowie zueinander disjunkt.
Wegen dem strikten Trennungssatz 1.4.7 existiert deshalb eine Hyperebene H im R",

welche C' und M strikt voneinander trennt. Daher liegen C' und M in jeweils verschie-

denen zu der Hyperebene gehorenden offenen Halbriaumen.
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Die Hyperebene H soll so gewihlt sein, dass sie durch die Mitte der Strecke [z, y| verlauft
und orthogonal zu dieser liegt, wobei x € C' und y € M gilt und = und y jene Elemente
sind, die d(C, M) nach Definition 1.3.2 des Abstands zweier Mengen erfiillen, es also gilt
d(C, M) = [l —yl|

Seien nun M, My, ..., M} die Schnittmengen von je n Mitgliedern der Familie (F \ C).
Merke, dass aufgrund der Endlichkeit von F insbesondere k& < oo gilt. Solche Schnitt-
mengen existieren, da vorausgesetzt wurde, dass sich je n + 1 Mengen der Familie /C
schneiden; insbesondere also auch n + 1 Mengen der Familie F und daher auch n Men-
gen. Es gilt zudem, dass M C My, M C Ms,.... M C My, da M die Schnittmenge aller
Mitglieder der Familie (F \ C) ist.

Da sich aber je n + 1 Mitglieder der Familie X und damit auch F schneiden, muss

auch C' und jede der Mengen M, M, ..., M} einen gemeinsamen Schnitt haben.

Um die Menge C' zu schneiden, miissen die jeweiligen My, Ms, ..., M}, die zuvor kon-
struierte Hyperebene H durchstofen; die Hyperebene H hat also also einen Schnitt mit
jedem My, My, ..., M. Da die Mengen M, Ms, ..., M} Schnittmengen aus von Mengen
der Familie (F \ C) sind, bedeutet es, dass alle Mengen der Familie (F \ C') die Hyper-

ebene H schneiden.

Aufgrund der Konvexitit der Mengen von (F \ C) und der Hyperebene H, sind die
Schnittmengen ebenfalls konvexe Mengen und zwar auf der Hyperebene H welche die
Dimension n — 1 hat. Somit existieren auf der Hyperebene H der Dimension n — 1,
konvexe Mengen, von denen sich jeweils n schneiden, wobei der Schnitt von je n Men-
gen eben der Schnitt der Hyperebene mit den entsprechenden Mengen M, Mo, ..., My,
ist. Aufgrund der Induktionsvoraussetzung haben diese mindestens einen gemeinsamen
Punkt (welcher auf der Ebene H liegt). Dieser Punkt liegt aber somit auch in jedem
Mitglied der Familie (F\ C') und damit auch in ihrem gemeinsamen Schnitt M, woraus
folgt, dass gilt: M N H # &. Dies ist aber ein Widerspruch zu der Annahme, dass M in

einem zu H gehorenden offenem Halbraum liegt.
Da der Satz nun fiir eine endliche Anzahl kompakter Mengen gezeigt wurde, ldsst sich

der Satz mithilfe von Lemma 2.1.3 auf eine endliche Anzahl beliebiger konvexer Mengen

verallgemeinern. Denn gilt die Voraussetzung, dass sich je n + 1 nicht notwendigerwei-
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se kompakte aber konvexe Mengen schneiden, so kénnen wie in Lemma 2.1.3 kompakte
Polyeder konstruiert werden, die ebenfalls zu je n+1 einen gemeinsamen Schnitt aufwei-
sen. Diese haben dann aber wie gerade gezeigt, alle einen gemeinsamen Punkt. Da dieser
gemeinsame Punkt somit in jedem Polyeder liegt, und jedes Polyeder in der jeweiligen
urspriinglichen Menge enthalten ist, liegt eben auch jener Punkt in jeder urspriinglichen

Menge und daher weisen alle Mengen einen gemeinsamen Punkt auf.
O

2.2 Der Satz von Radon

Bevor dieser Beweis veroffentlicht wurde, hat Johann Radon im Jahre 1913 einen Be-
weis des Satzes geliefert. Sein Beweis beschrankt sich ebenfalls auf eine endliche Familie
konvexer Mengen, welche allerdings nicht notwendigerweise kompakt sein miissen. Im
Beweis, der auch per Induktion verlauft - allerdings diesmal {iber die Anzahl der Men-
gen und nicht mehr iiber die Dimension - nutzte er seinen eigenen Satz. Dieser soll an
dieser Stelle zundchst formuliert und bewiesen werden um anschliefsend mit seiner Hilfe
einen weiteren Beweis fiir den Satz von Helly zu liefern. Der Satz von Radom mit Be-
weis sowie anschliefsendem Beweis des Satz von Helly kann unter anderem im originalen
Artikel von Radon in [10] S. 113 - 115 gefunden werden. Alternativ lisst sich dieser auch
in [1] S. 107 - 108 finden:

Satz 2.2.1(Satz von Radon): Sei X eine endliche Teilmenge des R™ mit | X| > n+ 2.
Dann gilt:

X kann derart in zwei disjunkte Teilmengen Xy und Xo zerlegt werden, sodass
conv(Xq) Nconv(Xs) # @
gilt.

Beweis: Sei X = {x,...,2,,} eine Menge von Punkten im R™ mit m > n + 2. Nun

betrachte man das lineare Gleichungssystem
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mit
A+ o4 A = 0. (5)
Schreibt man dieses System aus erhélt man:

.fL'll .Tml

'rln xmn

Es ist also deutlich zu erkennen, dass hier ein System aus n+1 Gleichungen und m > n+2
Unbekannten, nédmlich den (Ay, ..., A,,), vorliegt. Daraus folgt aber, dass es eine nicht-

triviale Losung (Af, ..., A¥) des Systems gibt.

Nach einer Umnummerierung der x; in (4) derart, dass die positiven A; der nicht-trivialen

Losung zu Beginn des Ausdrucks stehen, erhilt man den Ausdruck:
N@y 4+ Axk + A T + o AT, =0 (6)
wobei A}, ..., Af > 0 und die restlichen kleiner 0 sind. Aus (6) folgt aber, dass gilt:
AT+ AT = =N T + o+ = AT
Gleichermaken gilt wegen (5), folgende Gleichheit:
N4+ A==+ +A) =a (7)
Teilt man nun (7) durch a, so ergibt sich der Ausdruck

MA = —Negpr + o4 Am) = 1, (8)

25



2 SATZ VON HELLY, SATZ VON RADON UND SATZ VON CARATHEODORY

wobei \; = A /a ist. Daraus folgt aber auch folgender Ausdruck:
5\11’1 + ...+ S\ka = _5\k+1xk+1 + ...+ (—S\mxm)

Wegen (8) handelt es sich aufgrund von Definition 1.2.1 auf beiden Seiten des Gleich-
heitszeichens um eine Konvexkombination der Punkte {x1,...,z;} auf der einen Seite
und {xgi1,..., 2, } auf der anderen Seite, welche zudem den selben Punkt darstellen.
Nach Satz 1.2.4 besteht die konvexe Hiille einer Menge aus all ihren Konvexkombi-
nationen. Es ergeben sich also die zwei disjunkten Teilmengen X; = {z1,..., 2%} und
Xy = {2ks1, ..., Ty} der Menge X, deren konvexe Hiille mindestens einen gemeinsamen

Punkt enthdlt; dies war genau zu zeigen.

]
X = {x1, %3, %3, T4} conv(xy, z4) N conv(xs, T3)
T xl‘
[ ]
T \\ T
° ® _-®
R

° o ®
z5* T4 T3 T4

Abbildung 5: Eine Teilmenge X des R? bestehend aus vier Elementen wird in zwei disjunkte
Teilmengen aufgeteilt, deren konvexe Hiillen sich schneiden.

Der Satz von Helly (Satz 2.1.1) kann nun mit Hilfe dieses Satzes per Induktion {iber die

Anzahl m der konvexen Mengen bewiesen werden.

Beweis zu Satz 2.1.1 fiir den endlichen Fall: Induktionsanfang (m = n + 1):
In diesem Fall ist die Aussage trivial. Denn besteht die Familie aus n + 1 Mengen, von
denen per Voraussetzung je n + 1 Mitglieder einen gemeinsamen Schnitt haben, so ist

dieser Schnitt eben jener, der n + 1 Mitglieder.

Induktionsvoraussetzung (m > n + 1): Angenommen der Satz gilt fiir eine belie-
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bige endliche Familie von konvexen Mengen mit mehr als n + 1 Mitgliedern.

Induktionsschritt (m — m + 1): Seien Kj, ..., K,, 11 konvexe Mengen. Setze
A=KiN. . NEKN..0 K,

wobei A; der Schnitt aller Mengen der Familie ist, bis auf die i-te Menge, mit ¢ €
{1,...,m 4+ 1}. Wegen der Induktionsvoraussetzung gilt nun, dass A; # @ ist, und zwar
fiir alle 2 € {1,...,m+ 1}, denn A; ist definiert als der Schnitt von m Mengen, welche zu

je n+ 1 einen gemeinsamen Schnitt aufweisen.

Sei nun x; € A;. Nach dem Satz von Radon 2.2.1 gilt wegen m +1 > n+4+1+1 =
n+2 > n+ 1 und somit m + 1 > n + 2, fiir die Menge {z1,...,x,11}, dass ein

x € conv{xy,...,x} N conv{Tys1, ..., Ty} fiir ein bestimmtes k existiert.
Nun gilt es nur noch zu zeigen, dass dieses © € K; ist und zwar fiir jedes i € {1, ..., m+1}.

Dies ist in der Tat der Fall. Denn fiir i € {1, ..., k} folgt, dass
A =KiN. NKN..NEN..0Kyy CK, fiir alle j > k,

gilt, denn per Definition ist A; der Schnitt aller Mengen der Familie aufer K; und somit
muss A; wegen der Annahme 7 < j in jedem dieser K; enthalten sein. Damit ist aber
auch jedes x; € A; enthalten in den K; mit ¢ € {1, ..., k}. Da dies fiir jedes A; gilt und
somit auch fiir jedes z; € A; mit j € {k+1,...,m+ 1} und da die K; konvex sind, gilt:

conv{Ti1, o, Ty} C K fiir jedes ¢ € {1, ..., k}, (9)

da die konvexe Hiille einer Menge als die kleinste konvexe Menge definiert ist, welche

die gegebene Menge enthalt.

Andersrum gilt fiir i € {k +1,...,m + 1} mit der selben Argumentation, dass A; C K;
fir alle j € {1,...,k}. Denn auch hier gilt analog, dass die A; als Schnitt aller Men-
gen der Familie, bis auf die k-te Menge, in jedem K; enthalten sein miissen fiir alle
i € {k+1,..,m+ 1} und somit auch jedes z; € A; fiir j € {1,...,k}. Abermals gilt

aufgrund der Konvexitit der K; und der Definition der konvexen Hiille einer Menge der
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folgende Ausdruck:
conv{xy, ...,z } C K; fiir jedes i € {k+1,....,m+ 1}. (10)
Da bereits gezeigt wurde, dass ein
x € conv{xy,...,x} N conv{Tri1, .., Tmy1}

existiert, gilt wegen (9) und (10), dass x € K liegt, fiir alle i € {1,...,m+ 1}, was genau
7u zeigen war.

]

Wie man sieht, wird in diesem Beweis an keiner Stelle die Kompaktheit der konvexen
Mengen der Familie gefordert. Allerdings wird genutzt, dass es sich um eine endliche
Anzahl von Mengen handelt. Als alternative Forderung zur endlichen Anzahl der konve-
xen Mengen in der Familie wird in Satz 2.1.1 im unendlichen Fall die Abgeschlossenheit
gefordert, wobei mindestens ein Mitglied der Familie kompakt sein soll. Dieser Fall soll
in der folgenden Verallgemeinerung des Satzes von Helly bewiesen werden. Der Beweis
verlauft nach [9] S. 204 - 205:

Korollar 2.2.2: Sei K eine Familie von abgeschlossenen konvexen Mengen K; des R™
mit i € 1 wobei |I| > n+ 1 gilt . Sei zudem mindestens ein Mitglied der Familie K
kompakt. Falls jeweils n + 1 Mitglieder von K einen gemeinsamen Punkt haben, dann

haben alle Mitglieder von K einen gemeinsamen Punkt und es gilt:

K # 2.

el

Beweis: Sei die Menge K; € K kompakt und sei die Anzahl der Mitglieder in /C nicht
endlich (da es sonst der Fall des bereits bewiesenen Satz von Helly wire). Angenommen

es gilt:
MK =2. (11)

Dann folgt daraus, dass (IC\ K;) eine Familie ist, deren Mitglieder abgeschlossene Mengen
sind und deren Durchschnitt ﬂie([\{j})Ki zu K disjunkt ist. Denn falls der Durchschnitt
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existiert mit K := [,y ) K # &, so muss wegen (11) gelten, dass K N K; = @. Im
anderen Fall ist der Durchschnitt ﬂie([\{j})Ki die leere Menge, welche aber zu jeder an-
deren Menge disjunkt ist.

Da der Schnitt abgeschlossener Mengen wieder abgeschlossen ist, folgt daraus, dass die
Familie (R" \ (K \ Kj;)) eine offene Uberdeckung von K; ist. Da K kompakt ist, exis-
tiert nach Satz 1.1.4 eine offene Teiliiberdeckung von K. Es existiert also eine endliche

Teilfamilie £ von K, bzw. ein endliches J C I, sodass gilt:

(ﬂm)m&:g. (12)

ieJ

Da aber K endlich ist und aus konvenxen sowie beschrinkten Mengen besteht, deren
Mitglieder per Annahme zu je n + 1 einen gemeinsamen Punkt haben und diese Eigen-
schaften zusitzlich auch fiir die endliche Familie KU K. ; gelten muss, gilt nach dem Satz

von Helly fiir den endlichen Fall, dass

(ﬂm)m&¢@.

ieJ

Dies ist aber ein Widerspruch zu (12).

Damit ist der Satz 2.1.1 nun vollstdndig bewiesen.

2.3 Voraussetzungen fiir den Satz von Helly

Erginzend sollen an dieser Stelle noch einige Beispiele folgen, die darlegen, warum die
Forderungen nach der Konvexitit, der Kompaktheit und der Anzahl sich schneidender
Mengen in der Voraussetzung in der Form notwendig sind. Die Beispiele sind im wesent-
lichen aus [8] S. 73.

Beispiel 2.3.1: Die Anzahl n + 1 der sich in der Voraussetzung schneidenden Men-
gen kann nicht reduziert werden. Ein einfaches Gegenbeispiel lisst sich im R? finden.
Betrachtet man némlich drei konvexe Korper wie etwa Rechtecke (siehe Abbildung 6,
Familie a), so konnen diese derart angelegt werden, dass sich je zwei von ihnen schneiden;
ein gemeinsamer Schnitt aller drei ist jedoch nicht vorhanden. Ebenfalls ist dies auch
fiir eine Familie bestehend aus vier Rechtecken der Fall (Abbildung 6, Familie b).
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Abbildung 6: Zwei Familien a und b von kompakten und konvexen Mengen im R?, von denen
je zwei einen gemeinsamen Schnitt aufweisen, aber kein gemeinsamer Schnitt
der Familie existiert.

Ein weiteres Gegenbeispiel im R" ist das n-Simplex A aus der Definition 1.2.7. Betrach-
tet man die Seitenflichen von diesem, so handelt es sich bei ihnen um konvexe Kérper
des R"1. Je n von diesen Seitenfliichen schneiden sich in den jeweiligen Eckpunkten
des Simplex. Jedoch hat die Familie aller Seitenflichen des Simplex keinen gemeinsamen
Schnitt.

Beispiel 2.3.2: Fiir die Voraussetzung der Konvexitdt soll in Abbildung 7 hier ein

visuelles Beispiel im R? dienen.

So ist offensichtlich in Familie ¢ und b der Abbildung 7 eine Menge nicht konvex. Die
Mengen aus Familie a wurden in Familie b derart verschoben, dass sie allen anderen
Bedingungen vom Satz von Helly geniigen, also insbesondere je n + 1 Mitglieder einen
gemeinsamen Schnitt aufweisen. Dennoch ist kein gemeinsamer Schnitt aller Mitglieder

verhanden.
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OO
S

Abbildung 7: Zwei Familien von kompakten Mengen von denen je eine nicht konvex ist. Familie
b erfiillt die Voraussetzung von je drei sich schneidenden Mengen im R2, jedoch
ist kein gemeinsamer Schnitt aller Mengen vorhanden.

Beispiel 2.3.3: Die Bedingung der Kompaktheit mindestens einer Menge im unend-

lichen Fall, kann schnell anhand des folgenden Beispiels nachvollzogen werden.

Sei namlich H eine Familie von Mengen H; mit H; € H, wobei
H;:={x = (z1,...,2,) € R" | 21 < —i},

mit ¢ € N. Offensichtlich handelt es sich bei diesen Mengen um Halbrdume, welche
abgeschlossen und - wie in Lemma 1.4.2 gezeigt wurde - konvex sind; allerdings nicht
beschrankt und somit nicht kompakt. In der Tat haben je endlich viele dieser Halbrédume

- also insbesondere je n + 1 - einen gemeinsamen Schnitt. Jedoch gilt offensichtlich

07) -

weswegen kein gemeinsamer Schnitt existiert.
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Hy” jHs “AHy ~ 1H;

Abbildung 8: Eine unendliche Familie abgeschlossener Halbriume im R? von denen je drei
einen gemeinsamen Schnitt aufweisen, aber ein gemeinsamer Schnitt aller Mit-
glieder nicht existiert.

2.4 Der Satz von Carathéodory

Abschliefsen soll das Kapitel mit einem dritten Satz der eng mit dem Satz von Helly
verbunden ist. Der Satz von Carathéodory liefert eine Aussage beziiglich der konvexen
Hiille einer beliebigen Menge. Der Beweis ist in dhnlicher Form in [8] S. 23 - 24 zu finden.
Alternativ liefert [9] S. 200 - 201 einen Beweis. Die konkrete Formulierung lautet wie
folgt:

Satz 2.4.1(Satz von Carathéodory): Sei X eine beliebige Teilmenge des R™. Dann

ist jeder Punkt x der konvexen Hille conv(X) eine Konverkombination von héchstens

n + 1 Elementen aus der Menge X. Es gill also:

conv(X) = { T

n+1 n+1
i € [0,1] mit Z)‘i =1und z; € X mit v = Z)‘lxl}

=1 i=1

Alternativ ldsst sich der Satz auch formulieren als:

Sei X eine beliebige Teilmenge des R™. Dann ist die konvexe Hiille von X die Ver-
einigung aller k-Simplizes A\ des R™, wobei k < n, mit in X gelegenen Eckpunkten.

32



2 SATZ VON HELLY, SATZ VON RADON UND SATZ VON CARATHEODORY

Beweis: Aufgrund von Satz 1.2.4 ist bekannt, dass sich jedes Element xz € conv(X)
als Konvexkombination von endlich vielen Elementen aus X C R™ darstellen ldsst. Sei
nun r = Zle Aix; und Zle Ai = 1 mit & > n + 2. Wegen Proposition 1.2.6 gilt, dass
die Elemente einer Teilmenge X von X mit |X] > n + 2 affin abhéngig sind. Es gibt

daher Koeffizienten ay, ..., aj mit

k k
Zaixi =0 und Zai =0,
i=1 i=1
wobei 0.B.d.A. oy, > 0.

Nun ist durch mégliche Umnummerierung die folgende Ungleichung méglich:

A A
MLl (13)
(673 Q;

fir alle i € {1,..., k — 1} mit o; > 0, wobei 3—’; ein fester Wert ist.
Sei nun (; := \; — ozZ Dann gilt wegen [ = A\ — i—zak = A\ — Ap = 0, dass
k-1 k—1 k—1 k
> Bi= Z/BH'O: ZﬂrFﬁk ZZ@‘
— : : ,
k

D SR DI

=1 =0

Zudem ist §; > 0 fiir alle ¢ € {1, ..., k}, denn es gilt fiir a; < 0:

Bi=X——a; >0

und fir a; > 0 gilt

Bi:Ai_ﬁai:ai<ﬁ—ﬁ>Zo.

073 Q; (073

>0 wegen (13)
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Somit erfiillen die 5; mit i € {1,...,k — 1} alle Bedingungen fiir Koeffizienten einer

Konvexkombination. Insgesamt gilt nun:
k—1 k—1 k—1
Z Bir; = Z Bix; +0 = Z Bixi + Brxy,
i=1 ‘ i=1
Ak
= il = )\z - 4y i
IR S (e ) :

=1 k

—Z)\xl Z—alx, Z)\xl — X, = .

i=1 i=1

=z =0

Somit lasst sich x € conv(X) darstellen als Konvexkombination von (k — 1) Elementen
aus X. Dieser Prozess lisst sich so oft durchfiihren, bis eine Konvexkombination aus
n+1 Elementen aus X C X gefunden wird. Weiter allerdings nicht, da dann keine affine
Abhéngigkeit der Elemente herrscht.

O

Ein wichtiger Satz beziiglich der konvexen Hiille soll an dieser Stelle noch formuliert

und bewiesen werden. Der Beweis verliduft wie in [1] S. 115:

Satz 2.4.2: Sei X eine kompakte Teilmenge des R™. Dann ist die konveze Hiille conv(X)
ebenfalls kompakt.

Beweis: Sei also X eine kompakte Teilmenge des R". Sei A die Menge

A::{ g, ..., & =1, a; € [0,1]}.

(,2) == ((qg, ey ), (0, -oy 1)) € A X X

Sei zudem

und f eine Funktion mit f : A x X" — R" und f(o,z) = >,z Es gilt,
dass die Menge A kompakt ist, da sie offensichtlich beschrinkt und abgeschlossen ist.
Und somit ist auch A x X" als kartesisches Produkt kompakter Mengen kompakt.
Des Weiteren ist die Funktion f offensichtlich stetig. Daher ist das Bild f(A x X"*1)
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nach Satz 1.1.6 ebenfalls kompakt. Nun gilt nach dem Satz von Carathéodory aber
f(A x X)) = conv(X) und damit ist conv(X) kompakt, was genau zu zeigen war.

O
Zusammenfassend ist also zu erkennen, dass jedes Element der konvexen Hiille einer
Teilmenge des R™ mit hochstens n + 1 Elementen dieser Menge dargestellt werden kann
und die konvexe Hiille einer kompakten Menge ebenfalls kompakt ist. Im folgenden
Kapitel wird der konkrete Zusammenhang zwischen dem Satz von Carathéodory und

dem Satz von Helly ndher betrachtet.

3 Zusammenhang der Satze

In diesem Kapitel sollen die im Kapitel 2 vorgestellten Sdtze noch einmal genauer be-
trachtet werden. Wie bereits gezeigt, lasst sich der Satz von Helly aus dem Satz von
Radon folgern. Tatséchlich ist ein solcher Beweis auch mit dem Satz von Carathéodory
moglich; es lisst sich sogar eine Aquivalenz zeigen. Der Satz von Helly wird zunichst
fiir den endlichen Fall mit kompakten konvexen Mengen betrachtet. Der Beweis ist in
dhnlicher Form in [14] S. 17 - 22 zu finden, sowie in [2] S. 39 - 42.

3.1 Aquivalenz des Satzes von Helly und Satz von Carathéodory

Satz 3.1.1: Falls gilt:

(1) Fir eine beliebige Teilmenge X des R™ ist jeder Punkt x der konveren Hiille
conv(X) eine Konvezkombination von hichstens n+ 1 Elementen aus der Menge
X und es gilt:

conv(X) = { x

n+1 n+1
i € [0,1] mit Z)\Z- =lund z; € X mit:zc:z}\ixi}.

i=1 =1

(2) Sei K eine Familie von konvexen Mengen K; des R™ mit i € I, wobei |I| > n + 1.
Sei zudem I endlich oder alle K; € K abgeschlossen und mindestens ein K; € IC
kompakt. Falls jeweils n + 1 Mengen in IC einen gemeinsamen Punkt haben, also
fir jedes J C I mit |J| =n+ 1 gilt, dass (), ;K; # &, dann haben alle Mengen
in K einen gemeinsamen Punkt und es gilt (., K; # @.

i€

Dann sind die Aussagen (1) und (2) dquivalent zueinander.
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Beweis: Zunichst soll gezeigt werden, dass (2) aus (1) folgt:

Seien zunidchst K; € K nicht-leere und kompakte konvexe Mengen. Wegen der An-
nahme in (2) gilt, dass je n + 1 Elemente aus K einen gemeinsamen Schnitt haben.

Angenommen, es gelte ), K; = @.

Definiere nun die Funktion
f(z) :=max{d(z,K;) | i€l,xe€R"},

welche den gréfiten Abstand eines beliebigen Punktes x € R™ zu den Mengen aus der

Familie IC angibt.

Sei nun z; jenes Element auf dem die Funktion f minimal ist. Offensichtlich gilt f(x¢) >
0, da angenommen wurde, dass kein gemeinsamer Schnitt aller Mengen K; existiert.
f(zg) = 0 wiirde dann gelten, wenn d(z¢, K;) = 0 fiir alle i € I gelten wiirde, was aber
impliziert, dass z( in jedem K; liegt und deswegen ein gemeinsamer Schnitt existieren

miisste.

Nun gibt es eine Teilmenge J C [ fiir die gilt
f(zo) = d(xo, K;) fiir alle j € J.

Das bedeutet aber aufgrund der Definition des Abstands eines Punktes und einer Menge
sowie der Annahme der Kompaktheit der Mengen aus der Familie K, dass es w; € J

gibt, mit
| o — wj ||= f(z0) = d(zo, Kj).

Diese w; sind eindeutig. Wére dies nicht so, gébe es w, und w, mit w, # ws, welche beide

in einer Menge K; liegen wiirden, fiir die gilt
| 2o — wa [|=Il o — we [|= f(@0) = d(@o, Ki).

Dann gibe es aber ein w, in der Mitte der Verbindungsstrecke der Punkte w, und wy.
Dieses w, liegt aufgrund der Konvexitit von K ebenfalls in K und offensichtlich gilt

aber d(zg,w.) < d(xg,w,) = d(zo,wp), was ein Widerspruch zu Annahme ist, dass w,
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und wy, die Elemente aus K; sind, mit dem minimalsten Abstand zu z.

Insgesamt bedeutet es aber, dass zg € conv({w; | i € J}) liegt. Nach dem Satz von
Carathéodory 2.4.1 gilt nun, dass es eine Teilmenge J C J gibt, mit \j] < n+1, sodass
gilt:

zo € conv({w; | i € J}).
Sei nun
g(z) == maz{d(z,K;) | i € J,x € R"}

ebenfalls eine Maximalfunktion. Offensichtlich muss gelten, dass g(zo) = f(z9) > 0
und zy auch das Minimum der Funktion ¢ ist. Nun gilt aber, da |J| < n + 1, dass ein
gemeinsamer Schnitt der Mengen K; mit i € J existert. Es gibt also ein y € Nicj K fiir
welches insbesondere gilt: g(y) = 0. Insgesamt folgt daher - aufgrund der Minimalitét

von 1z - die Ungleichung

0 < g(wo) < gly) =0,

was ein Widerspruch ist und damit diese Richtung fiir eine endliche Familie kompakter
Mengen bewiesen wurde. Aufgrund von Lemma 2.1.3 und Korollar 2.2.2 kann hieraus
der allgemeine Fall fiir eine endliche Familie nicht notwendigerweise kompakter aber
konvexer Mengen, sowie eine unendliche Familie abgeschlossener konvexer Mengen von

denen mindestens eine kompakt ist, abgeleitet werden.
Nun soll gezeigt werden, dass (1) aus (2) folgt.

Sei y € conv(X), wobei y ¢ X gilt, da ansonsten y als Konvexkombination von sich
selber dargestellt werden kénnte und nichts zu beweisen wire. Seien nun fiir jedes x € X

die beiden geschlossenen Halbraume

Hi(x):={aeR" | {(x —y,a—x) >0} und
Hy(z) :={a €eR" | (z —y,a—z) <0}
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gegeben, zugehorend zur Hyperebene H(x) welche durch den Punkt z verlduft und or-

thogonal zur Strecke [z, y] liegt. Zudem gilt y € Hy(x).

Zeige nun, dass gilt

zeX

Angenommen der Schnitt ist nicht-leer. Dann lasst sich ein z € (), Hi(x) finden, fiir

welches aufgrund der Definition von H,(x) gilt:
(x —y,z—x) >0 fir alle z € X.

Daraus folgt mithilfe der Rechenregeln fiir das Standardskalarprodukt die Ungleichung

(z=yy—2)=(+0-yy—1x)
=+ -—r+r—yy—x)
=@z-—zy—a)+{z—yy—x
:—1\(x—y,z—x>—H9€—yHQJ<O

vV NV
>0 >0, da y¢X

fiir alle x € X. Da y € conv(X) liegt, gibt es z; € X und \; € [0, 1], sodass fiir m € N
gilt:

Yy = Zm:)\ixi mit szki =1
i=1 i=1

Tatsachlich gilt aber, abermals aufgrund der Rechenregeln des Standardskalarprodukts

0=(2-9y,00=0E-yy—y)

=(z—y,y— Z)\z$z>
i=1

=Y Nilz—yy—wz) <0,
=1 0

<

was ein Widerspruch ist. Daher folgt die Behauptung (), H1(z) = 9.
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Da es sich bei den Mengen Hj(a) um nicht-leere, abgeschlossene und konvexe Men-
gen handelt, deren gemeinsamer Schnitt leer ist, gilt nach der Kontraposition vom Satz

von Helly 2.1.1, dass es n + 1 Punkte xq, ..., x,41 € X gibt, fiir welche gilt:

n+1

ﬂ Hy(z;) = @.

Daraus folgt aber wiederum, dass y € conv{zy,..., 2,41} liegt. Denn angenommen es
stimmt nicht. Dann gibe es eine Hyperebene, welche den Punkt y von dem konvexen
Korper conv{xy,...,x,41} strikt trennt. Es gibt also ein @ € R™ und € R, sodass fiir
alle i € {1,...,n + 1} gilt

(o, y) > B und (o, ;) < B.

Nun findet sich aber ein Strahl [, welcher beim Punkt y startet und orhtogonal zu der
Hyperebene verlduft. Dieser Strahl liegt bis auf ein endliches Stiick in jedem Halbraum
Hi(x;), da die x; insbesondere Elemente in X sind und y € Hs(z) fiir alle z € X gilt.
Das bedeutet aber, dass die Halbrdume einen gemeinsamen Schnitt haben (und zwar
der, in dem der Strahl liegt), also (X} H,(x;) # @ gilt, was aber ein Widerspruch dazu
ist, dass die n + 1 Halbrdume H;(z;) keinen gemeinsamen Schnitt haben. Somit gilt
y € conv{xy, ..., Tpy1}. Damit ist y € conv(X) darstellbar als Konvexkombination von
n+1 Elementen aus X, was dem Satz von Carathéodory entspricht und genau zu zeigen

war.

]
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3.2 Aquivalenz des Satzes von Carathéodory und Satz von
Radon

Abschliefend sei noch die Aquivalenz der Sitze von Radon und Carathéodory gezeigt.
Der Beweis findet sich in dieser Form in [14] S. 22 - 24. Konkret wird also folgendes
gezeigt:

Satz 3.2.1: Fulls gilt:

(1) Fir eine beliebige Teilmenge X des R™ ist jeder Punkt x der konveren Hiille
conv(X) eine Konverkombination von hichstens n+ 1 Elementen aus der Menge
X und es gilt:

n+1 n+1
i € [0,1] mit Z/\i: 1 und x; EXmitm:Z)\ixi}.

i=1 i=1

conv(X) = { x

(2) Sei X eine endliche Teilmenge des R™ mit | X| > n + 2. Dann gilt:

X kann derart in zwei disjunkte Teilmengen X, und X5 zerlegt werden, sodass
conv(X1) Nconv(Xs) # @

qilt.

Dann sind (1) und (2) dquivalent zueinander.
Beweis: Zeige zunichst, dass (2) aus (1) folgt.

Sei dazu X eine Teilmenge des R™ mit X = {z1,...,2,,}, wobei m > n + 2 gilt. Ins-
besondere gilt aber, dass y = Lxy + ... + La,, in conv(X) liegt, da die Koeffizieten -

alle Kriterien erfiillen um die Koeflizienten einer Konvexkombination zu sein.

Nach dem Satz von Carathéodory 2.4.1 lasst sich y aus n+1 Elementen von X darstellen;

es gilt daher:

1 1 n+1
1t e = 2
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mit \; € [0,1] und 3277 A, = 1 und damit

m

m
1
E — T = E il
— M ;
=1 =1

mit \; € [0,1] und D" A\ = 1, wobei \; = 0 fiir m — (n + 1) Indizes i € {1,...,m}.
Somit folgt aber auch die Gleichung

Z(% — \i)x; = 0 bzw. i&iiﬂi =0,
i=1 =1

mit o = % — Ai- Insbesondere gilt ", a; = 0, sowie o; # 0 fiir einige i € {1, ..., m}.
(Merke, dass dies insbesondere fiir die i € {1,...,m} mit \; = 0 gilt. Zudem gilt wegen
SN =1und Y1 L =t <1 dass 37y < 0 ist, und somit nicht alle a; > 0

=1 =1 m

sind.)

Nach einer moglichen Sortiertung ergibt sich der Ausdruck

Z o;T; + Z ;T = 0, (14)

iel jeJ

wobei [ :={i € {1,..m}|a; > 0} und J := {7 € {1,...m}|coy; < 0}. Definiere nun
a:= Zai.

Insbesondere ist a als Summe positiver Zahlen ebenfalls positiv. Da > | o = 0 ist, gilt

O:a+2aj(:)a:—2aj.

jed jed

Geteilt durch a ergibt sich sowohl

Z%zlalsauch Z_jj =1,

iel jeJ

wobei < und _TO‘J aufgrund der Konstruktion positiv fiir alle ¢« € I und 7 € J sind. Die
o
a

% bzw. erfiillen also die Kriterien von Koeffizienten einer Konvexkombination.

Definiere nun die Mengen X; := {z; | i € I} und X, := {x; | j € J}. Insbesondere
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gilt X, Xy C X. Dann gilt wegen (14) auch

E Oéi(L’Z':—E Oéj(l,’j

il jed
1 1
~ - ZQ{Z‘I’Z‘ = —— Z QT
a < a <
el jeJ
(67 —Q;
3 Y o T
. a ) a
el jeJ
—_— N———
Econv(X1) €conv(X2)

Insgesamt ist also auf beiden Seiten eine Konvexkombination, bestehend aus Elementen
zweier disjunkter Teilmengen der Menge X, welche das selbe Element x darstellen. Es
gilt also z € conv(X;) N conv(Xsy), weswegen der Schnitt der konvexen Hiillen zweier

disjunkter Teilmengen von X insbesondere nicht-leer ist. Dies war genau zu zeigen.
Nun soll die Richtung von (2) nach (1) gezeigt werden.

Sei dafiir x € conv(X) ein beliebiger Punkt der konvexen Menge. Wegen Satz 1.2.4

gibt es also eine endliche Anzahl m an Punkten zy,...,x,, € X mit
i=1

wobei \; € [0,1] mit )", \; = 1. Sei m minimal gew#hlt. Es gilt nun zu zeigen, dass
m<n+ 1.

Angenommen es gilt m > n 4 1. Dann kann die Menge X := {z1,...,2,,} wegen dem
Satz von Radon in zwei disjunkte Teilmengen X; und X, aufgeteilt werden, deren kon-
vexe Hiillen conv(X;) und conv(Xs) einen gemeinsamen Schnitt enthalten. Es gibt also

nichtleere Teilmengen I, J C {1,...,m} mit:

Z Q5 = Z QT (16)

i€l icJ

wobei a; € [0,1] fiir alle 7 € {1,....,m} und >, ., 0 = >, ;o = 1. Sei nun S3; := q;
fiir alle ¢ € I und f3; := —q; fiir alle ¢ € J. Wegen (16) gilt insbesondere ", f;z; = 0.
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Wihle nun ein i € I fiir welches gilt:

a = min { A
6i0 Bz

Definiert man nun \; := \; — gﬁﬁi, so gilt wegen (15) und ( 7), dass \; > 0 fiir alle
io
i € {1,...,m}. Denn fiir positive f3; gilt \; — 2’0 Bi = ﬁl( ) > 0 und damit auch
’LO Z
A > 0. Fiir g; <0 gilt —;\;0 B; > 0, also insbesondere auch )\Z > 0.
20

1€l B¢>0}- (17)

Zudem gilt A, = \;, — %Bio =0 und
%0

IR PE
i=1 i=1 0
i=1 0 =1
=1 =0

Insgesamt gilt also

T Z Biz; =z,
ﬂ 0 =1
H,_/ ——
— =0
wobei \;, = 0 ist, und somit z als Konvexkombination von m — 1 Elementen dargestellt
werden kann. Dies ist ein Widerspruch zu der Annahme, dass m minimal ist. Somit ist

auch diese Richtung bewiesen.
O

4 Anwendungen des Satzes von Helly

Im letzten Kapitel sollen einige Anwendungen des Satzes von Helly vorgestellt werden.
Im wesentlichen handelt es sich um Séatze fiir deren Beweis der Satz von Helly genutzt
wurde. Die Sétze und deren Beweise sind in ihren Grundziigen aus [1] S. 110 - 115 ent-

nommen und die Beweise prazisiert worden. Alternativ kann ein Beweis von Satz 4.4 in
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[9] S. 205 - 206 eingesehen werden. Fiir den Satz 4.5 findet man einen dhnlichen Beweis

in [8] S. 76 - 78. Nun soll es mit dem ersten Satz beginnen:

Satz 4.1: Sei K eine Familie von mindestens n + 1 konvexen Mengen im R"™, wobei
IC endlich ist, oder die Mengen K; € K kompakt sind. Sei C' irgendeine weitere konveze
Menge im R™. Dann existiert eine Parallelverschiebung von C, welche entweder 1. in al-
len Mitgliedern von IC enthalten ist, 2. sie schneidet oder 3. sie enthdlt, falls eine solche

Parallelverschiebung von C' fiir je n + 1 Mitglieder von IC existiert.

Beweis: Seien K; € K die konvexen Mengen der Menge K. Definiere nun die Men-

ge
K :={z € R" | (x+ C) schneidet, enthélt oder ist enthalten in K,}.

Zunéchst soll gezeigt werden, dass die Mengen K auch konvex sind, also fiir zwei belie-
bige Elemente x,y € K/ und X € [0, 1] gilt

Ax+ (1 - Ny e K.
Dies ist in der Tat der Fall.

1. Fall: Sei es zunédchst fiir den Fall gezeigt, dass (z + C) die Menge K; schneidet,

es also gilt:
(x+C)NK,; #@.

Seien dafiir z,y € K! zwei beliebige Elemente. Dann gilt sowohl (z + C') N K; # & als
auch (y+ C)NK; # @. Daher gibt es Elemente € (rt+C)NK; und g € (y+ C) N K;.

Insbesondere sind & und gy auch Elemente in K.

Nun existieren ¢, co € C, sodass T und y dargestellt werden kénnen als:

T T+

y=y-+c
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was sich umformen l&sst zu

Insgesamt erhilt man nun

A4+ (1=Ny=A2—c1)+ (1 =) — )
=M — A1+ (1= N7 — (1 —Neg
= A2+ (1=N)7) — A+ (1= Nea).

/

Vv Vv
:=keK;, da K; konvex :=ceC, da C konvex

Formt man diese Gleichung nun um, so erhalt man
Ar+ (1 =Ny +c=k,

was bedeutet, dass fiir jedes Element der Form Az + (1 — \)y sich stets ein Element
c € C finden lasst um miteinander addiert ein Element k € K; darzustellen. Es gilt also
(A + (1= XNy)+c)NK; # @ und da c in C liegt, insbesondere auch

A+ (1-Ny) +C)NK, #2.

Daher gilt (Az + (1 — \)y) € K.

2. Fall: Analog zeigt sich der Fall, falls K; C (x4 C). Seien also z,y € K| zwei beliebige
Elemente, welche die Forderung erfiillen. Dann gilt, dass fiir alle k € K; es ¢j,co € C

gibt, sodass

k:$+01
k =1y co.

Analog zum ersten Fall erreicht man fiir z,y € K den Ausdruck:

AMA(1=Ny=k—Ac1+(1=Nes) & Ae+ (1= Ny+c=rk.

—~
:=ce(C, da C konvex
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Fiir jedes Element Az + (1 — \)y ldsst sich also stets ein Element ¢ € C' finden, mit dem
jedes k € K; dargestellt werden kann. Daher folgt

K, c((Ae+(1—-Ny) +C)
und insbesondere (Az 4 (1 — \)y) € K.

3. Fall: Auch der dritte Fall (x4 C) C K; verlduft analog. Seien z,y € K| zwei beliebige
Elemente, welche die Forderung erfiillen. Dann gibt es fiir alle ¢ € C Elemente 7,7 € K;

mit

IS
I

X

+c
y+c.

<
Il

Abermals durch analoges Umformen wie in Fall 1, erhilt man:

MM+ (1=Ny= AZ+(1—-Ng) —cerx+(1-Ny+c=k.

~
:=k€K;, da K; konvex

Somit stellt jedes Element Az + (1 — \)y mit jedem ¢ € C ein Element k € K; dar. Daher
gilt

(M+(1-XNy) +C)CK,;

und insbesondere (Az + (1 — \)y) € K.

Somit ist gezeigt, dass es sich bei allen drei Féllen um konvexe Mengen handelt. Da
nun nach Voraussetzung fiir je n+ 1 der K; eine solche Parallelverschiebung von C' exis-
tiert, also ein x; fiir welches x; + C die jeweilige Eigenschaft erfiillt, liegt dieses x; in

allen n 4 1 der jeweiligen beziiglich der K; definierten Mengen K.

Das bedeutet aber, da es sich bei den K] um konvexe Mengen handelt, die zu je n + 1

einen gemeinsamen Punkt haben, dass nach dem Satz von Helly 2.1.1 die Menge

() Ki#2

K, ek

46



4 ANWENDUNGEN DES SATZES VON HELLY

und daher ein 7 € [\ o, K] existiert mit: Z + C schneidet, enthlt oder ist enthalten in
allen K; € K.

Abschliefsend sei noch darauf hingewiesen, dass der Satz von Helly sowohl im endlichen
als auch im unendlichen Fall angewandt werden kann. Im endlichen Fall existieren trivia-
lerweise auch nur endlich viele K} und somit kann der Satz von Helly angewandt werden.
Im unendlichen Fall sind die Mengen K; und C kompakt. Mithilfe der Minkowski-Summe

lassen sich die Mengen K definieren als:
K=K -C=K;+(-)C={z|z=k—c, ke K;, ce C}.

Nach Proposition 1.3.5 ist allerdings bekannt, dass die Minkoski-Summe zweier kompak-
ter Mengen wieder kompakt ist. Somit handelt es sich bei den K um eine unendliche
Anzahl kompakter und konvexer Mengen. Nach dem Satz von Helly 2.1.1 geniigt bereits
eine kompakte Menge in einer unendlichen Familie konvexer Mengen, um diesen anwen-
den zu kénnen.

]

Satz 4.2: Sei L cine endliche Familie von parallelen Strecken im R2. Zusditzlich sol-
len je drei von diesen Strecken von einer Graden geschnitten werden. Dann existiert

eine Grade, die alle Strecken aus L schneidet.

Beweis: Fiir |£]| = 3 ist der Satz klar. Sei daher |£| > 3 und seien 0.B.d.A. alle
Strecken parallel zur y-Achse. Fiir jede Strecke L; € £ sei die Menge K; die Menge aller
(a, B) € R? fiir welche gilt, dass die Grade y = ax + 3 die Strecke L; schneidet. Sei K
die Familie aller K. Insbesondere gilt |£] = |K|.

Zeige also zuniichst, dass die Mengen K; konvex sind. Sei dafiir (xq,y;) € R? das untere
Ende der Strecke L;. Dann gilt:

y1 =+ B &y —ar = f.

Es konnen also fiir alle Geraden, welche den Punkt (zq,y;) schneiden, die 8 in Ab-

héngigkeit von « ausgedriickt werden. Analog gilt dies auch fiir den obersten Punkt

47



4 ANWENDUNGEN DES SATZES VON HELLY

(m2,72) € R? der Strecke L; mit
Yo — Ty = 3.
Insgesamt kann nun die Menge K; ausgedriickt werden als:
K ={(o,8) € R? | yp — awa < B, 41 — oy > B},

wobei (z1,y;) der unterste Punkt der Strecke ist und (xs,ys) der oberste Punkt der
Strecke ist. Insbesondere sind die K; konvex, denn es gilt fiir zwei beliebige Elemente
(o, B1), (g, B2) € K; und A € [0, 1]:

Aag, Br) + (1 = N)(az, B2) = (Aag, AB) + (1 — A)ag, (1 — A)Bs)
= Ay + (1 = N)ag, \G1 + (1 — X)Ba).

Daher ist zu zeigen, dass folgende Ungleichungen gelten:
1. Yo — ()\011 + (1 — /\)Oéz)l‘g S /\51 + (1 — /\)52
Iy — (Aar + (1 = Nag)ry > ABr+ (1 — A)Bs.
Dies ist tatséchlich der Fall, denn fiir 1. gilt:
Yo — (Aag + (1 = Nag)ze < AB1 4+ (1 — A) B
= Y2 — )\CYlZEQ — (1 — /\)Oéz[EQ < )\61 + (1 — )\)62
S Y2 — Aaqwy — (1 = Nagwy — AB1 — (1 = A)B2 <0

& Y2 — Aoz + 51) —(1 = A) (aarz + B2) <0
——— ————

2Y2 2Y2
da sowohl («, 1) als auch (ay, 2) Elemente aus K; sind. Daher folgt fiir ayxs + ;1 :=
Yo + € und anxy + Py :=yo + 0 mit €,0 > 0:

Yo =Nz +€) —(1=XN)(2+0) =12 — Ao —Ae— (L= Nya — (1 = A)d
= (=D(Qe + {1 -N)j) <0,

20 >0

woraus folgt, dass [. wahr ist. Analog lisst sich zeigen, dass II. wahr ist.
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Mit selbigen Schritten und der Tatsache, dass (aq, 81), (ag, B2) € K; erhélt man

Y1 — ()\061 + (]. — /\)(IQ)ZL’l Z /\51 + (]. — /\)52
& y1 — Aoz + Br) —(1 = A) (apzr + 52) > 0
N e’ N e’

<y1 <y2

und schliefslich wird auch mit aqx + 81 := y1 — € und asxy + B2 := y; — 9 wobei e,0 >0
die Ungleichung

y1—ANyr—€)—(1=XN)(y1 —9) = Ae +(1=X)d >0

erfiillt und somit ist die Aussage II. wahr.

Insgesamt bedeutet das also, dass die Mengen K; konvex sind. Wenn nun also fiir jede
Strecke L; eine solche konvexe Menge K; existiert und zudem jeweils drei Strecken eine
gemeinsame Grade haben, die alle drei Strecken schneidet, bedeutet es, dass die jewei-
ligen Mengen K; der Strecken mindestens einen gemeinsamen Punkt haben. Wir haben
also eine endliche Familie X, bestehend aus konvexen Mengen K; C R?, von denen je-
weils drei einen gemeinsamen Punkt haben. Damit sind aber alle Bedingungen fiir den
Satz von Helly 2.1.1 im zweidimensionalen Fall erfiillt und somit gilt, dass ein Punkt
(v, Bo) € mKieICKi existiert. Das heiftt aber wiederum, dass die Grade mit y = agx + 5
alle Strecken aus £ schneidet, was genau zu zeigen war.

O

Satz 4.3: Sei K eine konvere Menge im R™ und H eine endliche Familie von offe-
nen oder geschlossenen Halbraumen H; mit i € I, wobei |I| < oco. Wird die Menge K
von den Halbrdumen H; der Familie H dberdeckt, so wird K von bestimmten n+1 Halb-

raumen H; der Familie H tberdeckt.

Beweis: Sei also H die Familie der Halbrdume, welche K iiberdecken. Sei fiir jedes
H; € H die Menge K definiert als K| := (K \ H;), mit ¢ € I. Die Mengen K sind
offensichtlich konvex. Sei ndmlich H} := (R™\ H;) der Halbraum, der K[ enthilt. Dann
besitzt jeder Punkt z € (0K!)\ H die selben Stiitzhyperebenen wie jedes © € (0K)NHY,
wobei H die zugehérige Hyperebene zu H; und H; ist. Die iibrigen z € 0K] besitzen
alle H als Stiitzhyperebene. Daher ist nach Satz 1.4.10 die Menge K] konvex.
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Die dadurch resultierende Familie H' = {K| | H; € H} ist insbesondere endlich und
besteht aus konvexen Mengen. Zudem gilt (4, K] = @. Wire dies nicht der Fall, es
also ein zg € [\greq K gébe, wiirde es bedeulten, dass xo Element von jedem K ist.
Insbesondere gilt Zzudem xo € K. Daraus folgt aber, dass zo ¢ H, fiir alle H; € H gilt,

was ein Widerspruch zu der Annahme ist, dass die Familie H die Menge K iiberdeckt.

Da die Familie H’ keinen gemeinsamen Schnitt hat, gilt aufgrund der Kontraposition
des Satzes von Helly 2.1.1, dass es n + 1 oder weniger Mitglieder der Familie H' gibt,
welche keinen gemeinsamen Schnitt haben. Es gibt also ein J C I mit |J| < n + 1 fiir

das gilt:

NE =2

iceJ

Daraus folgt aber schlieflich, dass die zugehorigen H; mit ¢ € J die Menge K iiberde-
cken, was genau zu zeigen war.

]

Anmerkung 4.3.1: Der Satz ldsst sich dahingehend verallgemeinern, dass statt ei-
ner Familie von Halbrdumen eine Familie X von konvexen Mengen K; gefordert werden
kann. Allerdings miissen diese die Bedingung erfiillen, dass (K \ K;) konvex ist, was in
der Regel fiir beliebige konvexe Mengen K; nicht erfiillt ist, wohl aber - wie gezeigt - fiir
Halbrdume H;.

Satz 4.4 (Satz von Kirchberger): Zwei endliche Teilmengen X und Y des R™ sind
genau dann strikt trennbar, wenn fir jede Menge S mit |S| >n+2 und S C (X UY)
die Mengen SN X und SNY strikt trennbar sind.

Beweis:
=: Die Hinrichtung ist trivial. Denn fiir ein S C (X UY") gilt insbesondere (SNX) C X
und (SNY) CY.Da X und Y strikt trennbar sind, sind auch alle Teilmengen von X

und alle Teilmengen von Y strikt voneinander trennbar und somit auch SNX und SNY.

<: Sei [ X UY|>n+2. Seien zudem x := (21,...,2,) € X und y := (y1,...,y,) € Y.
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Zunéchst kann festgestellt werden, dass aufgrund der Voraussetzung fiir jede Wahl von
S eine Hyperebene existiert, die (S N X) und (S NY) strikt voneinander trennt und
somit 0.B.d.A. fiir alle z € (SN X) gilt:

re{zeR"|(d,2) >}
und analog fiir alle y € (SNY)
yelseR | (o,2) < B}

fiir eine bestimmte aber nicht unbedingt eindeutige Wahl von o/ = (ay, ..., a,,) € R™ und
B € R. Dies lisst sich auch schreiben als

re{zeR" | ag+ 121+ ... + a2z, > 0}
und

ye{zeR" | ag+arz1 + ... + apz, <0}
mit —f := ay.

Definiere nun fiir alle x € X und y € Y die offenen Halbrdume

H, = {a = (ag, ...,an) € R™™ | o + Zaixi > 0}
i=1

H, = {Oz = (ag, ..., ) € R™ | ag + Zaiyi < 0} )

=1

wobei H,, H, C R""!. Da die Halbrdume H, und H, abhiingig von den jeweiligen  und
y sind und da die Mengen X und Y endlich sind - und somit auch S endlich ist - bilden
alle H, und H, eine endliche Familie H von Halbraumen. Wie bereits gezeigt gibt es
nach Voraussetzung fiir jede Wahl von S, also einer beliebige Auswahl an mindestens
n + 2 Punkten von X UY, mindestens eine Wahl von «, welche die strikte Trennung
von SN X und SNY erfiillt. Dies ist aber gleichbedeutend damit, dass es ein Punkt
a € R™*! gibt, welcher in jedem Halbraum beziiglich der Elemente aus dem gewiihlten

S enthalten ist und somit ein gemeinsamer Punkt dieser Halbriume ist.
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Somit ergeben sich aber fiir jede Wahl von S mindestens n+2 Halbraume (da |S| > n+2),
die ein gemeinsames a und damit einen gemeinsamen Schnitt aufweisen. Da Halbraume
nach Lemma 1.4.2 konvex sind, die Familie H der Halbrdume endlich ist und fiir alle
H,, H, C R"*! gilt, folgt nach dem Satz von Helly 2.1.1, dass alle Halbriiume in H einen

gemeinsamen Punkt & := (&, ..., &, ) besitzen, fiir den gilt:
o + Zdﬂz‘ > ( fiir alle z € X und
i=1

o + Zo?iyl- <0OfiiralleyeY
i=1

und damit fiir & := (4, ..., &,) und alle z € X sowie y € Y folgt

ref{zeR" | (&, z2) > —&}

ye{zeR"|(d,z2) < —ap}.

Somit lassen sich die Mengen X und Y strikt trennen, was genau zu zeigen war.
O

Satz 4.5: Ser X eine kompakte Teilmenge des R". Wenn fiir je n+ 1 Punkte von X ein
Punkt y € X existiert von dem aus alle n+1 Punkte sichtbar sind, das heif$t die Strecke
zwischen y und dem jeweiligen Punkt komplett in X liegl, dann ist die Menge X stern-

formag, das heifit es gibt einen Punkt z € X, von dem aus alle Punkte in X sichtbar sind.

Beweis: Definiere zunichst fiir jedes x € X die Menge
Vo:i={y e R" [ [z,y] C X},

also die Menge aller y die von x aus sichtbar sind. Die Eigenschaft der Sichtbarkeit
beruht auf Gegenseitigkeit, das heifst: ist y von = aus sichtbar, so auch x von y aus.
Dadurch gilt nach Voraussetzung fiir je n + 1 der Mengen V., dass sie mindestens einen
gemeinsamen Punkt haben, denn es gibt fiir je n + 1 Elemente x € X ein solches y von

dem aus alle sichtbar sind.

Es gilt nun zu zeigen, dass [),cx Vo # 9. Aufgrund des Satzes von Helly 2.1.1 ist
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bekannt, dass ein y, existiert, mit

Yo € ﬂ conv(V,). (18)

zeX

Der Grund ist, dass die Mengen V,, im allgemeinen nicht konvex sind, jedoch die konvexe

Hiille conv(V,) und aufgrund der Definition der konvexen Hiille gilt:
Vi C conv(Vy).

Da je n+1 der V, einen gemeinsamen Schnitt haben, haben diesen gemeinsamen Schnitt
auch insbesondere die n + 1 dazugehorigen konvexen Hiillen conv (V). Zuletzt sei noch
zu erwihnen, dass es unendlich viele conv(V,,) gibt, da X unendlich ist. Da die V, aus
Elementen bestehen die eine abgeschlossene Strecke garantieren, sind diese offensicht-
lich auch abgeschlossen. Fiir die abgeschlossenen Mengen V, gilt zudem V, C X. Da
X kompakt ist, sind auch die Teilmengen V, als abgeschlossene Teilmenge einer kom-
pakten Menge kompakt. Nach Satz 2.4.2 ist die konvexe Hiille einer kompakten Menge
auch kompakt. Somit kann der Satz von Helly 2.1.1 fiir den unendlichen Fall angewandt

werden.

Nun gilt es zu zeigen, dass jenes yo im Schnitt (), V; liegt.

Angenommen dies ist nicht der Fall. Dann existiert ein x € X und ein u € [yo, x) \ X,
also ein Element u auf der Strecke, welches somit auferhalb der Menge X liegt und
existieren muss, da gy von x aus nicht sichtbar ist.

Des Weiteren existiert ein 2/ € X N [u,x] mit [u,2’) N X = &. Merke, dass 2’ € X
liegt, aber die halboffene Strecke zwischen v und 2" keinen Schnitt mit X hat. Demnach
liegt 2" auf dem Rand von X, der aufgrund der Abgeschlossenheit von X existiert.
Wiéhle nun ein w € (u,z’), sodass

1
oo = &' = Sd(u, X)

gilt, wobei d(u, X) der Abstand zwischen einem Punkt und einer Menge ist.
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Wihle zusétzlich v € [u, w] und ein xy € X, sodass gilt
||$0 - U” = d([ua U)],X),

wobei d([u,v], X) der Abstand zwischen zwei Mengen ist. Da z, der nichstgelegene
Punkt aus der Menge X zu v ist und demnach auf dem Rand von X liegt, gilt fiir die
Menge V,,, dass sie in einem geschlossenen Halbraum H, liegt, welcher begrenzt wird
von einer durch x( laufenden Tangentialhyperebene H. Diese verlduft zudem senkrecht
zu der Strecke [v,zo]. Denn wére dies nicht der Fall so wiirde ein offener Ball B, mit
Mittelpunkt v und Radius r = d(v, z¢) einen Schnitt zur Hyperebene H aufweisen. Die
Elemente im Schnitt H N X sind alle von z( aus sichtbar und liegen insbesondere in X.
Schneidet aber nun H den Ball B, so gibt es damit Elemente in X welcher ndher an v

liegen als xy was ein Widerspruch zur Minimalitit von v ist, woraus die Behauptung folgt.

Zudem ist v ¢ H,. Wegen V,, C H, gilt auch insbesondere conv(V,,) C H, sowie
wegen (18) auch yy € conv(V,,), da zy € X. Daraus folgt aber insbesondere, dass der
Winkel Zygvzg < 7 ist, denn wiére er 7 so verliefe die Tangentialhyperebene durch zg
parallel zur Strecke [y, 2] und yo wére nicht in H, enthalten. Ebenso wire yo im Falle
von Zyyvwg > 5 nicht in H, enthalten. Des Weiteren gilt fiir den Winkel Zyoxov > 7,
was ebenfalls daraus folgt, dass yo in H, enthalten ist, wobei hier die Gleichheit bedeuten

wiirde, dass yo auf H liegt. Aufgrund der Wahl von v gilt allerdings
1
dv,X) <d(w,X) = Ed(u,X) <d(u,X),

woraus unmittelbar v # u folgt. Wegen der resultierenden Winkel kann aber ein Dreieck
mit den Eckpunkten gy, v und zy kontruiert werden, wobei in jedem Fall ein Element auf
der Strecke [yo, v] gefunden werden kann, dessen Abstand zu z kleiner als der Abstand
d(v, zg) ist. Ein solcher Punkt ldsst sich insbesondere in der offenen Strecke [u, v) C [u, w]
finden. Sei ndmlich vy der Punkt welcher auf der Strecke [yo, v] liegt und fiir den gilt, dass
die Strecke [vg, zo] orthgonal zu [y, v] liegt. Befindet sich nun w auf der Strecke [y, vo] so
liegt vg € [u,v) und es gilt d(vo, xg) < d(v,x). Liegt u auf der Strecke (vg,v), so erfiillt
aufgrund der Konstruktion jedes Element v" € [u, v) die Eigenschaft d(v', xy) < d(v, zo).
Somit wiirden aber sowohl vy als auch die v’ in [u, w] liegen. Dies ist jedoch ein Wider-
spruch zur Minimalitit des Abstandes von v € [u, w] zur Menge X.

[
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Satz 4.6: Sei X eine Menge des R™ mit dem Durchmesser diam(X) < 2, wobei diam(X) :
sup{d(z,y) | x,y € X}. Dann liegt X in einer geschlossenen Kugel mit dem Radius
\/nzfl. Falls X nicht in einer kleineren Kugel liegt, enthdlt der Abschluss X die Eck-
punkte eines n-Simplex der Kantenlinge 2.

Beweis: Zeige den Beweis zunichst fiir eine Menge X mit | X| < n + 1, da der Be-

weis fiir eine beliebige Menge hieraus folgt.

Sei also X eine Teilmenge des R"™ mit |X| < n + 1. Sei y das Zentrum der kleinsten

geschlossenen Kugel B, welche X enthilt und sei r der Radius dieser. Sei zudem

{0, am} :={z e X |[ly — x| = r}

die Menge aller x € X welche den Radius von B als Abstand zum Mittelpunkt y haben,
wobei m < n gilt, da diese Eigenschaft hochstens alle x € X erfiillen konnen oder auch

weniger. Offensichtlich gilt y € conv({xg, ..., Tm}).

Es gelte 0.B.d.A y = 0. Daraus folgt allerdings, dass es \; € [0, 1] gibt, mit

Da nach Voraussetzung diam(X) < 2 folgt fiir jedes j,i € {0, ..., m}, dass gilt:

dyy = s — ;) < 2 (20)
und daher auch
2
dij2 = ||‘T1 - xj”Q - Z(xlk - xik)Q = Z(‘T’Lkz - 2x2kx2k + ‘rikQ)
k=1 k=1

= (@, 25) — 2(y, 25) + (x5, 2;)
= ||z ||> —2(zs, z;) + ||z
~; 5

= 27“2 — 2<£IZ',L,CIZJ>
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Fiir jedes j gilt nun aber wegen d;; < 2 fiir alle 4,5 € {1,...,m} und somit d;;* < 4,

sowie fiir d;; = 0 die Ungleichung

= >\de3 2 )\OdOJ )‘j djj >\m dmj

e+ =+ <
> Fob 2 <R
1=0 \7/_/ Z;ﬁ]

und daher

4
1=0
SN2t O A2(w, )
- Z 4 Z 4
1=0 1=0
r? — 1 &
=52 A5 Milwn )
=0 i=0
—— N —
-1 =0
=

da aufgrund der Rechenregeln fiir das Standardskalarprodukt

m
E (T, x5) = g N, Tj) =
i=0

H/—/

=0 wegen (19)

gilt.

Summiert man nun 1 — \; > & uber J, so erhdlt man daher

7=0 7=0 7=0
—1
und insgesamt also
2 2m
> 1)— > r? >
m (m—l—)2 12T e
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Da m < n ist, folgt wegen r? < % < nQ—fI daher auch unmittelbar:
2n
r < .
“Vn+1

Der Fall r = \/nzfl impliziert, dass kein Element in (20) gefunden werden kann, sodass
d;; < 2 gilt. Daher muss m = n gelten und eben auch d;; = 2 fiir alle ¢,j € 0,...,m = n.
Dann haben aber alle z € X den selben Abstand zum Mittelpunkt y des Balls B und
liegen daher alle auf dem Rand der Menge X. Zudem ist ihr Abstand jeweils 2 und somit

bilden Sie ein n-Simplex mit Eckpunkten in X und Seitenliinge 2.

Letztlich folgt hieraus auch der Fall fiir eine Menge X mit |X| > n + 1. Betrachte man
nimlich eine Teilmenge X C X mit |X| = n + 1. Insbesondere gilt auch diam(X) < 2.
Daher liegen alle # € X in einer Kugel B vom Radius r = \/nzfl Betrachte nun die
abgeschlossenen Kugeln Bj; definiert durch

2n
— 7 <
Iy - ) < n+1},

ng = {yERn

also jene Kugeln um die jeweiligen # € X mit dem Radius r. Dann gilt, dass sich je
n + 1 der abgeschlossenen Kugeln Bj; schneiden, da der maximale Abstand zwischen
zwei Elementen in B maximal 2r ist. Insbesondere ist eine Kugel eine konvexe Menge.
Da dies fiir jede n + 1-elementige Teilmenge X C X gilt, weisen somit je n + 1 solcher
Bille B; einen gemeinsamen Schnitt auf. Daher gilt nach dem Satz von Helly 2.1.1, dass
es ein § € (),cx B: gibt, dessen Abstand zu jedem x € X genau r betrigt und somit
die abgeschlossene Kugel B; alle x € X enthélt.

Da die B; abgeschlossen sind und eine Kugel per Definition auch beschriankt, sind die-
se auch kompakt, wodurch der Satz von Helly auch angewandt werden kann, wenn die
Menge X unendlich grofs ist.

m
Satz 4.7: Sei K ein konvexer Korper im R™. Dann existiert ein Punkt y € K, sodass
fiir jede Strecke [u,v] C K mit u,v € K die durch y verlduft, gilt:

ly—ul _ n
Jo—ull = n1
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Beweis: Definiere zunichst fiir jeden Punkt z € K die Menge

K, =xz+ (K — ).

n+1

Es ist zu zeigen, dass [,y K, # @ gilt. Nach dem Satz von Helly 2.1.1 geniigt es zu
zeigen, dass der Schnitt von n+1 Elementen xz, ..., z, € K das Element y := n%l Yoo T
beinhaltet.

Dies ist in der Tat der Fall, denn fiir jedes j gilt:

n 1 1 n
T (ﬁzxi_%> _xj+n+1;x"_n+1xj
i#]

7]

und daher auch

y=z;+

n
(Z% j)E%'JFn—H(K—Z‘j)a

i#]

da % > ; &; eine Konvexkombination von Elementen aus A ist und K konvex ist. Somit

ist y in jeder der n + 1 Mengen K, mit j € {0,...,n} vorhanden.

Des Weiteren ist K, konvex, denn es gilt fiir zwei beliebige Elemente 1], y5 € K, dass

sie dargestellt werden konnen als:

, n , n
= _— —_ d = _— —
Uy 1:+n+1(y1 x) und ) :l?+n+1(y2 x)

fiir bestimmte y;, y, € K. Daraus folgt aber fiir ein A € [0, 1]:

+1wy—ww+u—AXx+5§7wm—@>

0 = A0) + (1= N+ = (1= Ay = (1= V)

Az

=2+ ——Owi + (1= Nz —2).
$+n+1(\y1+(v )y2 =)

€K, da K konvex.
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Da also je n+ 1 konvexe und kompakte Mengen K, einen gemeinsamen Schnitt besitzen

existiert nach dem Satz von Helly 2.1.1 ein gemeinsames yq in allen K.

Sei nun [u,v] eine beliebige Strecke die durch yy verlduft mit u,v € JK. Insbesondere
liegt dann yo auch in der Menge K, und daher auch auf der Strecke yo € u+:25 ([u, v]—u).
Das heifst also es gibt ein A € [0, 1] mit

Yo :u+nL+1()\v+(1 —Nu—u)=u+ n:l_l()\v—)\u) =u-+ nj_l/\(v—u).
Daraus folgt durch elementare Umformung allerdings
n n
= —ANv—u) e y—u=——>Av—
Yo=u+ ——Av—u) Sy —u=——TAv-u)
:HZJO—UH: n < n 7
lv — ul| n+1 - n+1

was genau zu zeigen war.

]

Satz 4.8: Ser X' eine additive Familie von Mengen, welche alle Halbraume des R™ bein-
haltet. Sei zudem f eine Funktion mit f : X — [0,00), welche folgende Eigenschaften
erfillt:

I Pir X,Y € X gilt f(XUY) < f(X)+ f(Y).
II. Fiir X,)Y e X mit X CY gilt f(X) < f(Y).

III. Es gibt eine beschrinkte Menge B C R", sodass (R™\ B) € X und f((R"\ B)) <
%Hf(R”) qgilt.

Dann existiert ein T € R™, sodass fiir jeden offenen Halbraum H welcher ¥ enthdlt, gilt:
f(H) > 25 f(R™).

Beweis: 0.B.d.A. soll gelten f(R") = 1. Sei H die Familie aller offenen Halbrdume
in R™ und fiir jedes H € H sei H' der abgeschlossene Halbraum (R™ \ H). Sei zudem G
eine Teilfamilie von H welche alle offenen Halbrdume G € H mit f(G) < ﬁ enthalt
und seien analog G’ die dazugehorigen geschlossenen Halbriaume. Dann wird fiir je n+ 1
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Mitglieder Gy, ..., G, der Familie G wegen der Voraussetzung (I.) die Ungleichung

n

fley <3 e <1,

=0

erfiillt, woraus wiederum
G #Rr
i=0

folgt, da f(R™) = 1 gilt. Daraus folgt sofort
(G # 2.
i=0

da es mindestens ein Element in R™ geben muss, was in keinem der n + 1 Mengen G;
enthalten ist und somit in jedem der zugehdrigen . Nun gilt nach dem Satz von Helly
2.1.1, dass jede endliche Teilfamilie {G' | G € G} einen gemeinsamen Schnitt hat, da
sie aus Halbrdumen und somit konvexen Mengen besteht und je n + 1 Elemente einen

gemeinsamen Schnitt aufweisen.

Betrachtet man nun eine beschrankte Menge B, welche die Eigenschaften III. erfiillt,
so ist es moglich eine weitere Teilfamilie / von H zu finden, deren Schnitt (),.r F’
beschriankt ist und die Menge B beinhaltet, wobei wieder analog F’ := (R"\ F) gilt.
Somit folgt fiir jedes ' € F dann

FC(RN(]F)CUW\BL

FeF
da aus B C () F' eben (R”\ N F’) C (R™\ B) folgt.
FeF FeF

Wegen I1. und III. folgt aber fiir jedes F' sofort

1

JF) < J®R\B) <

und folglich ist aufgrund der Konstruktion der Familie G jedes F' in G enthalten. Somit

sind auch die F’ in der iiberabzidhlbaren Familie G’ enthalten.
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Da fiir jede endliche Teilfamilie {G’ | G € G} ein gemeinsamer Schnitt existiert, existiert
ein gemeinsamer Schnitt insbesondere auch fiir jede endliche Teilfamilie welche jedes F’
enthélt. Dies bedeutet aber, dass alle G’ € G" die Menge (.5 £ schneiden. Die G’ sind
per Definition abgeschlossen. Die Menge (). F" ist als Schnitt abgeschlossener Mengen
ebenfalls abgeschlossen und aufgrund der Konstruktion ebenfalls beschrinkt und daher
wegen Satz 1.1.5 kompakt. Somit kann der unendliche Fall vom Satz von Helly 2.1.1

angewandt werden und daher gibt es ein z* fiir das gilt:

= ﬂ g.
G'eg’
Das bedeutet also, dass x* € G’ fiir alle offenen Halbrdume G € G, also jene Halbraume
G die f(G) < #1 erfiillen. Sei nun abschliefend J ein offener Halbraum, welcher z*
enthilt. Dann gilt f(J) > —5. Denn wire dies nicht der Fall - also f(J) < 5 gelte
- wiirde daraus folgen, dass x* in J’ enthalten ist, was aber ein Widerspruch dazu ist,
dass z* € J gilt.

[]
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