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1 Einleitung

Betrachtet man die Méchtigkeit G, 4 des Verbandes der Unterrdume eines n—dimensionalen
Vektorraums iiber einem endlichen Kérper mit ¢ Elementen, so kommt man auf die Rekursi-
onsformel der Galoiszahlen

Gng=2Gn-14+ (qnil - 1)Gn—2,q

fiir n > 2. Faigle [4] hat die Frage gestellt, ob sich diese Rekursionsformel fiir n > 3 geo-
metrisch interpretieren l&sst, d.h. ob sich ein solcher Verband, der kurz mit L(n,GF(q))
bezeichnet wird, disjunkt in zwei Teilverbinde isomorph zu L(n — 1, GF(q)) und ¢"~! — 1
Teilverbande isomorph zu L(n — 2, GF(q)) zerlegen liasst. Daraus ergibt sich ein kombinato-
risches Problem, das sogenannte Intervallzerlegungsproblem.

In einer vorausgehenden Arbeit [13] wurde dieses Problem unter Verwendung symmetrischer
Kettenzerlegungen untersucht. Dort wurde gezeigt, dass ein spezielles Verfahren, der Algorith-
mus von Vogt und Voigt, eine entsprechende Intervallzerlegung von £(n, GF(2)) mit n < 4
liefert, dies aber fiir n > 5 nicht kann.

In dieser Diplomarbeit wird gezeigt, dass es fiir n > 5 keine solche Intervallzerlegung von
L(n,GF(2)) gibt; ein Resultat, das auf Hochstittler [8] zuriickgeht. Uber Kérpern mit mehr
als zwei Elementen hat das Intervallzerlegungsproblem eine deutlich komplexere Struktur. Ne-
ben dem Beweis einiger allgemeiner Aussagen werden insbesondere Intervallzerlegungen von
L(n,GF(3)) gesucht. Das zentrale Resultat ist, dass eine Intervallzerlegung von £(5, GF(3))
existiert.

Da Verbinde iiber endlichen Kérpern untersucht werden, sollten zunéchst einige Grundlagen
zu endlichen Koérpern und Verbdnden vorgestellt werden. Dies wird in Kapitel 2 getan.
Anschliefend werden in Kapitel 3 GauR’sche Koeffizienten und Galoiszahlen behandelt. Uber
die Rekursionsformel der Galoiszahlen kann dann auch das kombinatorische Problem formu-
liert werden, das in dieser Arbeit untersucht wird.

Um zu dieser Untersuchung voranzuschreiten, werden noch einige Resultate aus der Graphen-
theorie, die sich auf die Existenz von Matchings beziehen, als niitzlich erachtet. Diese sind
Inhalt von Kapitel 4.

Danach kann in Kapitel 5 das Intervallzerlegungsproblem genauer betrachtet werden.



2 GRUNDLAGEN

2 Grundlagen

Zuerst werden endliche Kérper und dann Verbénde behandelt.

2.1 Endliche Korper

In diesem Abschnitt soll untersucht werden, welche endlichen Kérper es gibt. Dazu wird der
Weg gegangen, der auch in anderen Schriften wie [9] oder [6] zu finden ist: Zuerst werden
Ringe im Allgemeinen betrachtet und Ergebnisse herausgearbeitet, die sich dann konkret auf
Korper anwenden lassen. Danach wird gezeigt, dass die Méchtigkeit eines endlichen Kérpers
stets eine Primzahlpotenz ist und dass auch zu jeder Primzahlpotenz ein bis auf Isomorphie
eindeutiger Korper existiert, dessen Machtigkeit eben diese Primzahlpotenz ist.
Vorausgesetzt werden grundlegende Resultate der Gruppentheorie, insbesondere die iiber
Gruppenhomomorphismen sowie endliche und zyklische Gruppen.

2.1.1 Ringe

Zuerst werden die Definitionen von Ring und Unterring rekapituliert.
Definition 2.1. Eine algebraische Struktur (R,+,-) heift Ring, wenn R eine nichtleere
Menge ist und + und - zwei bindre Verkniipfungen sind, sodass gilt:

1. (R,+) ist eine abelsche Gruppe.

2. (R,-) ist eine Halbgruppe mit neutralem Element.

3. Fiir alle a, b, c € R gelten die Distributivgesetze

a-(b+c)=a-b+a-c
(a+b)-c=a-c+b-c

Erfiillt R zusédtzlich noch die Bedingung
4. Firallea,be Rgilta-b=5"a,

so heifst (R, +, ) kommutativer Ring.

Definition 2.2. Sei (R, +,-) ein Ring und R’ C R. Ist (R/, +,-) ein Ring und 1 € R/, so heift
R’ Unterring von R.

Anstatt (R,+,-) schreibt man auch einfach R, sofern klar ist, dass der Ring und nicht die
Menge R gemeint ist. Auferdem ist es {iblich, das neutrale Element der Addition mit 0 und
das der Multiplikation wahlweise mit 1 oder e zu bezeichnen. Fiir das zu einem Element a € R
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additiv inverse Element schreibt man —a, fiir das multiplikativ Inverse a~'. Auferdem wird
b— a anstatt b+ (—a), ab anstatt a-b, na anstatt a+ ...+ a (n Summanden) und a™ anstatt
a-...-a (n Faktoren) verwendet.

Bekannte Beispiele fiir Ringe sind die Restklassenringe von Z modulo n. Man fiihrt diese
iiblicherweise ein, indem man auf dem Ring (Z,+,-) durch a = b :< a =0 (mod n), a,b € Z
eine Aquivalenzrelation definiert und beziiglich dieser den Quotientenring betrachtet.

Eine Verallgemeinerung dieses Vorgehens auf beliebige Ringe stellen die Ideale dar.

Definition 2.3. Sei (R, +, ) ein Ring. Eine Untergruppe I von (R, +) heift Ideal in R, wenn
fiir alle @ € I und alle r € R auch ar,ra € I gilt. Ist I ein Ideal in R, so schreibt man I < R.

Beispiel 2.4. Die Ideale in Z sind genau die mZ mit m € INy.

Beweis. Trivialerweise sind {0} und Z Ideale in Z. Sei nun I # {0} ein Ideal in Z und
0 # k € I. Da (I,4) eine Gruppe ist, liegt auch —k in I, sodass I mindestens eine positive
Zahl enthélt. Sei m die kleinste positive Zahl in I. Man zeigt nun mZ C I und I C mZ:

e mZ C I:
Da (Z,+) zyklisch, ist dies auch (I, +) als Untergruppe von (Z,+), was aus der Grup-
pentheorie bekannt ist. Also ist {mn |n € Z} =mZ C I.

o [ CmZ:
Sei y € I. Teilt man y durch m mit Rest, so erhélt man y = xm + r mit y,r € Z und
0<r<m.lIstr+#0,sofolgt y—axm = r € I. Dies ist ein Widerspruch, denn m war
als kleinste positive Zahl in I angenommen. Also ist 7 = 0 und demzufolge y € mZ.

Insgesamt folgt I = mZ fiir ein m € INy. O

Analog zur Kongruenz modulo einer natiirlichen Zahl wird die Kongruenz modulo eines Ideals
definiert.

Definition 2.5. Sei R ein Ring und I < R. Dann heiflen zwei Elemente a,b € R kongruent
modulo I, wenn a — b € I ist. Man schreibt in diesem Fall a = b (mod I).

Es lisst sich leicht zeigen, dass dies auch eine Aquivalenzrelation auf R definiert. Die Neben-
klassen bezeichne man mit

rl:={r+k|kel}

fiir r € R und R/I sei die Menge der Nebenklassen. Definiert man Operationen + und - auf
R/I durch
[a] +[b] = [a + b]

und
[a] - [b] = [a - b]

auf R/I, so sind diese wohldefiniert. Eine standardmiiRige Uberpriifung der Axiome aus De-
finition 2.1 zeigt, dass (R/I,+,-) damit ein Ring ist.
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Definition 2.6. Sei R ein Ring und I < R. Der Ring (R/I,+,-) wird Restklassenring von
R modulo I genannt.

Als nichstes soll der Primring eines Ringes eingefithrt werden und es wird gezeigt, dass dieser
isomorph zu Z/mZ fiir ein m € Ny ist. Dazu werden zundchst Ringhomomorphismen benétigt.

Definition 2.7. Seien R, R’ Ringe. Eine Abbildung ¢ : R — R’ heifit ein Ringhomomor-
phismus, wenn fiir alle a,b € R gilt:

L. ¢(a+b) = ¢(a) + &(b),
2. ¢(ab) = p(a)é(b),
3. (1) = 1.

Ist ¢ bijektiv, so heift ¢ Ringisomorphismus. Existiert ein Ringisomorphimus ¢ : R — R/,
so bezeichnet man R und R’ als isomorph und schreibt R = R'.

Definition 2.8. Seien R, R’ Ringe und ¢ : R — R’ ein Ringhomomorphismus. Dann ist das
Bild von ¢ als
Bild(¢) :=={r' e R' | Ir e R: ¢(r) =1'}

und der Kern von ¢ als

Kern(¢) := {r € R | ¢(r) =0}
definiert.

Bild und Kern eines Ringhomomorphismus erfiillen bestimmte algebraische Eigenschaften,
wie die folgende Proposition zeigt.

Proposition 2.9. Seien R, R’ Ringe und ¢ : R — R’ ein Ringhomomorphismus. Dann ist
Bild(¢) ein Unterring von R’ und Kern(¢) ein Ideal in R.

Beweis. Es werden beide Aussagen gezeigt:

e Bild(¢) ist ein Unterring von R':
Aus der Gruppentheorie ist bekannt, dass (Kern(¢),+) eine Untergruppe von (R, +)
und (Bild(¢),+) eine Untergruppe von (R, +) ist.
Da R’ ein Ring ist, ist (R, +) abelsch, und damit ist auch die Untergruppe (Bild(¢), +)
von (R',+) abelsch. Seien nun o', b" € Bild(¢), d.h. es gibt a,b € R mit a’ = ¢(a) und
b = ¢(b). Dann folgt

db = o(a)p(b) = ¢(ad) € Bild(e),

also ist Bild(¢) beziiglich der Multiplikation abgeschlossen. Da das Assoziativgesetz der
Multiplikation in R’ gilt, gilt es insbesondere auch in Bild(¢), womit (Bild(¢),-) ein
Halbgruppe ist. Auferdem ist ¢(1) = 1 € Bild(¢), d.h. das neutrale Element von (R, -)
liegt in Bild(¢) und ist damit auch neutrales Element von (Bild(¢), -). Schlieflich bleibt
festzustellen, dass die Distributivgesetze in R’ also insbesondere in Bild(¢) gelten. Also
ist Bild(¢) ein Unterring von R'.
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e Kern(¢) ist ein Ideal in R:
Mit der Vorbemerkung ist also (Kern(¢), +) eine Untergruppe von (R, +). Sei nun a €
Kern(¢) und r € R. Dann gilt

¢(ar) = ¢p(a)¢(r) = 0- ¢(r) = 0 und
¢(ra) = ¢(r)g(a) = ¢(r) - 0 =0,
also ar,ra € Kern(¢). Somit ist Kern(¢) < R.
Insgesamt ist die Proposition bewiesen. O

Es wird jetzt der Homomorphiesatz fiir Ringe bewiesen, der Kern und Bild eines Ringhomo-
morphismus in Verbindung bringt.

Satz 2.10 (Homomorphiesatz fiir Ringe). Seien R, R’ Ringe und ¢ : R — R’ ein Ringhomo-
morphismus. Dann ist die Abbildung

¢ : R/Kern(¢) — Bild(¢),
[r] = ¢(r)

ein Ringisomorphismus, insbesondere gilt also R/Kern(¢) = Bild(¢).

Beweis. Die Abbildung ® ist wohldefiniert, denn fiir [a] = [b], also a — b € Kern(¢), gilt
¢(a) — ¢(b) = ¢p(a — b) = 0 und damit ¢(a) = ¢(b).

Um zu zeigen, dass ® ein Ringhomomorphismus ist, werden die Axiome aus Definition 2.7
iiberpriift.

Man kann nun die Injektivitit des Homomorphismus durch Kern(®) = {[0]} zeigen, was aus
der Gruppentheorie bekannt ist und sich ebenso auf Ringhomomorphismen anwenden l&sst.
Fiir [r] € Kern(®) gilt ¢(r) =0, d.h. r = r — 0 € Kern(¢). Damit ist [r] = [0] beziiglich dem
Ideal Kern(®). Die Surjektivitdt von & folgt daraus, dass fiir jedes ¢(r) € Bild(¢) durch [r]
ein Urbild unter ® gegeben ist.

Insgesamt handelt es sich bei ® also um einen bijektiven Ringhomomorphismus, d.h. um einen
Ringisomorphismus. O

Besonderes Interesse gilt dem Bild Ze von ¢ : Z — R mit ¢(n) = ne, das nach Proposition
2.9 ein Ring ist.

Definition 2.11. Sei (R, +,-) ein Ring und e das neutrale Element von (R, -). Der Unterring
Ze von R wird Primring von R genannt und mit P(R) bezeichnet.
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Man kann den Primring eines Ringes als dessen kleinsten Unterring ansehen. Betrachtet man
némlich einen anderen Unterring S C R, so gilt per Definition e € S, und S ist beziiglich der
Addition abgeschlossen. Daraus folgt aber schon ne € S fiir alle n € Z, also Ze C S.

Mit Hilfe des Homomorphiesatzes kann man nun schliefen, wie der Primring eines Ringes
auszusehen hat.

Proposition 2.12. Sei R ein Ring. Der Primring P(R) von R ist entweder isomorph zu Z.
oder zu Z./mZ fir ein m € IN. Gilt letzteres, so ist m die kleinste positive Zahl mit me = 0.

Beweis. Nach dem Homomorphiesatz gilt P(R) = Z/Kern(¢) und nach Proposition 2.9 ist
Kern(¢) ein Ideal in Z. Die Ideale in Z sind nach Beispiel 2.4 genau die mZ mit m € IN°. Ist
m =0, so gilt also P(R) = Z, andernfalls P(R) = Z/mZ mit m € IN.

Ist Kern(¢) = mZ und ® der zu ¢ zugehorige Isomorphismus aus dem Homomorphiesatz, so
folgt ®([a]) = ae # 0 fiir a € {1,...,m — 1} und ®([m]) = ®([0]) = me = 0. Somit ist m die
kleinste positive Zahl mit me = 0. O

Dies ist die Grundlage fiir den folgenden Begriff.

Definition 2.13. Sei R ein Ring und P(R) sein Primring. Ist P(R) ~ Z, so sagt man, dass
R die Charakteristik 0 hat und schreibt kurz char(R) = 0. Ist P(R) ~ Z/mZ mit m € N,
so sagt man, dass R die Charakteristik m hat und schreibt kurz char(R) = m.

Fiir den Ring, der ausschlieflich aus einem Nullelement besteht, wird keine Charakteristik
definiert.

Mit Hilfe dieser Erkenntnisse ist es nun moglich, endliche Kérper iiber ihre Méchtigkeit zu
charakterisieren.

2.1.2 Michtigkeit endlicher Korper

Eingangs werden Schiefkdrper und Korper definiert.
Definition 2.14. Ein Ring (R, +, ) heift Schiefkdrper, wenn (R\{0},-) eine Gruppe ist.

Beispiel 2.15. Die Menge der Quaternionen H ist definiert durch H := {a + bi + ¢j + dk |
a,b,c,d € R}. Auf dieser Menge definiert man die Addition + durch

(a1 + bii + c1j + dik) + (a2 + bai + coj + dok)
=a1 +ag + (b1 +b2)i + (c1 + ¢2)j + (di + da)k
und die Multiplikation - durch
(a1 + b1i + c1j + dik) - (a2 + bai + coj + dok)
=(arag — biby — c1ca — didz) + (a1ba + agby + c1da — cady)i
+(aica — bida + azeq + bady)j + (a1da + bica — bacy + azdy)k,

also indem man die Distributivgesetze wie gewohnt auf die beiden Faktoren anwendet und die
Beziehungen i? = j2 = k% = ijk = —1 beachtet.
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Dann ist (H, +, -) ein Schiefkorper; die entsprechenden Axiome kénnen routineméfig tiberprift
werden.

Der Schiefkorper (H,+, ) ist nicht kommutativ, dann man erhilt k£ = ¢j, wenn man die
Beziehung k% = ijk von rechts mit ¥~ multipliziert, aber —k = ji, wenn man i?> = ijk von
links mit ji~! multipliziert und j? = —1 verwendet.

Bei einem Koérper wird so etwas ausgeschlossen.

Definition 2.16. Ein Schiefkérper heiffit Kérper, wenn er kommutativ ist.

Man erhélt also die Kérperaxiome, indem man in den Ringaxiomen aus Definition 2.1 das 2.
Axiom durch

2. (R\{0}, ) ist eine kommutative Gruppe.

ersetzt.

Bei der Definition eines K6rperhomomorphismus wird Definition 2.7 unverindert iiber-

nommen, nur dass es sich bei den Ringen R, R’ um Koérper handeln muss. Ist dieser bijektiv,
heifst er auch Kérperisomorphismus.
Als néchstes wird die Charakteristik endlicher Kérper untersucht. Es sei aber noch erwahnt,
dass es dquivalent wére, endliche Schiefkérper zu betrachten, denn es gilt der Satz von Wed-
derburn, fiir dessen insgesamt recht umfangreichen Beweis auf die einschligige Literatur (z.B.
[9], S. 453f.) verwiesen wird.

Satz 2.17 (Satz von Wedderburn). Jeder endliche Schiefkorper ist ein Korper.

Es wird jetzt noch folgende Aussage bendtigt.

Proposition 2.18. Sei R ein Schiefkérper. Dann folgt fiir a,b € R aus ab = 0 stets a =0
oder b= 0.

Beweis. Zunéchst einmal gilt 7-0 =0 fir aller € R, wasman aus r-0 =7-(04+0) =7-0+7-0
durch Subtraktion von r - 0 auf beiden Seiten erhilt.

Seien nun a,b € R mit ab = 0. Ist a = 0, so ist die Behauptung erfiillt, also sei a #*
0. Multipliziert man ab = 0 auf beiden Seiten mit o', so folgt a='ab = b = 0, und die
Behauptung ist auch in diesem Fall erfiillt. O

Insbesondere gilt diese Proposition dann in Kérpern, und in Kérpern ist per Definition 1 # 0,
da ja 1 das neutrale Element der Gruppe (R\{0}, -) ist. Ringe, in denen 1 # 0 ist und fiir a,b €
R aus ab = 0 stets a = 0 oder b = 0 folgt, bezeichnet man auch als Integritédtsbereiche.
Damit ist es moglich, etwas iiber die Charakteristik endlicher Kérper auszusagen.

Lemma 2.19. Ist K ein endlicher Kérper, so ist char(K) = p, wobei p eine Primzahl ist.
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Beweis. Da in einem Koérper 1 # 0 ist und diese Elemente auch in jedem Unterring von K
liegen, hat der Primring P(K) von K mindestens zwei Elemente, also ist p > 2. Ist p keine
Primzahl, so gibt es Teiler t1,t2 € IN von p mit 1 < t1,t2 < p und p = t1t2. Mit dem neutralen
Element e von (K, -) gilt

0 = pe = (tita)e = (t1€)(t2e),

woraus wegen Proposition 2.18 t1e = 0 oder toe = 0 folgt. Dies ist ein Widerspruch, denn nach
Proposition 2.12 ist p die kleinste positive Zahl mit pe = 0. Somit ist p eine Primzahl. O

Damit ist der Primring eines Koérpers ebenso ein Kérper und man spricht auch vom Prim-
korper des Korpers. Allgemein ist ein Primkérper, analog zum Primring, ein Koérper, der
keine echten Unterkorper enthilt. Dies ist hier natiirlich auch erfiillt, da der Primring eines
Ringes mit dem Nachsatz zu Definition 2.11 keine echten Unterringe enthilt, also erst recht
keine echten Unterkorper.

Es folgt das Hauptresultat dieses Teilabschnittes.

Satz 2.20. Ist K ein endlicher Korper, so hat K p™ Elemente, wobei p eine Primzahl und
n € N ist.

Beweis. Nach Lemma 2.19 ist char(K) = p fiir eine Primzahl p, sodass der Primring von K
isomorph zu Z/pZ und damit ein Kérper mit p Elementen ist. Man kann K als Vektorraum
endlicher Dimension {iber P(K) auffassen, da K endlich ist; sei dimpx)(K) = n. Damit gibt

n

es b; € K, sodass die Elemente b € K genau die sind, die sich als b = > a;b;, a; € P(K),
7=1

darstellen lassen. Fiir jedes a; gibt es p Moglichkeiten, also gibt es insgesamt p™ verschiedene

Elemente von K. O

2.1.3 Existenz und Eindeutigkeit endlicher K6rper

Nachdem geklart ist, dass es nur endliche Kérper mit p™ Elementen geben kann, wird jetzt
gezeigt, dass zu jeder Primzahlpotenz p™ auch ein bis auf Isomorphie eindeutiger Kérper mit
p™ Elementen existiert.

Dazu wird erst mal der Begriff der Kérpererweiterung bendtigt.

Definition 2.21. Sei L ein Korper. Dann heift eine Teilmenge () # K C L Unterkdrper
von L, wenn (K, +,-) ein Korper ist, und L heift eine Kérpererweiterung von K. Fiir eine
Koérpererweiterung L von K schreibt man dann auch L : K.

Wie im Beweis von Satz 2.20 fiir K : P(K) schon getan, lasst sich eine Korpererweiterung
L : K als Vektorraum iiber K auffassen. In diesem Sinne definiert man den Grad einer
Korpererweiterung.

Definition 2.22. Sei L : K eine Korpererweiterung. Dann heifst

[L: K] :=dimg L
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Grad der Korpererweiterung. Ist [L : K] < 0o, so heikt [L : K] endlich, sonst unendlich.

Es folgen einige einfache Beispiele fiir Kérpererweiterungen.

Beispiele 2.23.

1. Wie schon gesehen, ist ein Kérper mit p™ Elementen eine Koérpererweiterung seines
Primkérpers Z/pZ vom Grad n.

2. Die komplexen Zahlen C sind eine Koérpererweiterung von R. Dabei ist [C : R] = 2.
Ebenso sind die Zahlen Q(i) := {a + bi | a,b € Q} mit der iiblichen Addition und
Multiplikation von komplexen Zahlen eine Kérpererweiterung von @ vom Grad 2.

3. R ist eine Kérperweiterung von Q. Bekanntermafen ist diese unendlich.

Ein wichtiges Resultat iiber den Grad endlicher Korpererweiterungen ist der folgende Satz.

Satz 2.24 (Gradsatz). Seien M : L und L : K endliche Kérpererweiterungen. Dann ist auch
M : K eine endliche Kdorpererweiterung und es gilt

[M:K|=[M:L|L:K].

Beweis. Sei (w1, ..., wy,) eine Basis von M tiber L und (vy,...,v,) eine Basis von L iiber K,
also [M : L] = m und [L : K] = n. Es wird nun gezeigt, dass

(W1, oy VIWy, VQWT, .« oy V2Wiy « 5 Up W1y« -« 5 Up Wiy

eine Basis von M {iber K und somit [M : K] = mn ist.
Sei also a ein beliebiges Element aus M. Dann ldsst sich a iiber L als Linearkombination

m
a = E ajwj
j=1

mit o, ...,y € L darstellen. Diese o, 7 = 1,...,m lassen sich wiederum iiber K als Line-

arkombinationen
n
aj = Bijvi
i=1

mit 8;; € K,i=1,...,n,j =1,...,m darstellen. Insgesamt ist also
m n m n
a=) (3 Bgviwi =3 > Byviw;,
j=1 =1 j=11i=1
d.h. a ldsst sich als Linearkombination der v;w;,i = 1,...,n,j5 = 1,...,m darstellen. Somit

erzeugen diese Elemente den Korper M iiber K.
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Schlieflich wird nun noch gezeigt, dass die v;w;,¢ =1,...,n,5 = 1,...,m auch linear unab-
héngig sind, sich in K also nur trivial zum Nullvektor kombinieren lassen.
Seien also v;; € K,i=1,...,n,j =1,...,m so gewdhlt, dass
m n m n
DD wgviwy = (> yiviw; =0
j=1i=1 j=1 i=1
gilt, wobei die Z Vivi,j = 1,...,m natiirlich Koeffizienten aus L sind. Da die wy,...,wy,

linear unabhanglg iiber L sind, sind all diese Koeffizienten null, denn sonst liefen sich die
w1, ..., Wy, Uber L nichttrivial zum Nullvektor kombinieren. Auferdem sind die vq,..., v,
linear unabhéngig iiber K, sodass auch alle v;;,7 = 1,...,n,j = 1,...,m null sein miissen.
Damit ist die lineare Unabhéngigkeit der

(VMW .« vy VIWpy, VQWT,y « vy V2Wiy + 5 Up W1y« -« 3 UpWiy)
iiber K gezeigt, womit eine Basis von M iiber K mit mn Elementen gegeben ist.

Also ist [M : K| = mn. O

Es werden nun die Korper vorgestellt, die sich als Repréisentanten der Isomorphieklassen
endlicher Korper herausstellen werden.

Definition 2.25. Sei L : K eine Korpererweiterung und {ai,...,a,} C L eine endliche
Teilmenge von L. Dann wird der Schnitt aller Unterkdrper von L, die sowohl K als auch die
ai,...,ap enthalten, mit K(aq,...,a,) bezeichnet.

Definition 2.26. Sei L : K eine Korpererweiterung und f € K|[T] nicht konstant. Man sagt,
f zerfillt {iber L, wenn f iiber L als Produkt von Linearfaktoren geschrieben werden kann,
d.h.

n
f= aH(T— a;) mit a,a; € L.
i=1

L heift Zerfallungskorper von f, wenn f iiber L zerfdllt und L = K(aq,...,a,) gilt.

Ohne Beweis wird das folgende Resultat iiber die Existenz und Eindeutigkeit von Zerfallungs-
kérpern verwendet. Fiir einen Beweis miisste man etwas weiter ausholen und Kenntnisse {iber
algebraische Korpererweiterungen verwenden; hierfiir wird auf [9], S. 225f., oder [6], S. 280,
verwiesen.

Lemma 2.27. Sei K ein Korper und f € K[T| ein nichtkonstantes Polynom. Dann existiert
ein bis auf Isomorphie eindeutiger Zerfallungskérper L : K von f.

Damit wird nun auf das zentrale Resultat dieses Teilabschnittes hingearbeitet. Dazu miissen
noch ein paar kleinere Hilfspropositionen bewiesen werden; zuerst eine Aussage iiber Polynome
iiber K.

Proposition 2.28. Sei K ein Korper und f € K[T|. Ist A\ € K eine mehrfache Nullstelle
von f, so ist X\ auch eine Nullstelle von f.

10



2.1 Endliche Kérper

Beweis. Sei A eine Nullstelle von f mit Vielfachheit a(A) > 2. Dann hat f die Form
f=(T—=x"Wq
mit einem Polynom ¢ € K[T], und mit der Produktregel der Differentialrechnung folgt
1= a(T = AP+ (T =Ny
Somit ist A auch eine Nullstelle von f’. O

Beispiel 2.29. Sei K ein Kérper mit ¢ Elementen. Dann hat das Polynom f =T7-T € K|[T]
keine mehrfachen Nullstellen, denn es ist

fl=(T9-T) =qT% ' —1=—1,

womit f’ keine Nullstellen hat.

Wie die néchste Proposition zeigt, ist eine Kérpererweiterung stets ein Zerfallungskorper des
Polynoms aus dem Beispiel.

Proposition 2.30. Sei L : K eine Kérpererweiterung mit q Elementen und f =T9—-T €
K|[T]. Dann ist L ein Zerfallungskorper von f iber K.

Beweis. Zu zeigen sind nach Definition 2.26 die folgenden Aussagen:

o f zerfillt {iber L:
Da L ein Kérper ist, ist aus der Gruppentheorie bekannt, dass (L\{0},-) eine zyklische
Gruppe ist, und damit folgt aus dem Satz von Lagrange a?~!—1 = 0, also auch a?—a = 0
fiir alle a € L\{0}. Auch fiir a = 0 gilt natiirlich a? — a = 0. Damit sind ¢ Nullstellen
von f gefunden, und das sind bereits alle, da Grad(f) = ¢ ist. Somit ist

r=1Ir-a
a€L

und f zerféllt iiber L.

e [ enthilt keinen echten Unterkodrper, der sowohl K als auch alle Nullstellen
von f enthilt:
In Beispiel 2.29 war bereits zu sehen, dass f keine mehrfachen Nullstellen besitzt, und
damit muss jeder Korper, in dem f zerfillt, mindestens die ¢ verschiedenen Nullstellen
als Elemente haben. Natiirlich kann so ein Kérper dann nicht kleiner als L sein.

Insgesamt ist die Proposition also bewiesen. O

Benoétigt wird auch die folgende Aussage.

Proposition 2.31. Sei K ein Korper und {0} # J C K eine nichtleere Teilmenge von K.
Gilt fiir alle a,b € J mit b # 0 sowohl a — b € J als auch ab™' € J, so ist J ein Kérper.

11
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Beweis. Es gelte fiir alle a,b € J mit b # 0 sowohl a — b € J als auch ab~! € J. Dann kann
man zeigen, dass die Korperaxiome fiir J gelten:

1. (J,+) ist eine abelsche Gruppe:

Da J eine Teilmenge von K ist, gilt das Assoziativgesetz der Addition. Fiir ein beliebiges
b € J folgt mit a := b sofort a —b =b—b =0 € J, sodass das neutrale Element der
Addition von K in J liegt. Mit a := 0 erhdlt man zudem a — b = —b € J, also liegt
das additiv Inverse eines Elements aus J auch in J. Die Kommutativitdt beziiglich
der Addition folgt wieder daraus, dass J eine Teilmenge von K ist. Schlieklich folgt
die Abgeschlossenheit von (J,+) daraus, dass, wie gezeigt, mit b auch —b € J ist und
daraus a — (—b) = a + b € J folgt. Insgesamt ist also (J, +) eine abelsche Gruppe.

2. (J\{0},) ist eine abelsche Gruppe:

Da J\{0} eine Teilmenge von K ist, gilt das Assoziativgesetz der Multiplikation. Fiir
ein beliebiges b € J\{0} folgt mit a := b sofort ab~! = bb~! = 1 € J\{0}, sodass das
neutrale Element der Multiplikation von K in J\{0} liegt. Mit a := 1 erhélt man zudem
ab~! = b1 € J\{0}, also liegt das multiplikativ Inverse eines Elements aus .J\{0} auch
in J\{0}. Die Kommutativitit beziiglich der Multiplikation folgt wieder daraus, dass
J\{0} eine Teilmenge von K ist. Schlieklich folgt die Abgeschlossenheit von (J\{0},-)
daraus, dass, wie gezeigt, mit b auch b= € J\{0} ist und daraus a(b=1)~! = ab € J\{0}
folgt. Insgesamt ist also (J\{0},-) eine abelsche Gruppe.

3. Fiir alle a,b,c € J gelten die Distributivgesetze:
Dies ist wiederum der Fall, da J eine Teilmenge von K ist.

Somit wurde gezeigt, dass J ein Korper ist. O

Als letztes folgt noch eine Rechenregel, in deren Beweis verwendet wird, dass in einem kom-
mutativen Ring R die binomische Formel

(a+b)" = Z (Z) akpnF
k=0
fiir alle a,b € R und n € IN gilt.

Proposition 2.32. In einem kommutativen Ring R mit char(R) = p > 0 gilt die binomische
Formel
(a+b)P" =aP" 4+ bP"

fiir alle a,b € R und n € IN.

Beweis. Der Beweis wird durch Induktion nach n gefiihrt.

e Induktionsanfang:
Firn =1 gilt

(a +b)P

Z( ) akbP- k_ap+§(];>akb”‘k+bp

P
k=

o

12



2.1 Endliche Kérper

unter Anwendung der binomischen Formel. Da per Definition (g) = %lk, gilt und
I(p—k)!

dap | pl,aber pfklund pt (p — k)! fiir k € {1,...,p— 1} gilt, gilt auch p | (ﬁ) fiir

ke {1,...,p—1}. Mit der Nachbemerkung von Proposition 2.12 sind diese (2’) also alle

null, womit die Proposition fiir n = 1 folgt.

e Induktionsschritt:
Die Behauptung gelte nun fiir n > 1:

(a+b)P" =aP" 4+ b"

Potenziert man beide Seiten mit p, so erhélt man

n+1 n+1 n+1

(@+b)P"" =" "

wobei die linke Seite klar ist und die rechte Seite aus der Behauptung dieser Proposition
folgt, die ja, wie schon gezeigt wurde, fiir n = 1 gilt.

Insgesamt folgt die Behauptung fiir alle n € IN. O

Unter Verwendung dieser Kenntnisse kann nun der Satz iiber die Existenz und Eindeutigkeit
endlicher Korper formuliert und bewiesen werden.

Satz 2.33. Ein endlicher Kérper mit q Elementen existiert genau dann, wenn g = p" ist.
Ferner ist jeder Korper mit g = p™ isomorph zum Zerfillungskorper von T — T iber Z./pZ.

Beweis. In Satz 2.20 wurde bewiesen, dass es hochstens endliche Kérper mit ¢ = p™ Elementen
gibt, wobei p eine Primzahl und n € N ist. Jetzt wird gezeigt, dass es zu jeder Primzahlpotenz
q = p™ auch einen Ko6rper mit g Elementen gibt, ndmlich den Zerfallungskoérper K von T9—T
iiber Z/pZ. Sei dazu L := {a € K | a?—a = 0}. Dann ist L nach Proposition 2.31 ein Korper,
denn es gilt (a —b)? = (a — b)?" = a?" —b"" =a —b? = a — b sowie (ab™1)? = a9b~9 = ab~!
unter Anwendung von 2.32 und dem Satz von Lagrange und damit a —b,ab™! € L. Da L alle
Nullstellen von 79 — T enthilt und dieses Polynom keine mehrfachen Nullstellen hat, folgt
L = K und dieser Korper hat ¢ Elemente.

Nach Proposition 2.30 ist ein K&rper, als Erweiterung seines Primkorpers betrachtet, isomorph
zu einem Zerfillungskorper von T9 — T {iber Z/pZ. Dieser ist aber nach Lemma 2.27 bis auf
Isomorphie eindeutig, und damit auch der hier betrachtete Kérper mit ¢ Elementen. O

Man kann somit berechtigterweise von dem Korper mit ¢ Elementen sprechen. Dieser wird
auch kurz als GF(q) bezeichnet (von englisch ,Galois field“).

Abschliefsend soll noch geklart werden, welche Unterkorper ein Kérper mit p” Elementen
besitzt.

Satz 2.34. Sein € N und p prim. GF(p"™) hat einen Unterkérper mit p™ Elementen ge-
nau dann, wenn m ein Teiler von n ist. Gegebenenfalls ist dieser Unterkdrper der einzige
Unterkorper von GF(p™) mit p™ Elementen.

13
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Beweis. Unter Anwendung des Gradsatzes 2.24 ist sofort klar, dass m wegen
n=[GF(p") : GF(p)]
=[GFQ"): GE(M)][GFP™) : GF(p)]
= [

Q

Q
ko
=
=
ﬁi
ol
=
3
3

ein Teiler von n ist.
Sei nun m ein Teiler von n. Dann ist
p"—1

s at AR A

also gilt (p™ —1)|(p"—1). Aus a?" ~1 = 1 fiir alle a € GF(p™)\{0} folgt damit auch a?"~! =1,
was auch a” —a = 0 bedeutet, sodass a Nullstelle von TP" —T und somit Element von G F (p")
ist. Also ist GF(p™) Unterkorper von GF(p"). Wiirde GF(p") zwei verschiedene zu GF (p™)
isomorphe Unterkérper enthalten, so enthielte GF (p") mehr als p™ Nullstellen von 77" — T,
was nicht sein kann. O

Mit den Begriffen des néchsten Abschnitts konnte man sagen, dass die Unterkdrper eines end-
lichen Korpers zusammen mit der Unterkdrperbeziehung einen Verband bilden, der isomorph
zum entsprechenden Teilerverband ist.

Einige Grundlagen der Verbandstheorie, inklusive der soeben benutzten Begriffe, werden nun
vorgestellt.

2.2 Verbande

Verbande lassen sich als partiell geordnete Mengen oder als algebraische Strukturen definieren.
Wie auch in [5] oder |7] werden beide Definitionen vorgestellt und es wird gezeigt, dass sie
in einem bestimmten Sinne dquivalent sind. Anschliefend werden wichtige Eigenschaften von
Verbénden behandelt, bevor speziell lineare Verbdnde betrachtet werden.

2.2.1 Definition von Verbinden

Zuerst werden also Halbordnungen eingefiihrt.

Definition 2.35. Eine Relation < auf einer Menge M heifst Halbordnung, wenn fiir alle
a,b,ce M

1. a < a (Reflexivitét),
2. a<bund b <a = a=>b (Antisymmetrie) und

3. a<bund b < ¢ = a < c (Transitivitit)

gilt.
Ist < eine Halbordnung auf M, so heikt das Paar (M, <) partiell geordnete Menge.

14



2.2 Verbinde

In einer partiell geordneten Menge (M, <) ist es, anders als bei einer total geordneten Menge,
moglich, dass fiir zwei verschiedene Elemente a,b € M weder a < b noch b < a gilt. Dies fiihrt
zu folgender Definition.

Definition 2.36. Sei (M, <) eine partiell geordnete Menge. Dann heifen zwei Elemente
a,b € M vergleichbar, falls a < b oder b < a gilt, sonst unvergleichbar. Eine Teilmenge
N C M heilst Kette, wenn je zwei Elemente aus N vergleichbar sind, und Antikette, wenn
je zwei Elemente aus N unvergleichbar sind.

Die folgenden Begriffe Filter, Ideal und Intervall werden in dieser Arbeit noch eine sehr zentrale
Rolle spielen.

Definition 2.37. Sei (M, <) eine partiell geordnete Menge und a € M. Die Menge
Filter(a) := {c € M | ¢ > a} heift Filter von a, die Menge Ideal(a) := {c € M | ¢ < a} heifit
Ideal von a.

Ist b€ M mit a < b, so wird [a,b] := {c € M | a < ¢ < b} als Intervall bezeichnet.

Dieser Idealbegriff ist nicht mit dem aus der Ringtheorie zu verwechseln. Auch Schranken
kommt in partiell geordneten Mengen eine grofse Bedeutung zu.

Definition 2.38. Sei (M, <) eine partiell geordnete Menge und N C M. Ein Element s bzw.
5 € M heikt untere bzw. obere Schranke von N, wenn s < ¢ bzw. § > ¢ fiir alle ¢ € N gilt.
Eine untere bzw. obere Schranke s* bzw. s* von N heifft Infimum bzw. Supremum von N,
falls s* > s fiir alle unteren Schranken s von N bzw. % < 3 fiir alle oberen Schranken s von
N gilt.

Die Eindeutigkeit von Infimum und Supremum ist per Definition gegeben, die Existenz jedoch
nicht. Besitzt eine partiell geordnete Menge als ganze ein Infimum oder Supremum, so erhilt
dieses eine eigene Bezeichnung.

Definition 2.39. Sei (M, <) eine partiell geordnete Menge. Besitzt M ein Infimum, so heifst
dieses Nullelement von M; besitzt M ein Supremum, so heift dieses Einselement von M.

Das Null- bzw. Einselement einer partiell geordneten Menge ist nicht mit dem neutralen
Element eines Ringes beziiglich der Addition bzw. Multiplikation zu verwechseln. Wenn klar
ist, dass das Nullelement bzw. das Einselement eines Verbandes gemeint ist, so schreibt man
auch einfach 0 bzw. 1.

Mit Hilfe von Halbordnungen kénnen nun Verbénde definiert werden.

Definition 2.40. Eine partiell geordnete Menge £ = (L, <) heiftt Verband, wenn L eine
nichtleere Menge ist und inf{a, b} sowie sup{a, b} fiir alle a,b € L existieren.

Liegt nun ein solcher Verband £ = (L, <) vor, so definiert man, zunéchst ohne genauere
Absichten, zwei bindre Operationen A, und V, auf L durch

a Ny b:=inf{a,b}
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2 GRUNDLAGEN

und
a Vg b :=sup{a, b}

fiir @,b € L. Diese Operationen sind wegen der Existenz und Eindeutigkeit von Infimum und
Supremum wohldefiniert. Man nennt a Ay b den Schnitt und aV, b die Verbindung von a und b.
Zu dem Verband £ definiert man jetzt £* := (L, Vg4, Ag) als algebraische Struktur mit diesen
beiden Operationen.

Esist auch durchaus iiblich, einen Verband von vornherein als algebraische Struktur mit diesen
beiden Operationen einzufithren. Dies wird nun auch gemacht; anschlieffend wird gezeigt, dass
die beiden Definitionen eines Verbandes miteinander in Einklang stehen.

Definition 2.41. Eine algebraische Struktur £ = (L, A, V) heift Verband, wenn L eine
nichtleere Menge ist und V und A zwei binédre Operationen auf L sind, sodass fiir alle a,b,c € L
die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

l.anb=bAa,aVb=>bVa (Kommutativitét)
2. (aAb)Ac=aAN(bAc), (aVb)Ve=aV (bVc) (Assoziativitit)

3. aN(aVb)=a,aV (aAb) =a (Absorptionsregeln)

Aus den Axiomen folgen aufferdem die Idempotenzregeln:

Proposition 2.42. Sei L = (L, \,V) ein Verband. Dann gilt fir alle a,b € L
aNa=a,aVa=a,

d.h. die Idempotenz von A und V.

Beweis. Aus der zweiten Absorptionsregel folgt a Aa =a A (aV (a Ab)), und aus der ersten
Absorptionsregel folgt a A (aV (aAb)) = a. Die Idempotenzregel aVa = a zeigt man dual. [

Anhand der zweiten Definition eines Verbandes kann man sich leicht klarmachen, was man
unter Dualitéit in Verbénden versteht. In den Axiomen treten die beiden Operationen A
und V gleichberechtigt auf, d.h. wenn man in einem der Axiome A durch V und V durch A
ersetzt, dann gehort die so entstehende Aussage auch zu den Verbandsaxiomen. Die aus einer
Aussage durch eine solche Ersetzung entstehende Aussage nennt man die zu dieser Aussage
duale Aussage. Man kann auf Grund der Ausfithrungen direkt schliefen, dass auch fiir alle
weiteren giiltigen Aussagen, die aus den Axiomen folgen, auch die zu diesen dualen Aussagen
gliltig sind.

Auch die Definition eines Teilverbandes ist mit dieser zweiten Definition leicht mdglich.

Definition 2.43. Ist £ = (L,A,V) ein Verband und M C L, so heift M = (M, A,V)
Teilverband von £, wenn M beziiglich A und V abgeschlossen ist.
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Jedoch soll jetzt gezeigt werden, dass die Definitionen 2.40 und 2.41 tatsdchlich einander
entsprechen. Zu einem Verband £ = (L, A, V) definiere man eine Relation <, auf L durch

a<,b:sanb=a

fiir a,b € L. Aquivalent dazu wire a <, b 1< bV a = b, denn wenn man a A b = a mit b
vereinigt und die Kommutativitit sowie die zweite Absorptionsregel anwendet, so erhélt man
genau bV a = b; analog kommt man auch wieder zuriick.

Man setzt zudem LP := (L, <,). Der folgende Satz spezifiziert nun, in wiefern die beiden
angegebenen Definitionen von Verbdnden als dquivalent anzusehen sind.

Satz 2.44. Ist L1 = (L1, <) ein Verband, so auch LS. Ist Lo = (La, A\,V) ein Verband, so
auch LY. Zudem ist (L$)P = L1 und (L) = Lo.

Beweis. Seien £ = (L1, <) und L9 = (L2, A, V) Verbinde. Man beweist dann:

1. L{ ist ein Verband:
Es ist zu zeigen, dass A, und V,, wie in Anschluss an Definition 2.40 eingefiihrt, kom-
mutativ und assoziativ sind und die Absorptionsregeln erfiillen. Kommutativitdt und
Assoziativitat sind klar, denn es ist

aNgb=1inf{a,b} =bA,a

und
aVqb=sup{a,b} =bV,a
sowie
(a Ng b) Ng ¢ = inf{inf{a, b}, ¢} = inf{a, b, c}
= inf{a,inf{b,c}} = a Aq (b Aq €)
und

(a Va ) Va ¢ = sup{sup{a, b}, ¢} = sup{a, b,c}
= sup{a,sup{b,c}} = a V, (b Vg ).

Um zu zeigen, dass die Absorptionsregeln gelten, muss man sich zunéchst klarmachen,
dass per Definition von Infimum und Supremum a < b dquivalent zu inf{a, b} = a und
zu sup{a, b} = b ist. Also sind auch a Aq b = a und a V, b = b dquivalent dazu.
Natiirlich ist a < sup{a,b} = a V4, b und a A, b = inf{a,b} < a, deshalb lassen sich die
eben hergeleiteten Beziehungen auf a und a V, b sowie auf a Ay b und a anwenden und
man erhélt

alNg(aVyb)=a

sowie
(@ Ngb) Vg a=a.

Unter Beachtung der Kommutativitit von V,, die schon gezeigt wurde, sind damit auch
die Absorptionsregeln erfiillt.
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2. L8 ist ein Verband:

Es ist zu zeigen, dass die auf Lo entsprechend der Nachbemerkung zu Definition 2.41
definierte Relation <, eine Halbordnung, sie also reflexiv, antisymmetrisch und transitiv
ist. Auf Grund der Idempotenz von A gilt a A a = a, also a <, a fiir alle a € Ly, womit
<p reflexiv ist. Gilt a <, b und b <,, a fiir zwei beliebige Elemente aus Lo, also aAb = a
und bAa = b, so folgt wegen der Kommutativitét von A sofort a = b. Damit ist <, auch
antisymmetrisch. Aufserdem folgt aus a <, bund b <, ¢, also aAb=aund bAc=0b,
flir beliebige a, b, c € Ly auch

a=aANb=aAN(bAc)=(aANb)ANc=aAlc,

wobei die Assoziativitdt von A entscheidend genutzt wurde. Damit ist auch die Transi-
tivitdt von <, gezeigt und (L9, <,) ist eine partiell geordnete Menge.

Es bleibt zu zeigen, dass inf,{a, b} und sup,{a, b}, also Infimum und Supremum beziig-
lich der Halbordnung <, fiir alle a,b € Ly existieren; es wird sogar inf,{a,b} = a Ab
und sup,{a,b} = a V b gezeigt, was erstgenannte Aussage impliziert, da Lo beziiglich A

und V abgeschlossen ist:
Aus

(anb)ha=aN(bANa)=aA(aNb)=(aNa) \Nb)=aAb
folgt a A b <, a und analog a A b <, b. Gilt nun ¢ <, a und ¢ <, ¢, also ¢ Aa = c und
cANb=c¢,so0folgt cA(anb) =(cNa)ANb=cAb=c, also ¢ <, a Ab, und somit ist

inf,{a,b} = a A b fir alle a,b € Ly.
Verwendet man a >, b < a V b = a, so erhilt man sup,{a,b} = a V b ganz analog.

3. (£9)?P = L1 und (L))" = La:
Hier ist nachzuweisen, dass die Halbordnung auf L; in (£{)? dieselbe ist wie in £1 und
dass die bindren Operationen auf Lo in (£5)" dieselben sind wie in L.
Ersteres folgt leicht ersichtlich aus den entsprechenden Definitionen:

a<bsansb=a
& infy,{a, b} = a
& a<gpb.

Und auch die zweite Aussage folgt aus den entsprechenden Definitionen:

cN(anb)=cscNha=cund cAb=c
Sc<paund c <, b
& inf,{a,c} = c und inf,{b,c} = ¢
& alp,c=cund bA, c=c
& (aNnp,b)Ap,c=c,

zusammen mit der Kommutativitidt von A, und fiir V folgt die Aussage dual.

Insgesamt ist der Satz bewiesen. O
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2.2 Verbinde

Dementsprechend werden ab jetzt Verbénde £, = (L1, <) und £ bzw. L9 = (La, A, V) und
Eg als dquivalent betrachtet. Aufserdem schreibe man anstatt <, einfach < und statt A, und
V, einfach A und V. Zudem schreibe man a € £1 bzw. b € Ls fiir a € L1 bzw. b € Ls.

Die nun per Definition offensichtlich geltenden Aquivalenzen
a<bsaANb=a<aVb=0b

bezeichnet man auch als Konsistenzgesetze.

2.2.2 Eigenschaften von Verbinden

In diesem Teilabschnitt werden einige Figenschaften vorgestellt, nach denen Verbinde klassi-
fiziert werden koénnen. Insbesondere werden die wichtigen Begriffe des komplementiren und
des distributiven Verbandes eingefiihrt.

Doch zunéchst werden verschiedene Endlichkeits— und Beschrinkheitsbegriffe betrachtet.

Definition 2.45. Die Anzahl
L] := [{a € L}

der Elemente eines Verbandes £ nennt man Mé&chtigkeit von L.

Definition 2.46. Ein Verband £ heifit endlich, wenn |£| < oo ist.

In einem endlichen Verband hat natiirlich auch jede Kette eine endliche Méchtigkeit. Dies ist
eine schwichere Eigenschaft als die Endlichkeit des Verbandes.

Definition 2.47. Ein Verband £ heift von endlicher Linge, wenn es ein n < oo gibt,
sodass eine maximale Kette von £ maximal n Elemente hat.

Trivialerweise besitzt in einem Verband von endlicher Linge jede Teilmenge ein Infimum und
Supremum. Diese Eigenschaft wird folgendermafen bezeichnet.

Definition 2.48. Ein Verband £ heifst vollstindig, wenn jede Teilmenge von £ ein Infimum
und ein Supremum besitzt.

Ist ein Verband £ = (L, <) vollstdndig, so besitzt insbesondere L Infimum und Supremum.
Verbande mit dieser Figenschaft erhalten auch eine Bezeichnung, auch wenn sie nicht voll-
stdndig sind.

Definition 2.49. Ein Verband £ = (L, <) heift nach unten beschrinkt, wenn L ein
Infimum besitzt, und nach oben beschrinkt, wenn L ein Supremum besitzt.
Ein Verband heiftt beschrinkt, wenn er nach unten und nach oben beschrinkt ist.

Diese letzte und schwichste der hier aufgefiihrten Eigenschaften ist deshalb interessant, da
ein Verband ein Nullelement und ein Einselement besitzt, wenn er beschrénkt ist. Dies macht
die Definition von Komplementen méglich.
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2 GRUNDLAGEN

Definition 2.50. Sei £ ein beschrinkter Verband und a € L£. Ein Element b € L heifit
Komplement von a, wenn a Ab =0 und a Vb =1 gilt.

Damit kommt man zum Begriff des komplementiren Verbandes.

Definition 2.51. Ein beschrinkter Verband L heifst komplementir, wenn zu jedem Element
a € L mindestens ein Komplement existiert.

Ein anderer wichtiger Begriff ist der der Distributivitét.

Definition 2.52. Ein Verband £ heiftt distributiv, wenn die Distributivgesetze
aN(bVe)=(aANb)V(aAc)

und
aV({bnNec)=(aVb)A(aVc)

fiir alle a, b, c € L gelten.

Auch wenn die Distributivitit eines Verbandes, wie iiblich, iiber die Giiltigkeit beider Distri-
butivgesetze definiert wurde, geniigt die Giiltigkeit von

aN(bVe)<(aAb)V(aAc),

damit ein Verband distributiv ist. Die Ungleichung a A (bV ¢) > (a Ab) V (a A ¢) gilt ohnehin,
da aAbund aAcsowohl < a als auch in < bV e sind. Daraus folgt das erste Distributivgesetz;
das zweite folgt durch Dualitit.

Eine besondere Eigenschaft distributiver Verbénde ist die folgende.

Proposition 2.53. Sei L ein distributiver Verband und a € L. Ezistiert ein Komplement von
a, so ist dies eindeutig.

Beweis. Sei L ein distributiver Verband und seien b, b’ € £ Komplemente zu einem beliebigen
a € L, d.h. es gilt
aNb=aAb =0
und
avVb=aVb =1.
Daraus folgt

b (bAa)
(anb)
(bVa)A(bVY)
=(aVb)A (V)
=(anb) VUl
=(aAV) VY
=

bV
bV
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2.2 Verbinde

unter Ausnutzung der Absorptionsregeln, der Kommutativitdt und der Distributivgesetze.
Somit ist das Komplement eines beliebigen Elementes a € L, falls vorhanden, eindeutig be-
stimmt. 0

In distributiven Verbénden ist die Existenz eines Komplements nicht zwangsldufig fiir jedes
Element gegeben, gegebenenfalls ist dieses aber eindeutig. Hingegen existiert in komplementé-
ren Verbédnden zu jedem Element ein Komplement, welches aber nicht zwangsldufig eindeutig
ist. Natiirlich interessiert man sich auch fiir Verbénde, in denen zu jedem Element ein eindeu-
tiges Komplement existiert.

Definition 2.54. Ein Verband £ heift Boolescher Verband, wenn er komplementér und
distributiv ist.
Es werden in 2.58 Beispiele fiir Boolesche Verbdnde gegeben. Haufig treten auch Verbande

auf, die nicht distributiv sind, sondern die folgende schwichere Figenschaft haben.

Definition 2.55. Ein Verband £ heifst modular, wenn das modulare Gesetz
a<c=aV(bAc)=(aVb) Ac
fiir alle a, b, c € L gilt.

Proposition 2.56. Ist ein Verband distributiv, so ist er auch modular.

Beweis. Ist L distributiv, so gilt insbesondere
chN(aVvb)=(cAa)V(cAD)

fiir alle a,b,c € L. Da a < ¢ gleichbedeutend mit ¢ A a = a A ¢ = a ist, folgt in diesem Fall
sofort

cA(aVb)=aV(cADb).

Durch die Kommutativitiat von A ist damit das modulare Gesetz erfiillt und £ ist modular. O

Zum Abschluss dieses Teilabschnittes werden nun noch einige Verbinde beispielhaft vorge-
stellt. Dazu ist es zunichst noch niitzlich zu wissen, wann zwei Verbénde als im wesentlichen
gleich, also isomorph, anzusehen sind.

Definition 2.57. Seien £ = (L, <) und £’ = (L’,<') Verbande. Eine bijektive Abbildung
¢ : L — L' heifit ein Verbandsisomorphismus, wenn fiir alle a,b € L

a < b dla) < ¢(b)
gilt.
Existiert ein Verbandsisomorphismus ¢ : L — L', so heifen £ und £’ isomorph; man schreibt

L.
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2 GRUNDLAGEN

Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass die eingefiihrten Eigenschaften unter einem Ver-
bandsisomorphismus erhalten bleiben.

Es folgen nun die Beispiele, wobei jeder Verband auch grafisch als Hasse—Diagramm vorge-
stellt wird, wie es allgemein fiir Halbordnungen iiblich ist. Mit den Begriffen aus Kapitel 4
ist das Hasse-Diagramm eines Verbandes £ = (L, <) ein Graph mit Knotenmenge L und
Kantenmenge FE, die durch

{a,b} c E:a<ba#bundfcc L:a<c<h
definiert wird.

Beispiele 2.58.

1. Sein € IN und T'(n) die Menge der Teiler von n. Dann ist (T'(n),|) ein Verband, wobei |
die Teilbarkeitsrelation ist. Man kann sich leicht klarmachen, dass (T'(n), |) eine partiell

12

1

Abbildung 1: Hasse-Diagramm des Teilerverbands von 12

geordnete Menge ist und dass fiir ¢1,t2 € T'(n) insbesondere inf{t1,to} = ggT(t1,t2)
und sup{ti,ta} = kgV (t1,t2) ist. Natiirlich sind dann ggT'(t1,t2), kgV (t1,t2) € T(n).
Der so definierte Verband wird Teilerverband von n genannt.

FEin ist Teilerverband per Definition endlich. Da fiir g7 und kgV das Distributivgesetz

99T (a, kgV (b, c)) = kgV (99T (a,b), 99T (a, c))

gilt, teilt insbesondere der linke Term den rechten und jeder Teilerverband ist distributiv.
Die Frage, ob ein Teilerverband komplementér ist, lsst sich wie folgt beantworten: Ist
n quadratfrei, d.h. in der Primfaktorzerlegung n = p]fl . -p?j von n sind alle k; = 1,
so ist b := ¥ das Komplement zu a. Ist n nicht quadratfrei, so sei a ein Element mit
a? € T(n). Wenn fiir ein b € T(n) dann ggT(a,b) = 1 ist, so ist a kein Teiler von b,
und damit ist kgV (a,b) = a-b # n, da a? ein Teiler von n, aber nicht von a - b ist.
Damit existiert kein Komplement zu a. Insgesamt ist ein Teilerverband also genau dann
komplementér (und damit Boolesch), wenn n quadratfrei ist.
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2.2 Verbinde

2. Sei K := GF(p") ein endlicher Kérper und U(K) die Menge der Unterkorper von K.
Dann ist (U(K),C) ein Verband, wobei K71 C K hier fir K1, Ko € U(K) bedeuten
soll, dass K ein Unterkorper von K ist.

Nach Satz 2.34 ist dieser Verband isomorph zum Teilerverband von n; ein Isomorphismus
ist durch

¢: T(n) — U(GF(p"))
k— GF(p")

gegeben. Die Eigenschaften dieses Verbandes entsprechen damit denen des isomorphen
Teilerverbands.

3. Die Menge der natiirlichen Zahlen IN ist mit der gewthnlichen Ordnung < ein Verband.
Dieser Verband (IN, <) ist nicht nach oben beschrénkt, also auch nicht beschrankt. Damit

1@
Abbildung 2: Hasse-Diagramm des Verbandes (IN, <)

kann dieser Verband auch nicht komplementér sein, aber er ist distributiv, da fiir min
und max das Distributivgesetz

min(a, max(b, ¢)) = max(min(a, b), min(a, c))
gilt und der hier betrachtete Verband &quivalent zu (IN, min, max) ist.

4. Sei M eine Menge und P(M) die Potenzmenge von M. Dann ist (P(M),C) ein Ver-
band, wobei C die iibliche Enthaltenseinsrelation ist. Ein solcher Teilmengenverband ist,
unabhéngig von der Menge M, distributiv, denn fiir N und U gilt das Distributivgesetz

AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

und der betrachtete Verband ist dquivalent zu (P(M),N,U). Aukerdem ist der Teilmen-
genverband von M auch komplementér, da durch M\ A das (eindeutige) Komplement
zu A € P(M) gegeben ist. Es handelt sich dann also um einen Booleschen Verband.
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2 GRUNDLAGEN

{1,2,3}

{}

Abbildung 3: Hasse-Diagramm des Teilmengenverbands von {1, 2, 3}

5. Sei K ein Korper und L(n, K) die Menge aller Unterrdume eines n—dimensionalen Vek-
torraums (n < oo). Dann ist L(n, K) := (L(n,K),N,+) ein Verband, wobei die Ver-
kniipfung + fiir Uy, Uy € L(n, K) durch

Uy + Uy = {U1+UQ|’U,1 €U1,UQ€U2}

definiert ist und N der iibliche Schnitt zweier Vektorrdume ist. Das Hasse-Diagramm

G

0.

R/

V A

Abbildung 4: Hasse-Diagramm des linearen Verbands £(3, GF'(2))

eines solchen Verbandes mit n = 3 und K = GF(2) ist in Abbildung 4 zu schen,
wenn man die 1-dimensionalen Unterrdume Uy, ..., U; und die Hyperebenen Hy, ..., Hy
dementsprechend durchnummeriert.

Die Eigenschaften dieser letzten Verbinde werden im Folgenden analysiert.
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2.2 Verbinde

2.2.3 Lineare Verbinde

Zuerst wird definiert:

Definition 2.59. Der Verband £(n, K) heift n-dimensionaler linearer Verband tiber K.

Es ist sofort klar, dass lineare Verbidnde von endlicher Linge sind, denn eine maximale Kette
besteht aus einem Unterraum jeder Dimension, d.h. n Elementen. Ist K sogar ein endlicher
Korper, so ist der lineare Verband iiber diesem natiirlich auch endlich.

Im Verlauf dieser Arbeit wird besonders die folgende Eigenschaft linearer Verbidnde noch von
Relevanz sein.

Proposition 2.60. Lineare Verbinde sind komplementdr.

Beweis. Sei Uy € L(n, K). Man betrachte die Menge
{Uel(n,K)|UinU=0}

der Unterrdume, deren Schnitt mit U; das Nullelement ist. Diese ist auf Grund der Verbands-
eigenschaften halbgeordnet und besitzt eine obere Schranke, weshalb sie nach dem Lemma
von Zorn einen maximalen Unterraum enthélt; sei dies Us. Ist nun v € K™ ein beliebiger
Vektor, so liegt er natiirlich in Uy + Uy, wenn er in Uz liegt, also sei v ¢ Us angenommen.
Dann muss Uy N (Uz + Kv) # 0 sein, da Uy bereits der grofite Unterraum mit Uy N Uy = 0 ist.
Somit existieren uy € Uy, ug € Uz, a € K\{0} mit u; = uz + av # 0.

Damit folgt

1
U:a(U1—U2)€U1+U2

und es ist Uy + Uy = K™ gezeigt, womit Uy ein Komplement zu U; ist. Da Us beliebig war,

ist L(n, K) komplementér. O
1

Beispiel 2.61. Man betrachte den Unterraum U := < 0 > im Verband L(3,GF(2)),
0

wobei mit (.) ab jetzt das lineare Erzeugnis eines Punktes oder einer Menge von Punkten

1 0 1 0 1 0
notiert wird. Dann sind < 0 , 1 >, < 1 , 0 > und < 1 , 1 >
1 0 0 1 0 1

die Komplemente von U. Dies sind genau die 2-dimensionalen Unterriume von GF(2)?, die
U nicht enthalten.

Wie man gesehen hat, ist das Komplement eines Elementes von £(3, GF'(2)) nicht eindeutig
bestimmt, also kénnen lineare Verbénde im Allgemeinen nicht distributiv sein. Es ldsst sich
aber die nach 2.56 schwichere Eigenschaft der Modularitdt nachweisen.

Proposition 2.62. Lineare Verbinde sind modular.

Beweis. Sei Uy C Us. Dann gilt:
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2 GRUNDLAGEN

o U1 + (UQ N Ug) - (U1 + Ug) NUs:
Da U; C Us ist, gilt Uy + (UQ N Ug) = (Ul N Ug) + (UQ N Ug) - (Ul + UQ) NUs.

o (U +Ux)NUs CU+ (UyNUs):
Sei w € (Up + Uz) NUs mit w = ug + ug, u; € Uy und ug € Us. Dann sind w,u; € Us,
also muss auch ug = w — uy € Us sein. Damit ist w = u; + ug € (Uy + U2) N Us.

Zusammen folgt Uy + (UQ N U3) = (Ul + UQ) N Us. O

Die linearen Verbande wurden somit anhand der im letzten Teilabschnitt eingefiilhrten Eigen-
schaften klassifiziert. Noch nicht beantwortet wurde die Frage nach der Méchtigkeit solcher
Verbinde. Klar ist, dass ein linearer Verband iiber einem unendlichen Kérper fiir n > 2 auch
unendliche Machtigkeit hat. Mit der Méchtigkeit linearer Verbénde iiber endlichen Koérpern
befasst sich das néchste Kapitel.
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3 Gauld’sche Koeffizienten und Galoiszahlen

Wenn man die Méchtigkeit des n—dimensionalen linearen Verbandes iiber einem endlichen
Korper bestimmen méochte, so wird man sich zunéchst iiberlegen, wie viele k—dimensionale
Unterrdume in diesem Verband fiir jedes k € {1,...,n} vorhanden sind, womit man zu den
Gauft’schen Koeffizienten kommt. Anschliefend wird man die Teilergebnisse iiber diese k auf-
summieren und erhilt die so bezeichneten Galoiszahlen.

Es folgt nun eine kombinatorische Einfithrung in diese Thematik, wie sie auch in [1], S. 76-79
und S. 94, oder [13] erfolgt. Danach soll das kombinatorische Problem, das in dieser Arbeit
behandelt wird, formuliert werden.

3.1 Kombinatorische Definition

Definition 3.1. Man betrachte GF(q)", den n-dimensionaler Vektorraum {iber dem endli-
chen Korper mit ¢ Elementen. Dann schreibt man

(),

fiir die Anzahl an verschiedenen k-dimensionalen Unterrdumen von GF(¢)" fir k € {1,...,n}.
Allgemein, wie in [1], S. 69, werden die Zahlen (Z)q als Gauft’sche Koeffizienten bezeichnet.

Der folgende Satz gibt an, wie man Gauf’sche Koeffizienten berechnen kann.

Satz 3.2. Firne N und k € {1,...,n} gilt

Beweis. Zunéchst wird die Anzahl U, j an geordneten k-Tupeln von linear unabhingigen
Vektoren in GF(q)™ bestimmt. Fiir die erste Komponente eines solchen Tupels kommen alle
q" — 1 Vektoren v1 # 0 in Frage. Der Vektor v1 spannt einen 1-dimensionalen Unterraum auf,
welcher dementsprechend ¢ Vektoren enthélt. Fiir die zweite Komponente des Tupels bleiben
damit die ¢" — ¢ von v; linear unabhéngigen Vektoren iibrig. Wahlt man ve & (v;) als zweiten
Vektor, so spannen v; und vo einen 2—-dimensionalen Unterraum auf, welcher dementsprechend
q* Vektoren enthilt. Dies kann man so fortsetzen; fiir die I-te Komponente kommen jeweils

" — ¢ =¢1(¢" =1 — 1) in Frage. Insgesamt erhélt man

k

Un,k — qufl(qnf(lfl) - 1)
=1

Jedes dieser Tupel spannt einen k—dimensionalen Unterraum auf. Jeder k—dimensionale Un-
terraum hat aber Uy geordnete Basen, also gilt fiir die Anzahl (Z)q an k-dimensionalen
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Unterrdumen
LA -1 i -1 Rt I
[Td @Y -1 JI@EY-1) [l Y-1)
<n> Unk _ 1=1 _ =l _ =0
k U, k k _ :
S | S VI § (b B VI (UL

N
Il
R

=1 =0

Gauf’sche Koeffizienten fiir ein festes n € IN haben bestimmte Eigenschaften, die man auch
von anderen endlichen Zahlenfolgen kennt. Diese beschreibt die folgende Proposition.

Proposition 3.3. Sein € IN. Dann gilt fiir die Gaufl’schen Koeffizienten

n n
= 0<k< d
<k>q (n_ k)q’ n - e

k—1 l
[T1(g" " —1)
(") _ =0
k k—1
T Tl =1
1=0
n—k—1 . k—1 ’
II ("' -1) (" —1)
=0 I=n—Fk
T 2k—n—1 k—1
(¢t =1) (¢t =1)
1=0 1=2k—n
n—k—1 ; 2k—n—1 ot
II (@ "-1) (¢" " —=1)
=0 =0
T 2k—n-—1 n—k—1
@ =1 1 @+ -1
1=0 =0
n—k—1
("' -1)
_1=0
T on—k—1
(qnFt—1)
1=0
n

I
N
3
|
ol
N
(=]
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3.1 Kombinatorische Definition

und
k !
[T1(g""—1)
(i), =%
FVe iy
=0
k ket !
(@ "= Il " -1
_ =0
- k
(¢"1 —=1) TT(¢"1-1 =1)
1=
-1
n— ¢" "~ 1
P -1
T gk k1
! (gF-1=1)
=0
(P =1)(n
- (qk+1 1) \k q'
Also ist

k q k+1 g
71,—k_1

genau dann, wenn % > 1 ist, also ¢" 27! < 1. Dies ist genau dann der Fall, wenn

n — 2k —1 < 0 ist, was gleichbedeutend mit k¥ < |§] ist, da n € IN ist. Ansonsten gilt

(" *-1)
(@ T=1)

< 1, womit die Aussage bewiesen ist. O

Insbesondere ist die Folge ((Z)q)ke{o,...,n} also unimodal (eine endliche Folge (a,) heift uni-
modal, wenn es ein k gibt mit a1 < ag < ... <ag und ax > agy1 > ... > ap).

Wie man sehen konnte, haben die Gaufs’schen Koeffizienten Eigenschaften, die man auch von
den Binomialkoeffizienten kennt. Tatséchlich kann man zeigen, dass

i (), = ()

ist, wenn man (Z)q als Funktion (Z)q :]1,00[— R mit der Abbildungsvorschrift aus Satz 3.2
auffasst (siehe dazu [13], S. 63f.). In diesem Sinne verallgemeinern die Gaufs’schen Koeffizienten
die Binomialkoeffizienten. Daher kommt auch die analoge Schreibweise.

Nachdem die geschlossene Form fiir die Gaufs’schen Koeffizienten schon bestimmt wurde, wird
jetzt eine Rekursion gesucht. Bekannt ist ja, dass fiir die Binomialkoeffizienten (3) =1 und

n\ (n-— 1 n n—1
k) \k-1 k
fiir 1 <k <n gilt. Die Rekursion fiir Gau’sche Koeffizienten ist &hnlich.
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3 GAUSS'SCHE KOEFFIZIENTEN UND GALOISZAHLEN

Satz 3.4. Firn e IN gilt

n
=1 und
(),
(), = (20) = ()
k/, k—1/, k /],
fir alle k € {1,...,n}.

Beweis. Wieder ergibt sich dies durch einige Umformungen:

T
I

<n> ll;lo ("' —1)
)
=D T -1
- 1
ll;lo (¢F=1—=1)
(¢" —1) ’;l:Iz(Q”‘l‘l 1 +d" g - 1) ’lez(q”‘l‘l —1)
- - k—1 -
[1(¢""-1)
=0

[T (g5t -1)
=0
k 2 -1 P -1
(=1 Il -1) ¢ Il -1
B =0 4
- k—1 k—1
[T (g5t =1) (¢F=t—1)
=0 1=0
2 -1 gt -1
ll_[ (@ —=1) ¢ ; (" =1)
=0 =0
~ T R
[T (g5t =1) (gF=t—1)
=1 =0
k—2 k—1
ll—[O (qn—l—l - 1) qk: ll—[O (qn—l—l - 1)
=2 T
[T(g*1=t —1) (gF=t—1)
=0 =0

|
N
> 3
[
—_ =
~__
=}
+
Q
B
Y
3
E
—
~
Q
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3.1 Kombinatorische Definition

Damit ist die Rekursion fiir die Gaufs’schen Koeffizienten gefunden und es werden die Galois-
zahlen entsprechend [1], S. 69, vorgestellt.

Definition 3.5. Sei £L(n,GF(q)) der n-dimensionale lineare Verband iiber dem endlichen
Korper mit ¢ Elementen. Dann schreibt man

Grg = |L(n,GF(q))| = i (Z>q

k=0

fiir die Méchtigkeit von L(n, GF(q)).
Allgemein werden die Zahlen G, , als Galoiszahlen bezeichnet.

Wieder soll auch eine Rekursion gefunden werden. Sieht man die Gauf’schen Koeffizienten als
Verallgemeinerung der Binomialkoeffizienten an, so sollte man die Galoiszahlen konsequenter-
weise als Verallgemeinerung der Zweierpotenzen ansehen, da ja

> ()

gilt. Die Rekursion der Zweierpotenzen ist trivialerweise durch
" =2.2""1
gegeben. Die Rekursion der Galoiszahlen ist dhnlich in dem Sinne, dass sich
Gng=2Gn-14
ergibt, wenn man ¢ = 1 einsetzt, wie der folgende Satz zeigt.
Satz 3.6. Fir alle ¢ € IN;n € Ny ist durch

G07q = 1, Gl,q =2 und
Grg=2Gn-14+ ("1 = 1)Gp_oy, fallsn > 2

eine Rekursionsformel gegeben.

Beweis. Zunéchst wird gezeigt, dass bei gegebenem n > 2 und 0 < k < n — 2 die Bezichung

@0 y) =@t (")

gilt:

e 1. Fall: k=0:
Es ist

(" - 1)<Z;i)q = (¢- 1)% =" 1= ("""~ 1)(”;2>q.
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3 GAUSS'SCHE KOEFFIZIENTEN UND GALOISZAHLEN

e 2, Fall: £t > 1:
Dann ist n > 3 und damit

[T =1
(k+1_1> n—1 :(kJrl_l)lfO
! <k + 1>q ! ﬁ (gh+1-1 — 1)
=0
("t —1) ﬁ(qnll - 1)
— (qurl - 1) lzl
(¢F+1 — 1) T (bt — 1)
=1
k-1
ll—[O (qn72fl _ 1)
=" =15
[1 (" —1)

Da £(0, K) nur aus dem Nullraum besteht und £(1, K) aus dem Nullraum und K, ist Gg = 1
und G4 = 2. Fiir £(0, K), n > 2 gilt schlieflich

an=3 (1) - () 2 () (),

womit der Beweis vollstdndig ist. O

Im néchsten Abschnitt wird nun versucht, dieser Rekursion eine bestimmte geometrische
Interpretation zu verleihen.
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3.2 Versuch einer geometrischen Interpretation

Es soll nun versucht werden, die soeben bewiesene Rekursionsformel fiir Galoiszahlen geo-
metrisch zu interpretieren, wie es Faigle vorgeschlagen hat |4]. Um zu verstehen, was mit so
einer Interpretation gemeint ist, ist das nfichste Beispiel hilfreich. Dabei bezieht sich dieses
auf Mengen, weshalb von einer mengentheoretischen Interpretation die Rede ist.

Beispiel 3.7. Fiir die Binomialkoeffizienten (Z) gilt bekanntermafen die Rekursion

n\ (n-—1 n n—1
k) \k-—1 k
fir n € Nund k € {0,...,n}.

Diese ldsst sich folgendermafsen geometrisch interpretieren: (Z) ist ja die Anzahl an k-
Teilmengen einer n—elementigen Menge N. Sei jetzt a € N ein beliebiges, aber fest aus-
gewdhltes Element. Dann kann man die k—Teilmengen von N in zwei Klassen partitionieren:
Die eine besteht aus allen k—Teilmengen, die a enthalten, die andere aus allen, die a nicht
enthalten. Jetzt kann man die Anzahl der k-Teilmengen der beiden Klassen zdhlen. In jeder
k—Teilmenge der ersten Klasse ist a enthalten, also sind dies genau die (k — 1)-Teilmengen
von N\{a} vereinigt mit a, d.h. (Zj) Mengen. In jeder k—Teilmenge der zweiten Klasse ist a
nicht enthalten, also sind dies genau die k—Teilmengen von N\{a}, d.h. (”gl) Mengen.

Man sieht also, dass die Rekursionsformel eine mengentheoretische Interpretation besitzt.

Analog zu diesem Beispiel kénnte man also versuchen, die Rekursionsformel fiir Galoiszahlen
Gng=2Gn-14+ (qn_l —1)Gr24

fiir n > 3 zu interpretieren. Dementsprechend miisste sich ein Verband L(n,GF(q)) in
zwei Teilverbinde isomorph zu L(n — 1,GF(q)) und ¢"~! — 1 Teilverbinde isomorph zu
L(n—2,GF(q)) disjunkt zerlegen lassen, damit eine geometrische Interpretation existiert. Von
vornherein ist klar, dass es sich bei diesen Teilverbdnden um den Filter eines 1-dimensionalen
Unterraums, das Ideal einer Hyperebene und ¢"~! — 1 Intervallen aus 1-dimensionalen Unter-
rdumen und Hyperebenen handeln muss, da andere Konstellationen nicht ohne Uberschnei-
dungen moglich sind.

Dementsprechend definiert man eine Intervallzerlegung.

Definition 3.8. Eine Menge
{U[]’ l’j’l7 ceey an71—17 HO’ H’l7 P 7an71_1}

aus 1-dimensionalen Unterrdumen Uy, Uy, ..., Ugn-1_1 und Hyperebenen Hy, Hy, ..., Hyn-1_4

heifit Intervallzerlegung des linearen Verbandes £(n, GF(q)), n > 3 genau dann, wenn
E(n, GF(q)) = FﬂteI‘(Ug) U Ideal(Hg) U [Ul, Hﬂ y---u [an—l_l, an—l_l]

gilt.

Die Disjunktheit der Mengen muss hier nicht explizit gefordert werden, denn wiren diese nicht

alle disjunkt, so enthielte ihre Vereinigung weniger Elemente als der lineare Verband und die

Gleichheit kénnte nicht gelten.
Zur Tllustration dient eine Intervallzerlegung von £(3, GF(3)).
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3 GAUSS'SCHE KOEFFIZIENTEN UND GALOISZAHLEN

1 0 0
Beispiele 3.9. Es sei U’ := < 0 > und H' := < 11,10 > Zusammen mit den
0 0 1
restlichen Intervallen
i 1 0 2 1T 2 0 1 i
\\ o 1 1/)/] |\\o 1 1)/
[ 1 0 1 1T 2 0 2 |
V1 1 o//] [\\1 1 0/)/]
[ 1 0 1 1T 2 0 2 |
[\ 1 1 o)/] [\\1 1 0/)/]
1 0 1 1 0 2
1 0 1 2 0 1
liegt dann eine Intervallzerlegung von £(3, GF'(3)) vor.

Die néchste Proposition beschreibt die Struktur der Unterrdume.

Proposition 3.10. Sei U ein k-dimensionaler Unterraum in L(n, GF(q)). Dann hat U genaw

(ll“) l-dimensionale Unterriume und ("__IZ) m-—dimensionale Oberraume in L(n, GF(q)).
q m—Fk/q

Beweis. Die [-dimensionalen Unterrdume von U sind genau die [-dimensionalen Unterrdume
in Ideal(U). Da U selbst ein k-dimensionaler Vektorraum ist, ist Ideal(U) = L(k, GF(q)) und
nach Definition 3.1 gibt es (’;)q [-dimensionale Unterrdume in L(k, GF(q)).

Die m—dimensionalen Oberrdume von U sind genau die m—dimensionalen Unterrdume in
Filter(U). Nun ist Filter(U) = L(n — k, GF(q)) und nach Definition 3.1 gibt es (;;__]Z)q m—
dimensionale Unterrdume in £(n — k, GF(q)). O

Jetzt erhilt man Aufschluss dariiber, wie U’ und H’ zu wihlen sind.

Proposition 3.11. Sei U ein 1-dimensionaler Unterraum und H eine Hyperebene in
L(n,GF(q)). Genau dann sind Filter(U) und Ideal(H) disjunkt, wenn U und H komple-
mentdr sind.

Beweis. Seien U und H nicht komplementér. Dann gilt U N H # {0} oder U + H # GF(q)".
Ist U+ H # GF(q)", so mussen die Vektoren aus U und H linear abhéngig sei, denn sonst
wiirden sie GF'(q)" aufspannen. Damit liegt U in H und es ist auch hier U N H # {0}. Damit
folgt sofort U € Filter(U) N Ideal(H).

Seien nun U und H komplementér. Angenommen, Filter(U) und Ideal(H) sind nicht disjunkt
und es ist V' € Filter(U) NIdeal(H). Dann gilt nach Definition von Filter und Ideal U C V' C
H, womit UN H = U # {0} ist, ein Widerspruch, da U und H komplementir sind. O]
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Damit ist klar, dass es unproblematisch ist, bei der Intervallzerlegung eines linearen Verban-
des Uy und Hy auszuwéahlen: Nach Proposition 3.10 macht es prinzipiell keinen Unterschied,
welcher eindimensionale Unterraum als Uy gewéhlt wird, und nach Proposition 3.11 ist Hy
komplementar dazu zu wihlen. Da nach Proposition 2.60 lineare Verbinde komplementéir
sind, existiert eine solche Hyperebene.

Diese ist jedoch im Allgemeinen nicht eindeutig bestimmt (siehe Beispiel 2.61). In der néchs-
ten Proposition wird die vorliegende Situation deshalb noch etwas genauer quantifiziert und
man sieht, dass die Wahl der komplementiren Hyperebene keine Rolle spielt.

Proposition 3.12. Sei U ein 1-dimensionaler Unterraum und H eine dazu komplementdre
Hyperebene in L(n,GF(q)), auferdem 1 < k1 < ko <n — 1. Dann gibt es

ki), ki—1), ki /, ’ ka) , ko—1), ka J,
k1 bzw. ko—dimensionale Unterrdume in L(n, GF(q)), die nicht in Filter(U)Uldeal(H) liegen.
Jeder dieser k1— bzw. ko—dimensionalen Unterrdume liegt in bzw. iber

<n—k’1> <n—k:1—1> <k2> (kg—l)

— bzw. —

ko — k1 q ko — k1 —1 q k1 q k1 q

ko— bzw. ky-dimensionalen Unterraumen, die nicht in Filter(U) U Ideal(H) liegen.

Beweis. Per Definition gibt es (,?1 )q k1-dimensionale Unterrdume in £(n, GF(q)). Davon sind

diese zu subtrahieren, die in Filter(U) oder Ideal(H) liegen. Da Filter(U) = L(n — 1,GF(q))
und Ideal(H) = L(n — 1,GF(q)) ist und die gesuchten Unterrdume genau die (k1 — 1)-
dimensionalen Unterrdume in Filter(U) und die kj-dimensionalen Unterrdume in Ideal(H)
sind, ist die Anzahl der zu subtrahierenden Unterrdume genau (lflill)q + (nk_1 l)q. Fiir ko gilt
dies analog.

Sei nun Uy, ein kj—dimensionaler Unterraum des Verbandes, der nicht in Filter(U)UIdeal(H )
liegt. Dann ist Uy, genau in den Unterrdumen seines Filters enthalten, und dieser ist isomorph
zu L(n — k1, GF(q)). Die ko—dimensionalen Unterrdume in L(n, GF(q)), die in diesem Filter
liegen, sind genau die (k2 — k1 )-dimensionalen Unterrdume von Filter(Uy, ), und deren Anzahl

ist somit (,Z:lzll)q. Davon sind nun diese zu subtrahieren, die auch in Filter(U) liegen (in

Ideal(H ) liegt keiner, da sonst auch Uy, € Ideal(H) wére). Da U nicht in Uy, liegt, ist U + Uy,
ein (k1 + 1)—dimensionaler Unterraum, und gesucht sind die ka—dimensionalen Unterrdume,
die in Filter(U + Uy, ) liegen, die also beziiglich dieses Filters (k2 —k; —1)-dimensional sind. Da
Filter(U+Uy,) = L(n—k1—1,GF(q)) ist, sind genau (,?2__’2}1__11)(1 Unterrdume zu subtrahieren.
Die letzte Aussage wird analog (dual dazu) bewiesen, soll aber ausformuliert werden. Sei also
Uy, ein ko—dimensionaler Unterraum des Verbandes, der nicht in Filter(U) U Ideal(H) liegt.
Dann enthélt Uy, genau die Unterrdume seines Ideals, und dieses ist isomorph zu L(ke, GF(q)).
Die ki—dimensionalen Unterrdume in £(n, GF(q)), die in diesem Ideal liegen, sind auch genau
die kj—dimensionalen Unterrdume von Ideal(Uy,), und deren Anzahl ist somit (if)q Davon

sind diese zu subtrahieren, die auch in Ideal(H) liegen (in Filter(U) liegt keiner, da sonst
auch Uy, € Filter(U) wére). Da Uy, nicht in H liegt, ist Uy, N H ein (ko — 1)-dimensionaler
Unterraum, und gesucht sind die k;—dimensionalen Unterrdume, die in Ideal(Uy, N H) liegen,
welche auch beziiglich dieses Ideals kj-dimensional sind. Da Ideal(Ug,NH) = L(k2—1,GF(q))

ist, sind genau (kazl)q Unterrdume zu subtrahieren. O
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3 GAUSS'SCHE KOEFFIZIENTEN UND GALOISZAHLEN

Offensichtlich war der Beweis nicht von der Auswahl des 1-dimensionalen Unterraums und
der komplementéren Hyperebene abhingig.

Somit reduziert sich die Frage nach einer Intervallzerlegung eines linearen Verbandes auf die
Bestimmung der restlichen Intervalle

[U]_7 H]_], ey [an—l_l, an—l_l],

wobei die Unterrdume aus Filter(Up) und Ideal(Hp) in keinem dieser Intervalle enthalten sein
diirfen.

Dieser Fragestellung wird in Kapitel 5 weiter nachgegangen. Vorher werden aber noch einige
Grundlagen der Graphentheorie, insbesondere iiber die Existenz von perfekten Matchings
in bipartiten k-reguliren Graphen, vorgestellt. Diese werden sich dann spéter in zweierlei
Hinsicht auf das betrachtete Problem anwenden lassen.
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4 Graphentheorie

Nach Vorstellung einiger Grundbegriffe der Graphentheorie, wie sie auch etwa in [3] zu fin-
den sind, wird nun bewiesen, dass jeder bipartite k-reguldre Graph ein perfektes Matching
besitzt, was Konig bereits 1916 gelang, siehe [11]. Nach Erreichen dieses Resultats werden die
Ausfiithrungen zu diesem Gebiet allerdings nicht sofort beendet; vielmehr sollen die Beziehung
solcher Aussagen zu Fliissen in Netzwerken, der Satz von Koénig sowie der Heiratssatz von
Hall zur Abrundung vorgestellt werden, da dies sehr populdre Resultate sind und sich das
Resultat {iber bipartite k—regulére Graphen wiederum einfach aus diesen folgern ldsst.

4.1 Grundbegriffe der Graphentheorie

In Teilabschnitt 2.2.2 wurden die Beispiele 2.58 fiir Verbénde als Hasse-Diagramme darge-
stellt. Diese sind nichts anderes als Graphen. Anschaulich gesprochen besteht ein Graph aus

A

Abbildung 5: Anschauliche Vorstellung eines Graphen

einer Menge von Punkten und einer Menge von Linien, die zwischen diesen Punkten verlaufen
(siche Abbildung 5). Die Punkte werden auch Knoten genannt, die Linien werden Kanten
genannt. Prinzipiell ist es denkbar, dass eine Kante von einem Knoten zu sich selbst verlauft
(,Schleifen”, wie etwa bei Punkt C' in Abbildung 5), und auch mehrere Kanten zwischen zwei
Knoten sind moglich (,Mehrfachkanten“, wie etwa die Kanten zwischen B und C' in Abbildung
5).

Graphen sollen nun aber so formal eingefiihrt werden, dass Schleifen nicht moglich sind, Mehr-
fachkanten aber schon. Dazu wird zunéchst ein Begriff bendtigt, der eine Verallgemeinerung
gewohnlicher Mengen darstellt.

Definition 4.1. Sei M eine Menge. Dann bezeichnet man M zusammen mit einer Abbildung
r: M — IN als Multimenge iiber M.
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4 GRAPHENTHEORIE

Bildlich gesprochen ist eine Multimenge eine Menge, die dasselbe Element mehr als einmal
enthalten kann; die Abbildung r gibt dann seine Vielfachheit an. Ist r(a) = 1 fiir alle a € M,
so handelt es sich um eine normale Menge.
Damit kann man nun Graphen definieren.

Definition 4.2. Fin ungerichteter Graph G, im Folgenden nur Graph genannt, ist ein Paar
(V,E), wobei V eine nichtleere Menge und E eine Multimenge iiber der Menge aller 2—
elementigen Teilmengen von V ist. Die Elemente v € V werden Knoten genannt, die Elemente
e € F Kanten.

Nach dieser Definition ist sofort klar, dass die hier behandelten Graphen keine Schleifen besit-
zen. Solche ,Kanten“ {a,a} mit gleichem Anfangs— und Endknoten a € V' kénnen hier nicht
zur Kantenmenge gehoren, da {a, a} lediglich eine 1-elementige Menge ist.

Mehrfachkanten sind erlaubt, da die Kanten Elemente einer Multimenge sind. Manchmal wer-
den Graphen mit Mehrfachkanten ,Multigraphen® genannt. Hier wird es umgekehrt gemacht
und der Fall, dass ein Graph keine Mehrfachkanten besitzt, bekommt eine besondere Bezeich-
nung.

Definition 4.3. Ein Graph G = (V, E) heift schlicht, wenn E eine gewthnliche Menge ist.

Im Folgenden werden aber allgemeine Graphen betrachtet, ohne die Schlichtheit vorauszu-
setzen. Beziehungen zwischen Knoten und Kanten eines Graphen werden folgendermafien
beschrieben.

Definition 4.4. Ein Knoten v € V heilst mit einer Kante e € F inzident, wenn v € e ist.
Zwei Knoten v, w € V heifen adjazent, wenn {v,w} € F ist. Zwei Kanten heifen adjazent,
wenn sie einen Knoten gemeinsam enthalten, d.h. e; Ney # 0.

Definition 4.5. Sei G = (V, E) ein Graph und U C V eine Knotenmenge sowie D C E eine
Kantenmenge. Man sagt, U iiberdeckt D, falls jede Kante d € D mindestens einen Knoten
u € U enthélt. Man sagt, D iiberdeckt U, falls jeder Knoten w € U mit mindestens einer
Kante d € D inzident ist.

Definition 4.6. Sei G = (V, E) ein Graph. Dann bezeichnet man eine Knotenmenge U C V
als Knoteniiberdeckung von G, falls U E iiberdeckt. Eine Kantenmenge D C E heifst
Kanteniiberdeckung von G, falls D V iiberdeckt. Eine Knoteniiberdeckung U von G heifit
minimal, wenn es keine Knoteniiberdeckung U’ von G mit |U’| < |U| gibt.

Wichtige Begriffe zur Charakterisierung von Knoten in einem Graphen sind die der Nachbar-
schaft und des Knotengrads, die nun eingefiihrt werden.

Definition 4.7. Die Menge der zu einem Knoten v € V adjazenten Knoten heifst Nach-
barschaft von v und wird mit N(v) bezeichnet. Ist S C V eine Knotenmenge, so wird die
Nachbarschaft von S als N(S) := |J N(v) definiert.

veS
Definition 4.8. In einem Graphen G = (V, E) bezeichnet man die Anzahl der Kanten, mit
denen ein Knoten v € V inzident ist, als Grad von v; man schreibt dafiir dg(v) oder d(v),
wenn klar ist, dass dg(v) gemeint ist.
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Anzumerken ist, dass die Nachbarschaft eines Knotens als Menge, nicht als Multimenge defi-
niert ist. Deshalb gilt im Allgemeinen nicht d(v) = |N(v)|, was in schlichten Graphen der Fall
ist, da es zu jedem Knoten w € N(v) genau eine Kante {v, w} gibt.

Im Folgenden spielen bipartite k-regulére Graphen ein zentrale Rolle.

Definition 4.9. Ein Graph G = (V, E) heifit regulér, wenn alle v € V den gleichen Grad
besitzen. Ist k = d(v) fiir ein (und damit fiir alle) v € V, so heikt G k-regulir.

Ein Graph ist also regulir, wenn mit jedem Knoten gleich viele Kanten inzident sind. Bipartit
ist er, wenn sich die Knotenmenge in zwei Teile aufteilen 14sst, sodass die Kanten ausschlieflich
zwischen diesen beiden Teilen verlaufen.

Definition 4.10. Ein Graph G = (V| E) heifit bipartit, wenn es zwei Knotenmengen V;
und Vo mit V1 N Vo = 0 und V4 U Vy = V gibt, sodass fiir alle {v,w} € E entweder v € V;
und w € V5 oder v € Vo und w € Vi gilt. Anstatt G = (V, E) schreibt man dann auch
G = (Vl U Vs, E)

In bipartiten k-regularen Graphen ist |V;| = |V3|, da k|Vi| Kanten mit den Knoten aus V;
inzident sind, und diese auch genau die Kanten sind, die mit den Knoten aus Vs inzident sind.
Mit jedem Knoten aus V3 sind ebenso k& Kanten inzident, also ist k|Vi| = k|Va|.

Das folgende Beispiel verdeutlicht die Begriffe k—reguldr und bipartit.

Beispiel 4.11. Man betrachte das Intervallzerlegungsproblem im Verband £(3, GF(2)) und
ziehe dazu das Hasse-Diagramm heran. Wahlt man Filter(U;) und Ideal(H7) aus (siehe Ab-
bildung 6, dunkelgrau), so bleiben Us, Us und Uy sowie Hy, Hs und Hg zur Bildung der
Intervalle iibrig.

Abbildung 6: Intervallzerlegungsproblem in £(3, GF(2))
Aus dem restlichen Teilgraphen (siehe Abbildung 6, schwarz) sind dann drei Kanten so auszu-

wihlen, dass mit jedem Knoten genau eine Kante inzidiert (jede dieser Kanten stellt dann ein
Intervall der Intervallzerlegung dar). Wie man unschwer erkennen kann, fithrt dieses spezielle
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Intervallzerlegungsproblem hier auf einen 2-reguliren bipartiten Graphen, in dem eben solche
drei Kanten gesucht werden.

Entsprechendes gilt auch allgemein fiir Verbénde £(3, GF(q)), denn laut Proposition 3.12 (fiir
kq = 1 un.d ko = 2) best?ht der restliche Teilgraph aus .(‘;’)q — (g).q — (i)q = (g)q - (f)q — (g)q
1-dimensionalen Unterrdumen und Hyperebenen, und jeder 1-dimensionale Unterraum bzw.
jede Hyperebene liegt in bzw. iiber (f)q— (é)q = (f)q— G)q Hyperebenen bzw. 1-dimensionalen
Unterrdumen. Im allgemeinen 3—dimensionalen Fall fiihrt die Frage nach einer Intervallzerle-

gung also auf einen bipartiten ((f)q — 1)-regulédren Graphen.

Formal beschrieben sucht man dann das, was nun als perfektes Matching bezeichnet wird.

Definition 4.12. Sei G = (V, E) ein Graph und M C E. Dann heift M Matching von G,
wenn alle Kanten e, es € M paarweise disjunkt sind.

Ein Matching M von G heift maximal, wenn es kein Matching N von G gibt mit |[N| > |M|.
Uberdeckt M jeden Knoten v € V, so heit M perfektes Matching.

Selbstverstandlich sind Matchings damit gewdhnliche Mengen und keine echten Multimengen.
In einem bipartiten reguldren Graphen G = (V3 U Vs, F) ist ein Matching der Machtigkeit |V ]|
perfekt, da dies alle Knoten aus Vi und wegen |V;| = |Vz| auch alle Knoten aus Va iiberdeckt.
Liegt ein Intervallzerlegungsproblem vor, das wie in Beispiel 4.11 auf ein einfaches Matching-
problem fiihrt, so wird dies in [13] auch sinnvollerweise als Matching—Intervallzerlegungs—
Problem bezeichnet.

4.2 Matchings in bipartiten k—reguliren Graphen

In diesem Abschnitt wird jetzt gezeigt, dass jeder bipartite k-reguldre Graph ein per-
fektes Matching besitzt. Dieses Resultat ldsst sich dann nicht nur auf das Matching—
Intervallzerlegungs—Problem anwenden, sondern kann auch bei Intervallzerlegungen im Allge-
meinen auf andere Art und Weise hilfreich sein (siehe Proposition 5.13).

Wege und deren Lénge spielen im Folgenden eine zentrale Rolle; diese Begriffe werden nun
definiert.

Definition 4.13. Eine Folge von Knoten W = (vg,v1,v2,...,v,), bei der v; und v;4; fiir
alle i € {0,...,r — 1} adjazent sind, heift Weg von vy nach v,. Sind alle Knoten v von W
paarweise verschieden, so heifst W Pfad. Ist W ein Pfad und vg und v, adjazent, so bezeichnet
man (vg,v1,v2,...,0,vg) als Kreis.

Aus Einfachheitsgriinden interpretiere man einen Weg als Menge von Knoten, wenn man einen
Mengenoperator anwenden méchte, z.B. schreibe man einfach (vg, v1, ve, ..., v, )N {v1, w, v, } =
{v1,v,}. Wenn ein Knoten v € V an einen Weg angefiigt wird, so notiere man den daraus
entstehenden Weg mit Wo.

Eine wichtige Eigenschaft von Graphen ist folgende:

Definition 4.14. Ein Graph G = (V, E) heift zusammenhingend, wenn es fiir alle v, w €
V einen Weg von v nach w in G gibt.
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Es ist unmittelbar klar, dass ein nicht zusammenhangender Graph in zusammenhéngende Teil-
graphen zerfillt, welche Zusammenhangskomponenten des Graphen heiften. Im Folgenden
wird stets vorausgesetzt, dass die betrachteten Graphen zusammenhéngend sind. Ein Resultat
fiir zusammenhingende Graphen gilt natiirlich auch fiir die einzelnen Zusammenhangskompo-
nenten eines nicht zusammenhéngenden Graphen als Teilgraphen, da dies zusammenhéngende
Graphen sind.

Man komme nun nochmal auf die Definition eines Weges zuriick; dies ist also eine Folge
von Knoten. Da zwei aufeinander folgende Knoten eines Weges adjazent sind, kann man ihn
aber ebenso als Folge von Kanten ({vg, v1}, {v1,v2},...,{v,—1,v,}) ansehen. Darauf baut die
néchste Definition auf.

Definition 4.15. Die Anzahl an Kanten eines Weges W heifit Linge von W. Die Lénge
eines kiirzesten Weges von einem Knoten v € V zu einem weiteren Knoten w € V wird als
Distanz von v und w oder d(v,w) bezeichnet.

Die Distanz zweier Knoten ist wohldefiniert, da die betrachteten Graphen zusammenhingend
sind. Wie durch die Schreibweise schon angedeutet, ist die Distanz eine Metrik auf der Kno-
tenmenge, wenn man der Vollstdndigkeit halber den kiirzesten Weg von einem Knoten zu sich
selbst als eine leere Folge von Knoten und deren Lange als 0 definiert. Damit ist dann n&mlich
d(v,v) = 0 fiir alle v € V und d(v,w) > 0 genau dann, wenn v # w € V ist. Die Symmetrie ist
auch klar, und wenn (v, ..., w) ein kiirzester Weg von v nach w und (w, ..., z) ein kiirzester
Weg von w nach z ist, so kann der kiirzeste Weg von v nach z nicht langer als (v, ..., w,...,2)
sein, und die Dreiecksungleichung ist erfiillt.

Das folgende Lemma charakterisiert bipartite Graphen nun anhand der Linge ihrer Kreise.

Lemma 4.16. Ein Graph ist genau dann bipartit, wenn er keinen Kreis ungerader Ldnge
enthdlt.

Beweis. Sei G = (V4 U Vi, E) ein bipartiter Graph. Ist W = (vg,v1,v2,...,v,) ein Weg
ungerader Linge in G, so ist vg € V} und v, € V5 oder vg € V5 und v, € Vi und somit kann
W kein Kreis sein, womit die eine Richtung gezeigt wurde.

Nun sei angenommen, es gidbe keinen Kreis ungerader Lange in G. Man konstruiert zwei
Mengen Vi und Vs derart, dass sie die Voraussetzungen von Definition 4.10 erfiillen. Dazu sei
v € V ein beliebiger, aber fester Knoten von G und

Vi i={w eV |dv,w) =0 oder d(v,w) ist gerade}

sowle

Vo :={w € V | d(v,w) ist ungerade} = V\V;.

Per Definition ist V3 N'Vo = () und V3 U V5, = V, womit zu zeigen bleibt, dass jede Kante
von GG einen Knoten in V; und einen in Vs besitzt. Dazu sei angenommen, dass es eine Kante
e ={a,b} € E gibt mit a,b € Vj oder a,b € Vo, wobei zunéchst der Fall a,b € V; betrachtet
wird. Dann gibt es also einen kiirzesten Weg W; gerader Linge von v nach a und einen
kiirzesten Weg W gerader Lange von v nach b.

Unterschieden werden nun zwei Félle:
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1. Wi und W5 besitzen keinen gemeinsamen Knoten:
Dann bilden W7 und Wy zusammen mit e einen Kreis ungerader Linge, wodurch ein
Widerspruch zur Voraussetzung entsteht.

2. W1 und W5 besitzen mindestens einen gemeinsamen Knoten:

Sei hier v* von den gemeinsamen Knoten derjenige mit der gréften Distanz zu v. Dann
enthalten W7 und W5 je einen Weg von v nach v* mit Linge d(v,v*). Damit gilt auch
d(v*,a) = d(v,a) —d(v,v*) und d(v*,b) = d(v,b) — d(v,v*). Das heilit, dass d(v*, a) und
d(v*,b) entweder beide gerade oder beide ungerade sein miissen.

Somit starten aber zwei kiirzeste Wege bei v*, die entweder beide gerade oder beide
ungerade Linge haben. Zusammen mit e bilden diese wiederum einen Kreis ungerader
Lénge, sodass auch in diesem Fall ein Widerspruch zur Voraussetzung entsteht.

Somit kénnen nicht beide Knoten a,b in Vi liegen. Der Fall a,b € V5 kann ganz analog wi-
derlegt werden, denn zwei Wege ungerader Lange haben zusammen genommen gerade Lénge,
und wenn sie durch eine Kante e zu einem Kreis ergénzt werden, hat dieser natiirlich ungerade

Lénge.
Insgesamt wurde also gezeigt, dass a und b nicht in derselben Menge V; oder V3 liegen, womit
G bipartit ist. O

Unter Verwendung dieses Lemmas lésst sich ein Satz beweisen, der auf Denes Konig [11]
zuriickgeht und aus dem das in diesem Abschnitt angestrebte Resultat direkt folgt. Es wird
hier zunéchst der Beweis vorgestellt, wie er auch von Konig gefiihrt wurde.

Satz 4.17. Sei G = (V, E) ein bipartiter Graph mit dg(v) < k fir ein k € IN und alle v € V.

k
Dann gibt es k paarweise disjunkte Matchings My, ..., My von G mit |J M; = E.
=1

Beweis. Der Satz wird durch Induktion nach der Kantenanzahl |E| bewiesen. Ist |E| < k, so
ist die Aussage trivialerweise richtig. Sei also angenommen, der Satz gilt stets fiir Graphen
mit | E| < n. Wir betrachten nun einen beliebigen Graphen G = (V, E) mit |E| = n+ 1. Bildet
man daraus den Graphen G’ = (V,E’) mit E’ := E\{e} durch Weglassen einer beliebigen
Kante e = {vg,w} € E, so ist dieser ebenfalls bipartit und es ist |E’| = n, sodass der Satz fiir
diesen nach Voraussetzung gilt.

Seien also My, ..., M}, die entsprechenden Matchings. Gibt es ein i € {1,...,k} mit u ¢ E;
fiir alle u € E' mit vy € v oder w € u, d.h. in dieser Kantenmenge M; liegt keine der mit den
Knoten von e inzidenten Kanten, so sind durch M; U e zusammen mit den anderen Matchings
k Matchings von G gegeben.

Sei also angenommen, es gibt kein solches i. Da dg/(vg) < k — 1 und dgr(w) < k — 1 gilt,
gibt es i # j € {1,...,k}, sodass keine mit vy inzidente Kante in E; liegt, es aber eine mit w
inzidente Kante in F; gibt, und sodass keine mit w inzidente Kante in F; liegt, es aber eine
mit vy inzidente Kante in E; gibt. O.B.d.A. sei i=1 und j=2 angenommen, sonst vertausche
man die Indizes.

Sei also {vg,v1} € M. Es wird nun von {vg, v1} aus ein moglichst langer alternierender Weg
W = (vg,v1,...,v,) gebildet, wobei ,alternierend “ hier heift, dass {vm,—1,vm} € My ist
fiir ungerades m € {1,...,r — 1} und {vy_1,vm} € M; fiir gerades m € {1,...,r — 1} ist.
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Existiert also kein ve mit {vy,ve} € My, so ist W := (vg, v1), andernfalls wird vy betrachtet.
Existiert kein vg mit {vg,v3} € My, so ist W := (vg, v1, v2), andernfalls gehort v zu W und
die Erweiterung von W wird von dort aus analog fortgesetzt. Zur Erlduterung dient Abbildung

1 A
2 B
3 C
4 D

E

Abbildung 7: Beispiel fiir G (links) und G’ (rechts)

7: Der linke Graph sei G = (V, E) und es gilt dg(v) < 3 fiir alle v € V. Der rechte Graph
ist demnach G’ = (V, E’) mit E’ := E\{3, B}. Die disjunkten Matchings bestehen aus den
Kanten, die entsprechend beschriftet sind. Es gibt dann keine mit dem Knoten 3 inzidente
Kante in M3, aber eine mit B inzidente Kante in Ms; es gibt keine mit B inzidente Kante
in Mo, aber eine mit 3 inzidente Kante in Ms. Der konstruierte ,alternierende” Weg ist dann
(3,C, 4, D) und fett eingezeichnet.

Ein solcher Weg W hat folgende Eigenschaften:

e W ist eindeutig bestimmt:
Dies ist per Definition von W klar.

e IV ist ein Pfad:

Fir 1 < m < r kann vy, nicht doppelt erreicht werden, denn wire v; der erste dieser
Knoten, der doppelt erreicht wird, so gibt es drei verschiedene mit v; inzidente Kanten
aus E71 U Es, also zwei aus 1 oder aus Fso, was nicht sein kann. Und auch vy kann nicht
doppelt erreicht werden, da keine mit vy inzidente Kante in M existiert und {vg, v}
die einzige zu vg inzidente Kante in My ist. Demnach miisste v; doppelt erreicht werden,
was bereits widerlegt wurde. Also enthélt W keinen Knoten doppelt und ist damit ein
Pfad.

e W enthilt w nicht:
Der Knoten w kénnte nur iiber eine Kante aus M; erreicht werden, und dann wiirde
der Weg von v nach w eine gerade Anzahl an Kanten enthalten. Nimmt man e wieder
dazu, ergibe sich also ein Kreis in G mit ungerader Kantenanzahl, was nicht sein kann,
da G bipartit ist.

Hilfsweise werden Wy == Wn M und Wy := W N M, definiert. Nun setzt man J\Afl =
M\W1 U Wy und My := Mo\Wo U Wy, d.h. M; enthélt alle Kanten von M; aufser denen, die

zu W gehdren, und zusitzlich die Kanten von W aus Mp; fiir ]\% gilt das gleiche umgekehrt.
Die Mengen My, Mo, Ms, ..., My, besitzen die folgenden Eigenschaften:
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° M,@,Mg, ..., My, sind paarweise disjunkt und ergeben vereinigt E'
Dies ist per Definition von M7 und Ms klar.

e Beziiglich ]\Afl, ]%, Ms, ..., My liegen zwei adjazente Kanten stets in unter-
schiedlichen Kantenmengen: .
Aufer der Kante {vg, v1} gibt es keine mit v inzidente Kante, die in M; liegt, da in M;
tiberhaupt keine zu v inzidente Kante liegt. Weil fiir gerades m € {1,...,r — 1} nur
{Um—1,vm } aus M7 und nur {v,,, vym+1} aus My mit v, inzident sind und fiir ungerades
m € {1,...,7 — 1} nur {vm_1,vn} aus Mz und nur {vm,vmﬂ} aus E1, sind ebenso
fiir gerades m € {1,...,r — 1} nur {v,— 1,Um} aus M; und nur {Um,vm+1} aus Mg
mit v,, inzident und fur ungerades m € {1,...,r — 1} nur {vy,_1,v,} aus Ms und nur
{vm, Um+1} aus M. Mit v, gibt es entweder genau eine inzidente Kante in E; oder in
Es, da v, zu W gehort, aber v, der letzte Knoten von W ist. Damit gibt es auch héchs-
tens eine mit v, inzidente Kante in Ml und Mg. Fiir die Kanten, die mit keinem Knoten
von W inzident sind, gilt die Aussage, da sie beziiglich M, M, ..., M} auf Grund der
Matchingeigenschaft gilt.

e Es gibt keine mit vy oder w inzidente Kante in ]\Afgz
Fiir w ist dies klar, denn es gibt keine mit w inzidente Kante in My und damit auch
nicht in Mg, da w ¢ W ist. Fiir vy liegt genau die Kante {vg,v1} in Ma, aber keine in
M. Durch Konstruktion von Ml und ]\72 ist dann genau {vp,v1} € ]\71, aber es gibt
keine mit vy inzidente Kante in Mg.

Damit kann man wieder den urspriinglichen Graphen G betrachten und die weggelassene
Kante e mit M, vereinigen. Man erhélt dadurch & Kantenmengen Ml, My U {e}, M3, ..., My
derart, dass zwei adjazente Kanten von G in unterschiedlichen Kantenmengen liegen. Somit
ist der Induktionsschritt vollzogen und der Beweis erbracht. O

Korollar 4.18. Jeder bipartite k—reguldre Graph besitzt k disjunkte perfekte Matchings.

Beweis. Ein bipartiter k-reguldrer Graph G = (V1 U Vo, E) erfiillt die Voraussetzungen von
Satz 4.17. Zudem muss jedes der k Matchings zu jedem Knoten v € V3 U V5 genau eine mit
diesem inzidente Kante enthalten, da ansonsten ein anderes Matching zwei mit v inzidente
Kanten enthalten wiirde, ein Widerspruch. Somit ist jedes der £ Matchings perfekt. 0l

Aquivalent zu diesem Korollar ist die Aussage, dass ein bipartiter k-reguldrer Graph ein
perfektes Matching besitzt. Besitzt er némlich ein solches, so erhilt man einen bipartiten
(k — 1)-reguléren Graphen, indem man die Kanten dieses Matchings aus dem urspriinglichen
Graphen entfernt. Dieser besitzt dann wiederum ein perfektes Matching, und das Korollar
folgt so induktiv.
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4.3 Weitere wichtige Resultate

Wie angekiindigt, werden nun noch einige weitere Resultate auf diesem Gebiet vorgestellt.

4.3.1 Fliisse in Netzwerken

Die Formulierung eines Matchingproblems als dquivalentes Flussproblem ist vor allem in der
Praxis niitzlich, da effiziente Algorithmen existieren, um die Stérke eines maximalen Flusses in
einem Netzwerk zu bestimmen, siehe z.B. [10], Kapitel 7. Man kann aber aus der Erkenntnissen
iiber Flussprobleme auch sehr elegant nochmals die Existenz eines perfekten Matchings in
einem k-reguldren Graphen folgern.

Hier werden nun gerichtete Graphen verwendet.

Definition 4.19. Ein gerichteter Graph G, auch Digraph genannt, ist ein Paar (V, E'), wobei
V' eine nichtleere Menge und E eine Multimenge iiber V' x V ist. Die Elemente v € V werden
auch hier Knoten genannt, die Elemente e € E (gerichtete) Kanten.

In einem Digraphen sind also auch Schleifen erlaubt, da (v,v) ein Element von V' x V ist.
Ahnlich wie bei Wegen ist es hier ebenso oft praktisch, Mengenoperatoren auf ein Element
(v,w) € V x V anzuwenden. Damit ist dann ebenfalls die Anwendung auf die zugehérige
Menge {v,w} gemeint.

Die Begriffe Adjazenz und Inzidenz sind analog zu ungerichteten Graphen zu verwenden. Man
unterscheidet hier aber bei den mit einem Knoten v € V inzidenten Kanten die Multimenge
der in v eingehenden Kanten A1 (v) von der Menge der aus v ausgehenden Kanten
A~ (v). Ersteres sind alle Kanten, die sich als (w, v) schreiben lassen, letzteres die, die sich als
(v, w) schreiben lassen, mit w € V.

Jetzt wird definiert, was ein Netzwerk ist, wozu der Begriff der Kapazitdtsfunktion bendotigt
wird.

Definition 4.20. Sei G = (V, E) ein Digraph. Dann heifst eine Funktion ¢ : E — R Kapa-
zitdtsfunktion auf G. Nimmt ¢ nur Werte aus IN an, so heifst ¢ ganzzahlig.

Definition 4.21. Ein Netzwerk N ist ein Tupel (V, E, s,t, c), wobei G = (V, E) ein Digraph
ist, s,t € V zwei ausgezeichnete Knoten sind ¢ eine Kapazitidtsfunktion auf G ist. Man nennt
s Quelle und ¢ Senke von N.

In einem solchen Netzwerk betrachtet man nun Fliisse. Dieser Begriff hat eine sehr bildliche
Interpretation: Von der Quelle s fliefen gewisse Einheiten iiber die Kanten des Netzwerks zur
Senke ¢. Dabei miissen die Kapazitatsbeschrinkungen der Kanten eingehalten werden, und
aufer bei Quelle und Senke miissen an einem Knoten gleich viele Einheiten ein— und ausgehen.
Diese Vorstellung wird jetzt formal beschrieben.

Definition 4.22. Ein Fluss in einem Netzwerk N = (V, E, s, t, ¢) ist eine Funktion f: E —
R, die die folgenden Bedingungen erfiillt:

1. Fiir jede Kante e € F gilt: f(e) < ¢(e)
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2. Fiir alle Knoten v € V\{s,t} gilt: > f(e)= > f(e)
ecAt(v) e€cA=(v)

Nimmt f nur Werte aus IN an, so heilst f ganzzahlig.

Abbildung 8: Netzwerk und Fluss

Das in Abbildung 8 skizzierte Netzwerk habe eine Kapazititsfunktion, die jeder Kante die
Kapazitédt 1 zuweist, wodurch es dann auch tatsdchlich zu einem Netzwerk nach der Defini-
tion wird. Fin Beispiel fiir einem Fluss in diesem Netzwerk ist eine Funktion, die den fett
eingezeichneten Kanten den Wert 1 und allen anderen Kanten den Wert 0 zuweist.

Interessant ist oft, wie viele Einheiten auf einem Fluss von der Quelle zur Senke fliefsen, um
in der bildlichen Interpretation zu bleiben.

Definition 4.23. Sei f ein Fluss in einem Netzwerk N = (V, E, s, ¢, ¢). Dann nennt man

1fl= D> fle)= D fle)
)

ecAt(t) ecA—(t

die Starke von f.
f heift ein Fluss maximaler Stirke oder maximaler Fluss, wenn es keinen Fluss g in N
gibt mit |g| > | f|.

Sucht man in einem Graphen ein maximales Matching, so spricht man auch von einem Mat-
chingproblem. Sucht man in einem Netzwerk einen maximalen Fluss, so spricht man auch
von einem Flussproblem. Etwas schwammig bezeichnet man das Netzwerk selbst dann auch
als Flussproblem. Zu einem Matchingproblem in bipartiten Graphen kann man ein (wie man
noch sehen wird) dquivalentes Flussproblem formulieren.

Definition 4.24. Sei G = (V] U V4, E) ein bipartiter Graph. Das dazu dquivalente Fluss-
problem ist ein Netzwerk N := (V' E’, s,t,¢) mit

e Knotenmenge V' := V1 UVaU{s,t}, wobei s und ¢ zwei Knoten sind, die nicht in V3 UV;
enthalten sind,
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e Kantenmenge E' := {(a,b) | {a,b} € E} U{(s,a) | a € Vi} U{(b,t) | b € Va}, wobei E’
ebenso wie E eine Multimenge ist und (a,b) in E’ die gleiche Vielfachheit hat wie {a,b}
in F; die Vielfachheiten der Kanten (s,a) und (b,t), a € V1, b € V4 sind eins, und

e Kapazititsfunktion ¢ mit c(e) =1 fiir alle e € E'.

Das in Abbildung 8 beschriebene Netzwerk ist das dquivalente Flussproblem zum linken Gra-
phen aus Abbildung 7.

Um die tatsichliche Aquivalenz beider Probleme zu zeigen, wird die nichste Proposition ver-
wendet, fiir deren Beweis auf [3], Seite 155f., verwiesen wird.

Proposition 4.25. Sei N = (V, E, s,t,c) ein Netzwerk und ¢ ganzzahlig. Dann gibt es einen
mazimalen Fluss f in N, der ganzzahlig ist.

Nun kann der Beweis der Aquivalenzaussage folgen.

Satz 4.26. Sei G = (V4 U Vo, E) ein bipartiter Graph und N = (V' E' s,t,c) das dazu
dquivalente Flussproblem. Dann ist die Mdchtigkeit eines mazimalen Matchings von G gleich
der Starke eines maximalen Flusses in IN.

Beweis. Sei M ein maximales Matching. Dann ist durch

1, falls e € M oder e = (s,a) oder e = (a,t) mit a € e* fiir ein e* € M;

fule) ::{ 0, somnst.

ein Fluss in N definiert. Dieser hat die Starke |M|, wie man leicht sieht. Also ist die Stérke
eine maximalen Flusses in N grofer oder gleich der Méchtigkeit eines maximalen Matchings
in G.

Sei nun f ein maximaler Fluss in V. Dann existiert nach Proposition 4.25 ein ganzzahliger
Fluss g derselben Stérke, welcher in diesem Fall also nur die Werte 0 und 1 annehmen kann,
da 0 < ¢(e) <1 fiir alle e € E’ ist. Man betrachte die Kantenmenge M, mit

My:={ecE|gle)=1,s5¢e,t e}

Dies ist ein Matching von G, da auf Grund der Kapazititsfunktion von N jeder Knoten aus
V'\{s,t} hochstens eine ein— bzw. ausgehende Kante e mit f(e) = 1 haben kann. Damit ist
die Méchtigkeit eines maximalen Matchings in G grofser oder gleich der Stérke eine maximalen
Flusses in V.

Insgesamt ist also die Gleichheit bewiesen. O

Aus diesem Satz kann man wiederum folgern, dass in bipartiten k-reguldren Graphen ein
perfektes Matching existiert. Man betrachte dazu im dquivalenten Flussproblem den Fluss f
mit

1, wenn s € e oder t € e;

fle) = { %, sonst.

Dieser hat die Stirke |V4] - k- 1 = |V4], also ist die Méchtigkeit eines maximalen Matchings
mindestens |V;| und damit gleich |V|.
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4.3.2 Satz von Konig

Nun wird der sehr bekannte Satz von Koénig bewiesen, dessen Beweis im Original in [12], S.
248f., und in der hier prisentierten Fassung beispielsweise in [3], S. 39, zu finden ist.
Dabei spielen die folgenden Begriffe eine wichtige Rolle.

Definition 4.27. Sei G ein Graph. Ein Weg W = (vg, v1, v2, ..., v,) in G heifst alternierend
beziiglich eines Matchings M von G, wenn v nicht von M iiberdeckt wird und {vy,—1, v} €
M fiir ungerades m € {1,...,r} sowie {vm—1,vm} € M fiir gerades m € {1,...,r} gilt. W
heifst augmentierend, wenn zusitzlich auch v, nicht von M iiberdeckt wird.

Der alternierende Weg aus dieser Definition ist natiirlich nicht zu verwechseln mit dem spe-
ziellen ,alternierenden” Weg, der im Beweis von Satz 4.17 verwendet wurde. In der folgenden
Abbildung links ist (2, B,3,C) ein augmentierender Weg beziiglich des fett eingezeichneten
Matchings. Existiert in einem Graphen ein augmentierender Weg W beziiglich eines Mat-

1 A 1 A
2 B 2 B
3 C 3 C
4 D 4 D

E E

Abbildung 9: Verbesserung eines Matchings durch einen augmentierenden Weg

chings M, so kann M zu einem Matching N von G mit |N| > |M]| ,verbessert“ werden. Man
erhilt dieses, indem man die Kanten {v,,_1,v,,} von W mit geradem m € {1,...,r} aus M
entfernt und die Kanten {vy,—1,v,,} von W mit ungeradem m € {1,...,r} zu M hinzufiigt,
wie es auch in der Abbildung gemacht wurde. Dies wird im Beweis des Satzes von Konig
verwendet. In Abbildung 9 entsteht dadurch das rechts fett eingezeichnete Matching.

Satz 4.28 (Satz von Konig). In einem bipartiten Graphen ist die Mdchtigkeit eines mazimalen
Matchings gleich der Midchtigkeit einer minimalen Knoteniiberdeckung.

Beweis. Sei M ein maximales Matching von G = (V1 U Vs, E). Es werde folgendermafen eine
Knotenmenge U gebildet: Von jeder Kante e € M wird der Knoten ausgewahlt, der in V5 liegt,
falls es einen alternierenden Weg beziiglich M gibt, der in diesem Knoten endet, und sonst
der Knoten, der in V} liegt. Abbildung 10 illustriert die Konstruktion von U fiir den rechten
Graphen aus Abbildung 9. Nun wird gezeigt, dass U eine minimale Knoteniiberdeckung von
G ist: Sei {v,w} € E eine beliebige Kante. Ist {v,w} € M, so liegt nach Definition von U
entweder v oder w in U, also wird {v,w} durch U iiberdeckt. Sei also {v,w} ¢ M. Da M
maximal ist, muss M eine Kante {a,b} mit a = v oder b = w enthalten. Wird v nicht von M
iiberdeckt, so ist {v,w} ¢ M und damit b = w € U, da in b = w der alternierende Weg (v, w)
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E

Abbildung 10: Beispiel fiir die Konstruktion von U

endet. Wird v von M iiberdeckt und ist v € U, so muss b € U sein und ein alternierender Weg
W1 endet in b. Ebenso endet aber auch ein alternierender Weg Ws in w, fiir den entweder
Wy = Whw (falls w € W1) oder Wy = Wibaw gilt. Da M ein maximales Matching ist, kann
Wy nicht augmentierend sein. Somit wird w von M iiberdeckt und es ist w € U. Damit ist
U eine Knoteniiberdeckung von G. Diese ist minimal, denn eine Knoteniiberdeckung von G
muss zu jeder Kante e € M einen Knoten enthalten, der mit dieser inzident ist. O

Daraus folgt der Satz iiber k-regulére Graphen auch direkt: Ist U eine Knoteniiberdeckung
von G, so tiberdeckt U maximal k|U| Kanten, da jeder Knoten genau k Kanten iiberdeckt
und es Uberschneidungen geben kann (deshalb {iberdeckt U nicht immer genau k|U| Kan-
ten). Als bipartiter k—reguldrer Graph hat G insgesamt k|Vi| Kanten, also muss eine kleinste
Knoteniiberdeckung mindestens |V;| Knoten enthalten. Nach dem Satz von Kénig tiberdeckt
das grofite Matching also mindestens V3 Knoten, und da es nicht mehr sein kénnen, genau V;
Knoten.

4.3.3 Heiratssatz von Hall

Zuletzt wird jetzt der Heiratssatz von Hall bewiesen. Der Beweis wird hidufig durch Induktion
nach der Knotenanzahl gefiihrt, ist aber auch iiber den Satz von Kénig méglich (siehe [3], S.
40£.).

Satz 4.29 (Heiratssatz). Sei G = (V1 U Vi, E) ein bipartiter Graph. Es existiert genau dann
ein Matching M von G der Mdachtigkeit |V1|, wenn die Hall-Bedingung

VS C Vi :|S| < IN(S)]

erfillt ist.

Beweis. Die eine Richtung ist klar, denn wenn es eine Knotenmenge S C Vj mit |S| > |N(5)]
gibt, so kann nicht jeder Knoten aus Vi zu einem Matching von G gehéren.

Existiert kein Matching von G der Maéchtigkeit Vi, so hat G nach dem Satz von Koénig eine
Knoteniiberdeckung U durch weniger als |V;| Knoten. Sei U = U; U Uy mit U; € V; und
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Us C Va, es gelte also |Uy| + |Us| = |U| < |Vi|, d.h. umgeformt |Us| < |V1| — |Uy| = |Vi\Ui|.
Nach Definition von U hat G aber keine Kante zwischen |V1\Uj| und |V2\Us|. Also gilt

IN(VI\U1)| < U] < [VA\UA|.
Fiir S := V;\U; ist die Hall-Bedingung also nicht erfiillt. O
Hieraus folgt das Resultat tiber perfekte Matchings in bipartiten k-reguliren Graphen noch-
mal: Mit den Knoten jeder Menge S C V; sind k|S| Kanten inzident. Diese gehoren natiirlich
zu den k|N(S)| Kanten, die mit den Knoten aus N (S) inzident sind, also gilt k|S| < k|N(.5)],

d.h. |S| < |N(S)|. Die Hall-Bedingung ist damit erfiillt und es existiert ein Matching der
Méchtigkeit |Vi|, das damit perfekt ist.
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5 Intervallzerlegungen linearer Verbande

In diesem Kapitel steht nun die Suche nach Intervallzerlegungen linearer Verbénde an. Der
einfachste Fall wurde im letzten Kapitel schon gekldrt: Nach Beispiel 4.11 fiihrt die Frage
nach einer Intervallzerlegung in £(3, GF(q)) auf das Matching—Intervallzerlegungs—Problem,
d.h. auf die Frage nach einem perfekten Matching in einem reguléren Graphen, und Korollar
4.18 beantwortet diese Frage positiv. Eine Folgerung aus dem letzten Kapitel ist also:

Korollar 5.1. Fir jeden endlichen Korper GF(q) existiert eine Intervallzerlegung des Ver-
bandes L(3,GF(q)).

Nun sollen auch Verbande £(n,GF(q)) mit n > 4 betrachtet werden. Dazu werden zuerst
einige allgemeingiiltige Aussagen hergeleitet, bevor konkret Verbande iiber GF(2) und GF'(3)
angesehen werden. Abschliefsend folgen noch einige Bemerkungen zu dem Problem iiber méch-
tigeren endlichen Koérpern.

5.1 Allgemeine Sitze

Das am Ende von Kapitel 3 formulierte Intervallzerlegungsproblem soll zunéchst etwas um-
formuliert werden, um es anschliefend besser untersuchen zu kénnen. Ist

{Uo,U1,...,U,

qn71_17H0, Hl, “ e ,anfl_l}

eine Intervallzerlegung von £(n, GF(q)), so sei py ein Reprasentant des 1-dimensionalen Vek-
qnfl_l

torraums Upy. Auferdem seien pq,...,ps, S = Représentanten der 1-dimensionalen
Unterrdume von Hj.

Zuerst wird gezeigt:

q—1

Proposition 5.2. Fir alle i,j € {1,...,s} sind po, p; und p; linear unabhingig.

Beweis. Seien Ao, A\j, \j € GF(q) mit Aopo+ A\ip; +A;p; = 0. Dann folgt Aopo = —(Xipi +A;p;)
und, da pg € Uy ist und p;, p; € Ho sind, Aopo € UpNHp = {0}. Da p; und p; linear unabhéngig
sind, folgt auch A; = A\; = 0. O

Damit kommt man zu einer weiteren Unabhéingigkeitsaussage.

Proposition 5.3. Fir alle i,j € {1,...,s} und 3,0 € GF(q)* mit (i,8) # (j,05') sind
pi + Bpo und pj + ['po linear unabhingig.

Beweis. Seien \1, Ao € GF(q) mit

0= Ai(pi + Bpo) + Xa(pj + B'po) = Api + Aapj + (M8 + A28")po.

Dann folgt Ay = Ay = 0 nach Proposition 5.2, womit p; + Bpo und p; + 3'po linear unabhéngig
sind. O
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5 INTERVALLZERLEGUNGEN LINEARER VERBANDE

Somit werden (¢ —1)s = ¢" ! — 1 verschiedene 1-dimensionale Unterrdume von den p; + 3po,
i€{l,...,s}, B € GF(q)*, aufgespannt. Diese liegen zudem nicht in Filter(Up) und nicht in
Ideal(Hy), wie die folgende Proposition zeigt.

Proposition 5.4. Fir alle i € {1,...,s} und 8 € GF(q)* gilt (p; + Bpo) & Filter(Up) und
(pi + Bpo) ¢ Ideal(Hy).

Beweis. Natiirlich ist (p; + Opo) & Filter(Uy), da p; + Bpo kein Vielfaches von py ist. Aus
(pi + Bpo) € Ideal(Hy) wiirde, da p; € Hy ist, auch 3~ (p; + Bpo — pi) = po € Hy folgen. Dies
ist jedoch ein Widerspruch, womit die Aussage folgt. O

Nach Proposition 3.12 (fiir k1 = 1) gibt es genau (’f)q — (”gl)q — (”Il)q = q;__ll —-1- qnq__ll_l =

¢"~ ! — 1 1-dimensionale Unterrdume, die nicht in Filter(Uy) und nicht in Ideal(Hp) liegen,

und damit sind durch die p; + Bpy bereits alle abgedeckt.
Es ist h#ufig sinnvoll, Hyperebenen von GF(q)"™ mit den Kernen von Linearformen aus
GF(q)"" zu identifizieren. Hier definiere man o; 3 : GF(q)" — GF(q) durch

0, falls p € H; 3N Ho,
oip(p) := 4 0, falls p=p;+ Bpo,
57 P = Di-

Da p; kein Vielfaches von p; + 8pg ist und aus p; € Ho und pg € Hyp sowie p; +Bpo € H; g auch
pi+0po & Hi gNHoyund p; ¢ H; 3N Hy folgt, sind diese auf GF(q)" = (H; 3N Ho, pi + Bpo, pi)
wohldefiniert.
Es folgt dann:

Lemma 5.5. Fiir alle p; € Hy gilt

pj+0po€ Hig<oiglp) =0

Beweis. Per Definition gilt

ai3(po) = Ui,,@(ﬁ_l(pi + Bpo — pi)) = 5_1(01,6(1% + Bpo) — 0i8(pi)) = B (-pB) = -1

und
0= 0i5(p; + B'po) = 0ip(p;) — B,
woraus die Behauptung folgt. 0

Wie man sehen wird, weist die Menge von Linearformen, die durch eine Intervallzerlegung
definiert wird, bestimmte Eigenschaften auf. Diese sollen zunéchst definiert werden.

Definition 5.6. Eine Menge S = {o;3 | ¢ € {1,...,s},6 € GF(q)*} von Linearformen
oip : GF(q)" — GF(q) heilt punktweise irreflexiv auf Ho, wenn o; g(p;) # 0 fiir alle
i€{l,...,s} und § € GF(q)* gilt. S heift punktweise antisymmetrisch auf Hy, wenn

0.5 (pi) = 0i5(pi) = 0i5(p;) # 0,5 (1)
fiir alle 4,5 € {1,...,s} und 8,8 € GF(¢)* mit (i,8) # (4,3) gilt.
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5.1 Allgemeine Sétze

Es folgt der Nachweis dieser Eigenschaften und man kommt sogar zu einer Aquivalenzaussage.

Satz 5.7. Sei U ein 1-dimensionaler Unterraum von GF(q)", H eine dazu komplementdire
Hyperebene von GF(q)"™ und py ein Reprisentant von U. Es existiert eine Intervallzerlegung
von L(n,GF(q)) mit Uy := U und Hy := H genau dann, wenn eine Menge S = {0, | i €
{1,...,s},8 € GF(q)*} von Linearformen o;5 : GF(q)" — GF(q) existiert, die punktweise
irreflexiv und antisymmetrisch auf Hy ist.

Beweis. Es werden beide Richtungen einzeln gezeigt:

e Intervallzerlegung = Menge von Linearformen:
Sei
{UO, Ul, ey an—1717 H[), Hl, ey an—lil}

eine Intervallzerlegung. Dann gilt per Definition o; g(p;) = 5 # 0. Sei nun
i (pi) = 0ip(pi) = B und 0i5(p;) = 0,9 (p;) = 5.
Dann gilt nach Lemma 5.5
pi + Bpo,pj + B'po € Hi g und p; + 'po, pi + Bpo € Hjp

Damit wére

(pi + Bpo, pj + B'po) € [pi + Bpo, Hi gl N [p; + B'po, Hj p

und somit sind diese beiden Intervalle nicht disjunkt, was nicht sein kann, da eine Inter-
vallzerlegung vorliegt. Insgesamt ist gezeigt, dass durch die Linearformen eine Menge S
wie gefordert vorliegt, die punktweise irreflexiv und antisymmetrisch auf Hy ist.

e Intervallzerlegung < Menge von Linearformen:
SeiS ={o;5|i€{l,...,s},8 € GF(q)*} eine Menge von Linearformen, die punktweise
irreflexiv und antisymmetrisch auf Hy ist. Man definiere

H; g := (p; + Bpo, Hy N Kern(o; g))

und betrachte die Intervalle [p; + Bpo, H;g]. Angenommen, es gibt ein W # () und
(i, 8) # (5, 8') mit

W e [pi + Bpo, Hi gl N [pj + B'po, Hj ).
Dann sind p; + Bpo,pj + B'po € W, also auch p; + p; + (8 + )po € W. Dapg ¢ W
ist, existiert ein py, € Hp und A € GF(q)* mit Ap;, = p; + p; und nach Lemma 5.5

ist oi6(pr) = AH(B+ B) = 055 (). Wegen 0i5(pk) = A (01,6(pi) + 046(pj)) =
A B+ 0ip(p;) und 055 (pk) = A" (0,5 (pi) + 055 (pj)) = A (0,5 (pi) + () exgibt
sich 0, 3(pj) = ' und 0;(p;) = B. Damit wére aber
05,5 (pi) = 0i,8(pi) = B und 03 5(p;) = 05,5 (p;) = B,
ein Widerspruch dazu, dass S punktweise asymmetrisch auf Hy ist. Somit folgt
[pi + Bpo, Hi ) N [pj + B'po, Hjp| =0

fir alle (i,8) # (4,0), und die Intervalle sind zusammen mit Filter(U) und Ideal(H)
eine Intervallzerlegung von L£(n, GF(q)).
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5 INTERVALLZERLEGUNGEN LINEARER VERBANDE

Insgesamt ist der Satz aus Anzahlgriinden bewiesen. 0

Damit ist es gleichgiiltig, ob eine Menge von Intervallen oder die entsprechende Menge von
Linearformen betrachtet wird. Da die Linearformen ab jetzt bevorzugt verwendet werden,
wird eine Intervallzerlegung neu definiert, wobei, dhnlich wie bei den beiden Definitionen von
Verbénden, auch Definition 3.8 ihre Giiltigkeit behalten soll.

Definition 5.8. Sei n > 3, Uy = (po) ein 1-dimensionaler Unterraum von GF(q)" und Hy
eine dazu komplementire Hyperebene. Dann heifst eine Menge

S={oiplic{l,...,s},8 € GF(q)*}

von linearen Abbildungen o; 3 : GF(q)" — GF(q) Intervallzerlegung des linearen Verban-
des L(n,GF(q)), wenn S punktweise irreflexiv und antisymmetrisch auf Hy ist.

Ab jetzt nimmt man Uy = (pg) und Hy als gegeben an. Ein wichtiger Bestandteil der weiteren
Suche nach Intervallzerlegungen ist der folgende Satz.

Satz 5.9. Euzistiert eine Intervallzerlegung von L(n,GF(q)), n > 4, so existiert auch eine
Intervallzerlegung des Verbandes L(n —1,GF(q)).

Beweis. Sei S eine Intervallzerlegung von L(n, GF(q)). Weiter sei W, ein (n—2)—dimensionaler
Unterraum von Hy. Zusammen mit py spannt Wy dann einen (n — 1)-dimensionalen Unter-
raum von GF(q)" auf, der isomorph zu GF(q)" ! ist. Fiir p; € Wy und p € (pg, Wp) definiere

man dann
0, fallspe H; 3N Wy,

oip(p) := 4 0, falls p=p; + Bpo,
ﬁa b = Di-
und S = {oiglie{l,...,s},0 € GF(q)*} mit 5 := qanl_l. Dann gilt fiir alle p € Wy auch

oi3(p) = 0, 3(p), da genau dann p € H; gNW, gilt, wenn p € H; 3N Hy gilt. Damit wére S nicht
punktweise irreflexiv und antisymmetrisch auf Hg, wenn S nicht punktweise irreflexiv und
antisymmetrisch auf Wy ist. Also erhélt man eine Intervallzerlegung von L(n—1,GF(q)). O

Die im Beweis konstruierte Menge S , die aus einer Mischung von Restriktion und Projektion
von S auf Wy hervorgegangen ist, wird nun als S|y, geschrieben und bekommt eine eigene
Bezeichnung.

Definition 5.10. Sei S = {03 | i € {1,...,s},5 € GF(q)*} eine Menge von Linearformen
oip: GF(q)" — GF(q), n > 4 und Wy ein (n — 2)-dimensionaler Unterraum von Hy. Dann
heift die Menge S|w, Projektion von S bezliglich Wy. Ist S eine Intervallzerlegung von
L(n,GF(q)), so heifst die Intervallzerlegung S|w, von L(n — 1, GF(q)) projizierte Inter-
vallzerlegung von S beziiglich Wj.

Es sei betont, dass die Linearformen einer projizierten Intervallzerlegung S|y, entsprechend
dem Beweis von Satz 5.9 formal auf (pg, W) als Teilmenge von (pg, Hp) definiert sind, und
nicht auf dem dazu isomorphen Raum GF(q)" !

Unter Verwendung der Projektionen ergibt sich sofort folgendes Korollar.
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5.1 Allgemeine Sétze

Korollar 5.11. Eine Menge S = {o,3 | i € {1,...,s},8 € GF(q)*} von Linearformen
oip : GF(q)" — GF(q) ist eine Intervallzerlegung von L(n,GF(q)) genau dann, wenn die
Projektion S|w, beziiglich jedes (n — 2)—dimensionalen Unterraums Wy C Hy eine Intervall-
zerlegung von L(n —1,GF(q)) ist.

Beweis. Ist S eine Intervallzerlegung und Wy C Hy ein (n — 2)-dimensionaler Unterraum, so
ist S|w, nach dem Beweis von Satz 5.9 eine Intervallzerlegung von L(n — 1, GF(q)).

Sei nun S eine Menge von Linearformen, die keine Intervallzerlegung von £(n, GF(q)) ist, d.h.
S ist nicht punktweise irreflexiv oder nicht punktweise antisymmetrisch auf Hy. Es gibt also
i,j €{1,...,s} und 3,5’ € GF(q)* mit 0; (p;) # 0 oder

o3 (pi) = 0ip(pi) = B und o3 5(p;) = 05 (pj) = 5.

Wihlt man dann einen (n — 2)-dimensionalen Unterraum Wy von Hy, der p; und p; enthélt
(was immer moglich ist, da n —2 > 2 ist und p;, p; € Hp sind), so ist S|w, keine Intervallzer-
legung von L(n —1,GF(q)), da 0; 3(p) = 0; 5(p) auf Wy gilt. O

Es ist jetzt klar, wie die Projektionen und das letzte Korollar bei der Suche von Intervallzer-
legungen eines Verbandes £(n, GF(q)) fiir n > 4 helfen kénnen, wenn man (alle) Intervallzer-
legungen des Verbandes £(n— 1, GF(q)) kennt: Man durchlauft fiir die (n — 2)-dimensionalen
Unterrdume W C Hj alle Kombinationen von Intervallzerlegungen von £(n—1, GF(q)). Zu be-
achten ist lediglich noch, dass die ausgewahlten Intervallzerlegungen miteinander vertriaglich
sein miissen, d.h. sind S|y, und S|y, die projizierten Intervallzerlegungen auf zwei Unterréu-
me Wi und W, so miissen diese auf Wy N Wy gleich sein, also (S|w,)|winw, = (Slw,) [y nws, -
In der praktischen Anwendung ist es oft sinnvoll, nicht die Projektionen beziiglich aller (n—2)—
dimensionalen Unterrdume in Hy zu verwenden, sondern die Verwendung von Projektionen
mit der Uberpriifung der Bedingungen aus Definition 5.6 zu kombinieren. Dies wird in den
Abschnitten 5.2 und 5.3 genauer ausgefiihrt. Die Grundlage dafiir ist das folgende Korollar,
dessen Beweis sich sofort aus dem bereits Geschriebenen ergibt.

Korollar 5.12. Seien Wi,..., Wy (n — 2)-dimensionale Unterriume in Hy. Eine Menge
S={oig|ie{l,...,s}, € GF(q)*} von Linearformen o;5 : GF(q)" — GF(q) ist eine
Intervallzerlegung von L(n,GF(q)) genau dann, wenn die Projektionen S|w,, | € {1,...,k}
Intervallzerlegungen von L(n — 1, GF(q)) sind und o; g(p;) # 0 sowie

0,8 (pi) = 0ip(pi) = 0is(p;) # 0,8 (P))
fiir alle p;,pj € Ho, fir die es kein 1 € {1,...,k} mit p;,p; € W gibt, gilt.

Bevor ein auf diesem Korollar basierendes Verfahren in die Tat umgesetzt wird, kann man die
0; 8 einer Intervallzerlegung S noch auf eine bestimmte Art und Weise ordnen.

Proposition 5.13. Ist S = {o,5 | i € {1,...,s},0 € GF(q)*} eine Intervallzerlegung von
L(n,GF(q)), so existiert eine Partition My, ..., My_1 von S derart, dass

i # j und Kern(o;3) N Hy # Kern(ojz) N Hy

fiir alle 03,053 € My, o € GF(q)*, mit (i,0) # (4, 5') gilt.
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5 INTERVALLZERLEGUNGEN LINEARER VERBANDE

Beweis. Man betrachte den bipartiten Graphen G = (V3 U Vs, E)) mit
Vi={1,...,s},Va :={Kemn(o;3) N Hy | i € {1,...,s}}

und

E = {{i,Kern(o;8) N Ho} |i € {1,...,s},8€ GF(q)*}.

Dieser ist (¢ — 1)-reguldr, denn jedem ¢ € {1,...,s} ist genau fir jedes § € GF(q)*
ein Kern(o; 3) N Hy zuordnet, und genau bei den ¢ — 1 Vielfachen einer Linearform o; g
ist Kern(o; 3) N Hy gleich. Nach Korollar 4.18 existieren also ¢ — 1 perfekte Matchings
My, ...,My_1 von G, und dies ist genau die Aussage der Proposition.

O

Dadurch lésst sich eine Intervallzerlegung S also in ¢ —1 im Sinne der Proposition gleichartige
Teilmengen aufteilen. Man weifs dann beispielsweise, dass in jeder Teilmenge M, genau ein
Vielfaches jeder Linearform o; g vorkommt. Dies kann vorteilhaft sein, wenn man eine Inter-
vallzerlegung eines linearen Verbandes sucht.

Eine solche soll nun auch aufgeschrieben werden, und zwar von £(3, GF(3)); die Existenz ist
ja inzwischen bekannt. Dazu sei {po,e1, ez} eine Basis von GF(3)% und {dy,d1,d2} die dazu
duale Basis. Aufterdem wird, immer wenn die Punkte beziiglich einer Basis dargestellt werden,
die Indizierung der Linearformen etwas verdndert: Fiir p € Hp schreibt man o), g. Damit ist
die Linearform o; g gemeint mit p; = p.

Beispiel 5.14. In der folgenden Tabelle ist eine Intervallzerlegung nach Definition 5.8 von
L(3,GF(3)) zu sehen. Genauer gesagt wird die Menge

p; € Hy i1 € S ;2 € S
el dy 2d1 + 2ds
€9 2dy + dy | dy + 2ds
er+ex | da dy + do
e + 262 2d2 2d1

Tabelle 1: Intervallzerlegung von £(3, GF(3))

S = {061,1 = d17082,1 = 2d1 + d270-81+62,1 = d2)061+26271 = 2d27
Oey,2 =2d1 +2d2,0cy20 = di +2d3,0¢,1¢52 = d1 + d2,0¢,12¢,2 = 2d1 }

durch Tabelle 1 dargestellt, und diese ist punktweise irreflexiv und antisymmetrisch auf Hy =
(e1,€2). Jede der Linearformen steht fiir ein Intervall der zugehorigen Intervallzerlegung nach
Definition 3.8.

1 0 0
Ist beispielsweise py = 0 1],e = 1 und ey = 0 |, so konstruiert man zum
0 0 1
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Beispiel zu 0,1 = 2dy + d2, wie im Beweis von Satz 5.7 beschrieben, zuerst

{

o = O
_— o O
\/
D
/\
o O =
e )
\/
\/

Hponr1 = < +1

()

und erhélt daraus das Intervall

() )

Durch Satz 5.7 ist klar, dass die so konstruierten Intervalle zusammen mit Filter((po)) und
Ideal(Hp) eine Intervallzerlegung im Sinne der urspriinglichen Definition 3.8 darstellen.
Im Ubrigen ist durch

_— O = = OO

=
e )

Ml = {061,1 = d17 Ocp,2 = dl + 2d27 Oci+e2,2 = dl + d27 Oc1+2e0,1 — 2d2} und
My = {0, 2 =2d1 4 2d2,0¢y1 = 2d1 + d2, ¢y 4e5,1 = d2,0¢,42e5,2 = 2d1 }

eine Partition von S wie in Proposition 5.13 gegeben.

Wie man aufierdem sieht, erfiillen die Linearformen aus M; die Eigenschaft
Uej,ﬁj(ek) =0<«<k>j,

k,7 € {1,2}, wenn sie zur Basis {e1, ea} dargestellt werden und man f;, B2 so wihlt, dass
e, 8, € My fiir j € {1,2} gilt. Dass es fiir jedes M,, o € GF(q)* eine solche Basis gibt, zeigt
das folgende Lemma.

Lemma 5.15. Sei S = {05 | i € {1,...,s},0 € GF(q)*} eine Intervallzerlegung von
L(n,GF(q)) und My, ...,My_1 eine Partition von S wie in Proposition 5.13. Dann gibt es
fiir jedes a € GF(q)* Punkte eq,...,en—1 € Ho und B1,...,0n-1 € GF(q)*, sodass alle
Oe,. 8 € Mo sind, {po,e1,...,en—1} eine Basis von GF(q)" ist und

Uej,ﬁj(ek) =0<k>j

fir g,k e{l,...,n—1} gilt.

Beweis. Sei a € GF(q)* beliebig. Es wird durch Induktion nach i gezeigt, dass es fiir jedes

i € {1,...,n — 1} linear unabhéngige Punkte e;,...,e;—1 € Hy sowie (1,...,0,—1 € GF(q)*

gibt, dass o¢, 5, € Mo und o, 5, (er) = 0 <= k > j fiir alle j,k € {1,...,7 — 1} gilt, und dass
i—1

biy .. bn—1 € HoN [ Kern(oe, ;) existieren, sodass {po,e1,...,€i—1,bi,...,b,—1} eine Basis
j=1

von GF(q)" ist.

Der Induktionsanfang (i = 1) ist trivial, denn die Menge {ei,...,e;—1} ist dann leer, und
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5 INTERVALLZERLEGUNGEN LINEARER VERBANDE

natiirlich gibt es by,...,b,—1 € Hy, sodass {po, b1, ...,b,—1} eine Basis von GF(q)" ist.
Sei nun angenommen, die Aussage gelte fiir ein ¢ € {1,...,n — 2}. Dann setze man e; := b;
und wihle 3; € GF(q)* so aus, dass o, 3, € M, ist. Dann sind ey, ...,e; linear unabhéngig
und so beschaffen, dass o, g,(ex) =0 <= k > j fiir j, kb € {1,...,i} gilt.
Zudem setze man R

by, == by — Ueiw@i(bk)(aeiﬂi(ei))_lei'
Da

O'ej”g].(bk) = 0O¢, 5, (e;) =0

fir je{l,...,i—1} und

Uez‘ﬁz’(bk - 067;,52'(bk)(aei,ﬁi(ei))ilei) = Ueiﬁz’(bk) - Ueiyﬁi(bk)(aei,ﬁi(ei))ilo'eiyﬁi(ei) =0

— — i — —
gilt, liegen bi11,...,bp—1 in Ho N () Kern(oe; 5,) und {po,e1,...,€i,bir1,...,by—1} ist eine
j=1
Basis von GF(q)" !, womit der Induktionsschritt vollzogen ist.
Damit ist die Aussage bewiesen. O

Man kommt damit zu folgendem Begriff:

Definition 5.16. Eine Intervallzerlegung S = {o;5 | ¢ € {1,...,s},8 € GF(q)*} heifit
normiert durch eine Basis {pg,e1,...,e,-1} von GF(q)", wenn es ein « € GF(q)* und
B1,-..,0n-1 € GF(q)* gibt, sodass o, g, € My und

Uej,ﬁj(€k> =0«<k>j
fir j,k € {1,...,n— 1} gilt.

Im Folgenden soll aber eine Art von Intervallzerlegungen im Vordergrund stehen, die besonders
einfach ist, sodass dort die Aussage von Proposition 5.13 trivial ist.

Definition 5.17. Eine Intervallzerlegung S = {o;3 | i € {1,...,s},8 € GF(q)*} heift
strukturiert, wenn
Kern(o; 3) N Hy = Kern(o; 5/) N Hy

fiir alle 8,3 € GF(q)* gilt.

Trivialerweise ist jede Intervallzerlegung eines linearen Verbandes iiber GF(2) strukturiert.
Im allgemeinen Fall einer strukturierten Intervallzerlegung ist beispielsweise durch

My :={oiglic{l,...,s},f=a}

eine Partition der Linearformen wie in Proposition 5.13 gegeben.

Bei der Notation von strukturierten Intervallzerlegungen geniigt es, fiir jedes ¢ € {1,...,s}
eine Linearform o; 3 anzugeben, da alle 0; g, 5 € GF(q)* Vielfache voneinander sind. Das 3 im
Index wird dann auch weggelassen; es ergibt sich aus o;(p;). Dementsprechend macht es auch
keinen Unterschied, welches Vielfache angegeben wird, da dies auf die gleichen Linearformen
oig, B € GF(q)* fithrt. Folgende Proposition zeigt, wie die Bedingungen der punktweisen
Irreflexivitdt und Antisymmetrie auf Hy fiir eine strukturierte Intervallzerlegung im Speziellen
aussehen.
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5.2 Die Félle £L(n,GF(2)) und L(n,GF(3))

Proposition 5.18. Fine Menge S = {yo; | i € {1,...,s},7 € GF(q)*} von Linearformen
o; + GF(q)" — GF(q) ist eine Intervallzerlegung genau dann, wenn o;(p;) # 0 fir alle
i€{l,...,s} sowie

Y05 (pi) = oi(pi) = oi(p;) # 10(p;5)

fiir allei # 5 € {1,...,s} und v € GF(q)* gilt.

Beweis. Es gilt 0;(p;) # 0ftrallei € {1,..., s} genau dann, wenn dies auch fiir alle Vielfachen
doi, 6 € GF(q)* gilt. Zudem ist die Giiltigkeit von &’'cj(p;) = doi(p;) = d0i(pj) # 8'0;(pj)
fiir alle i,7 € {1,...,s} und 6,0’ € GF(q)* mit (¢,0) # (j,0") gleichbedeutend mit der von
(671" o j(pi) = 0i(pi) = 0i(p;j) # (6718 )oj(p;) fiir alle i # j € {1,...,s} und v = (671¢') €
GF(q)*, denn fir i = j € {1,...,s} und § # ¢ € GF(q)* gilt die Bedingung per Definition
immer.

Daraus folgt zusammen mit Definition 5.6 die Aussage. O

Im néchsten Abschnitt wird nun nach Intervallzerlegungen, insbesondere strukturierten, der
linearen Verbande £(n, GF(2)) und L(n, GF(3)) fiir n > 4 gesucht.

5.2 Die Fille £L(n,GF(2)) und L(n,GF(3))

Zur Suche von strukturierten Intervallzerlegungen wird Korollar 5.12 in ein konkretes Ver-
fahren umgesetzt, das sich als Algorithmus formulieren ldsst. Dieser Algorithmus wird auf
lineare Verbénde iiber GF'(2) manuell angewendet und fiir lineare Verbénde iiber GF'(3) als
Computerprogramm implementiert.

Sei {po, €1, ...,en—_1} eine Basis von GF(q)" und {dy, d,...,d,—1} die dazu duale Basis sowie
Hy = (e1,...,enp—1). Angenommen, man kennt alle Intervallzerlegungen von £(n —1, GF(q)).
Seien Wh,..., Wy C Hp (n — 2)-dimensionale Unterrdume in £(n, GF(q)). Man kann dann
wie folgt vorgehen, um nach Intervallzerlegungen von £(n, GF(q)) zu suchen: Man durchlduft
fiir die W, 1 € {1,...,k} alle Kombinationen an Intervallzerlegungen von L(n — 1, GF(q)),
und zwar isomorph abgebildet auf (pg, W;).

Beispiel 5.19. Aus der Intervallzerlegung S aus Beispiel 5.14 isomorph abgebildet auf
(po, €2, e3) erhilt man

S = {062,1 = d27 063,1 = 2d2 + d37 0-62+63,1 = d3)062+263,1 = 2d37
Ocy2 = 2d3,0¢52 = 2dp + 2d3, 0cyqe5,2 = d2 + d3, 0cyy2e52 = do + 2d3}

Eine solche Kombination wird als k&—Tupel (51, ..., Sk) dargestellt. Dann iiberpriift man, ob
die S; paarweise miteinander vertriglich sind. Gegebenenfalls betrachtet man alle Mengen
S, fiir die S|y, = S fiir alle [ € {1,...,k} gilt, und tberpriift fiir alle p;,p; € Ho, fiir die
(pi,pj) ¢ W, fiir alle [ € {1,...,k} gilt, die Bedingungen aus Definition 5.6.

Nach Korollar 5.12 findet man durch diese Vorgehensweise genau die Intervallzerlegungen von
L(n,GF(q)). Dieses Verfahren ist in Pseudocode als Algorithmus 1 aufgeschrieben, wobei mit
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Algorithmus 1 Allgemeine Suche nach Intervallzerlegungen

for all (S1,...,Sk) € Z* do {Schleife 1}
iszerlegung « true;
for all i < j € {1,...,k} do {Schleife 2}
if Si|Wij # Sj|Wiij then {Vertriglichkeit}
iszerlegung «— false;
break;
end if
end for
if iszerlegung = true then
for all S mit S|y, =S5 fiir alle I € {1,...,k} do {Schleife 3}
iszerlequng « true;
for all p;, p; mit (p;,p;) ¢ W, fir allel € {1,...,k},
8,0 € GF(q)* do {Schleife 4}
if 0;3(pi) = 0 OR 05 (pi) = 0ip(pi) AND 0y5(pj) = 0,6 (p;) then
{Trreflexivitdt und Antisymmetrie}
iszerlegung «— false;
break;
end if
end for
if iszerlegung = true then
print S;
end if
end for
end if
end for

Z die Menge an Intervallzerlegungen von L(n — 1, GF(q)) bezeichnet wird und dementspre-
chend Z* die Menge aller k-Tupel solcher Intervallzerlegungen ist.

In dieser allgemeinen Form ist der Algorithmus nicht auf bestimmte Arten von Intervallzer-
legungen, etwa auf strukturierte, beschrinkt. Konkreter betrachte man nun aber nur struk-
turierte Intervallzerlegungen betrachtet und als weitere Einschriankung nur solche, die durch
{po,e1,...,en—1} normiert sind. Dazu wird Algorithmus 1 in einer speziellen Form verwendet.

Algorithmus 1°. Als (n — 2)-dimensionale Unterrdume verwende man genau diejeni-

gen, die von je m — 2 Vektoren aus {ej,...,e,—1} aufgespannt werden, also W; :=
(€1,...,€1-1,€141,...,en—1) fir L € {1,...,n — 1}. Mit dieser Wahl wende man Algorithmus
1 an.

Dass nur strukturierte Intervallzerlegungen gesucht werden, bringt den Vorteil mit sich, dass
auch nur die strukturierten Intervallzerlegungen von L(n — 1,GF(q)) durchlaufen werden
miissen, denn es gilt:

Proposition 5.20. Sei S eine strukturierte Intervallzerlequng von L(n,GF(q)), n > 4 und
W C Hy ein (n — 2)-dimensionaler Unterraum in L(n,GF(q)). Dann ist S|w eine struktu-
rierte Intervallzerlegung von L(n —1,GF(q)).
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Der Beweis folgt direkt aus der Definition der projizierten Intervallzerlegungen. Zusétzlich
dazu bringt die konkrete Wahl der (n — 2)-dimensionalen Unterrdume einen weiteren Vorteil
mit sich:

Proposition 5.21. Seien die Wi, 1 € {1,...,n — 1} wie soeben definiert und S eine Inter-
vallzerlegung von L(n,GF(q)), n > 4. Ist S normiert durch {po,e1,...,en—1}, so ist S|y,
normiert durch {po,e1,...,€1-1,€141,-..,en—1} fir allel € {1,...,n—1}.

Wiederum folgt der Beweis unmittelbar aus der Definition. Bei der Wahl anderer (n — 2)—
dimensionaler Unterrdume scheitert eine solche Aussage daran, dass sich diese nicht durch
n — 2 Vektoren aus {ei,...,e,—_1} aufspannen lassen. Zusétzlich dazu, dass nur strukturierte
Intervallzerlegungen durchlaufen werden miissen, miissen nun also auch nur durch eine feste
Basis normierte Intervallzerlegungen durchlaufen werden.

Aufierdem werden dann auch nur normierte Intervallzerlegungen gefunden, wie man jetzt
sieht.

Proposition 5.22. Seien die W;, | € {1,...,n — 1} wie soeben definiert und S ei-
ne Intervallzerlequng von L(n,GF(q)), n > 4. Sind alle S]Wl, I € {1,....,n — 1} durch
{po,€1,...,€1-1,€141,-..,en_1} normiert, so ist S durch {pg,ei1,...,en—1} normiert.

Beweis. Sei S nicht normiert, es gebe also j < k € {1,...,n—1} mit o¢,(ex) # 0. Wihlt man
W, so, dass {e;, e} € W, ist (was immer moglich ist), so ist S ‘Wz ebenfalls nicht normiert. [

Der letzte Schritt zur Konkretisierung des Algorithmus besteht darin, dass geklart wird, welche
Mengen von Linearformen S in Schleife 3 genau durchprobiert werden.

Lemma 5.23. Seien die W; und S;, | € {1,...,n — 1} wie soeben definiert und paarweise
miteinander vertriglich; fir S = {vyop, | i € {1,...,s},v € GF(q)*} gelte S|w, = S| fir alle
le{l,...,n—1}.

Gibt es Iy # lp € {1,...,n— 1} mit p; € Wi, N W,,, so ist op, durch S;, und S;, bereits
wohldefiniert. Gibt es genau ein l € {1,...,n—1} mit p; € Wy, so gilt o, = pp, +vd; fiir ein
v € GF(q), wenn S; = {vpp, | i € {1,...,s1},7 € GF(q)*} ist.

Beweis. Gibt esl; # 1o € {1,...,n— 1} mit p; € W;, N W}, und gilt S\Wl1 = 5;, und S|Wl2 =
Si,, SO MUuss in‘Wzl = pp, und O—pi‘Wb = Tp, gelten, wenn Sy, = {ypp, |1 € {1,...,s,},7 €
GF(q)*} und S, = {y1p, |t € {1,...,8,},7 € GF(q)*} ist. Da W), + W}, = H) ist, ist oy,
durch die Linearitat vollstindig wohldefiniert.

Gibt es genau ein [ € {1,...,n — 1} mit p; € W}, so ist oy, auf W; definiert, aber auf (e;)
beliebig. Also gilt o), = pp, + vd; fiir ein v € GF(q). O

Bei solchen p;, die in keinem der W liegen, ist fiir op, natiirlich iiberhaupt nichts vorgegeben.

Durch die Definition der W liegt p; in keinem der W;, wenn p; = nz_:l Yrer mit v € GF(q)*

fiir alle k € {1,...,n — 1} ist; es gibt (¢ — 1)"2 solcher p;, die pa;;véeise voneinander linear

unabhéngig sind. Ein p; liegt in genau einem der W;, wenn p; = :Z_:l Yper mit v« = 0 fiir ein
=1

61



5 INTERVALLZERLEGUNGEN LINEARER VERBANDE

k* € {1,...,n—1}und vx € GF(q)* fiir k € {1,...,n—1}\k* ist; davon gibt es (n—1)(g—1)""3
paarweise linear unabhéngige p;.

Damit kann die Suche nach Intervallzerlegungen von £(n, GF(2)) beginnen.

Fiir £(2,GF(2)) ist das Intervallzerlegungsproblem nicht definiert, deshalb kénnen keine In-
tervallzerlegungen von L£(2, GF(2)) verwendet werden; zur Suche nach Intervallzerlegungen
von L(3, GF(2)) kann der Algorithmus also keine Anwendung finden. Anstattdessen hilft aber
reines Ausprobieren.

Proposition 5.24. Es ezistiert genau eine Intervallzerleqgung von L(3,GF(2)), die durch
{po, e1, €2} normiert ist.

Beweis. Fir eine durch {pg, e1,e2} normierte Intervallzerlegung S = {o; | i € {1,...,s}}
von L£(3,GF(2)) gilt nach Definition 5.16 0., = dj. Damit kann nicht auch ¢, 4e, = di
gelten, und es bleibt g, 4e, = d2 oder ge,4e, = di + da. Wire o¢,1e, = di + d2, s0 wire
Oeytey(€1 +€2) =1+ 1 =0, womit S nicht punktweise irreflexiv auf Hy wire, was nicht sein
darf. Es folgt ¢, 4e, = d2 und damit bleibt fiir o, nur o., = d; + ds.

p; € Hy | o; €8
el dy
€2 dy + do
e1+es | dsy

Tabelle 2: Intervallzerlegung von L£(3, GF(2))

Uberpriift man die Bedingungen aus Definition 5.6 fiir die so konstruierte Menge S, die in
Tabelle 2 nochmals aufgeschrieben ist, so erkennt man, dass diese tatsdchlich punktweise
irreflexiv und antisymmetrisch auf Hy und damit eine Intervallzerlegung von L(3,GF(2))
ist. O

Fir £(4, GF(2)) kann jetzt Algorithmus 1’ verwendet werden. Das Ergebnis wird hier manuell
ermittelt, indem die Schleifen logisch ausgewertet und nicht wie bei einem Computerprogramm
einfach nacheinander durchlaufen werden.

Proposition 5.25. Es ezistiert genau eine Intervallzerleqgung von L(4,GF(2)), die durch
{po, 1, e2, e3} normiert ist.

Beweis. Dies ist das Ergebnis der Anwendung von Algorithmus 1°. Da nur genau eine In-
tervallzerlegung von £(3, GF'(2)) existiert, wird Schleife 1 genau einmal durchlaufen und die
projizierten Intervallzerlegungen einer moglichen Intervallzerlegung S von £(4, GF(2)) beziig-
lich der W; sind durch

Sl - {062 - d27063 - d2 + d37062+63 - d3}7
SQ - {0—61 = d17063 = dl + d37061+€3 = d3} und
53 = {0—61 = d17062 =d; + d27061+62 = dQ}
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vorgegeben. Offensichtlich stimmen die Linearformen dieser Mengen auf (e1), (e2) und (e3)
iiberein, sodass die Vertriglichkeit gegeben ist; dies ist das Ergebnis von Schleife 2. Damit
kommt man zu den néchsten Schleifen.

e Schleife 3:
Nach Lemma 5.23 sind oe,, 0., und o, durch die Projektionen bereits wohldefiniert.
Damit gilt 0., = d1, 0¢, = d1 4+ do und o¢, = di + da + ds.
Fiir die Linearformen o¢, ¢y, O¢,4e; UNd O¢yyes gilt nach Lemma 5.23

Oei+ey = d2 + 71d37
Oeites = ds + y2ds2 und
Ocytes = d3 +y3d1

mit 1, 72,73 € GF(2). Lediglich fiir ¢, 4e,+e5 ist durch die Projektionen nichts vorge-
geben, sodass dafiir prinzipiell alle Moglichkeiten in Frage kommen.

e Schleife 4:

Schleife 4 iiberpriift nun, welche der zu durchlaufenden Mengen von Linearformen tat-
séchlich die Bedingungen aus Definition 5.6 erfiillen. Fiir o¢,4e,tes sind di, do, ds
und dy + da + d3 moglich, um Irreflexivitit zu erreichen; davon fallen d; und d; +
do 4 d3 weg, da diese Linearformen schon anderen Punkten zugeordnet wurden. Also
bleibt 0¢,teytes = do oder oc teyte; = dz. NImmt man oe;4e,+e3 = d3 an, so folgt
Oertegtes(€3) = Oeg(€3) = Ocytestes(€1 + €2+ €3) = 0ey(e1 + €2 + €3) = 1, was nicht
sein darf. Also muss o¢,ye,+e; = d2 sein und aus den anderen Bedingungen folgt sofort
Oeites = do + ds, Oeqde; = ds und Oegtes = dy + ds.

p; € Hy o; €8

e1 dy

€2 di + do

es di + da + d3
e; + eg do + d3

e; t+es ds

es t+e3 di +ds
e1+ex+tes | do

Tabelle 3: Intervallzerlegung von £(4, GF(2))

Durch eine abschliefende Uberpriifung stellt man fest, dass S (siche auch Tabelle 3)
tatsichlich punktweise irreflexiv und antisymmetrisch auf Hy ist und damit eine Inter-
vallzerlegung.

Insgesamt ist die Aussage als Ergebnis von Algorithmus 1’ bewiesen. O

Genauso kann man bei £(5, GF(2)) vorgehen. Man kommt dort aber auf ein anderes Ergebnis.

Proposition 5.26. Es ezistiert keine Intervallzerlegung von L(5, GF(2)).
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Beweis. Wie man gesehen hat, existiert auch nur genau eine Intervallzerlegung von
L(4,GF(2)), also wird Schleife 1 auch hier genau einmal durchlaufen. Die projizierten In-
tervallzerlegungen einer moglichen Intervallzerlegung S von L£(5, GF(2)) beziiglich der W,
sind durch

S1 ={0e, = da,0¢, = da + d3,0c, = do + d3 + dy,
Ocotes = A3+ da, Ocyte; = da, Ocytey = do + da, Ocytestes = ds},
Sy ={0¢, =di,0¢, =d1 + d3, 00, = di + d3 + dy,
Oertes = A3+ dy, Ocy ey = A4y Ocyqeq = d1 + d4, Oce5qey = d3},
S3 = {0¢; = d1,0¢, = d1 + da,0¢, = di + da + da,
Oertey = do+da, 0cyyey, = di, Ocyye, = d1 + da,0ey 1 egte, = do} und
Sy ={0e;, = d1,0¢, = d1 + d2,0e, = di + da + d3,
Ocites = do + d3,0ci4e5 = d3,0eptes = d1 +d3,0¢;1eytes = da}
vorgegeben. Wieder sind diese Projektionen miteinander vertréglich, denn die Linearformen

der Mengen stimmen auf (e1, e2), (e1, e3) und (ea, e3) iiberein. Jetzt folgen die Schleifen 3 und
4.

e Schleife 3:
Nach Lemma 5.23 sind o¢;, Ocy, Ocs, Tey, Teites, Tertes, Tertesr Teates, Teote, URd
Ocy+te, durch die Projektionen wohldefiniert. Damit gilt 0., = d1, 0¢, = d1 + d2, T¢y =
dy+da+ds, 0cy = di+da+d3+dy, ey 1e, = do+d3+dy, Ocyyes = d3+dy, Ocyyey = dy,
Ocotes = di + d3 + dy, Oegteq = dy + dg und Oesteq = dy + do + dy.
Fiir die Linearformen o¢,4eytes, Ocitestess Teyteste, UNd Ocyteste, gilt nach Lemma

0.23

Oe14ex+tez — da + ’71d47
Oei4extes — dy + '72d37
Oey+estes = d3 + Y3d2 und
Oeotegtes = d3 + Yad

mit v1,92,73,74 € GF(2). Fiir 0¢, 4ey4es+e, 15t durch die Projektionen hier nichts vor-
gegeben.

e Schleife 4:

Nun kommen wieder die Bedingungen aus Definition 5.6 ins Spiel. Wihlt man
Oei+estes = ds, so folgt 061+63+64(62 + 63) = Oex+tes (62 + 63) = Oei+es+ey (61 +e3+ 64) =
Oeqytes(€1+e€3+€4) = 1, was nicht sein darf. Auch die Wahl von 0,4 eq+e, = di+ds fithrt
WEEEIL Oeyte34ey (61 +€2) = Oejte (61 +62) = 062+63+64(62+63+64) = Oer+es (62+63+64)
zum Widerspruch. Also folgt g¢,4es+4e, = d2 + d3 und 0eyyey4e, = d3 und aus den an-
deren Bedingungen oc, e, te; = d2 + dyg SOWiE O¢;4epteq = do.

Es bleibt nun nur noch eine Linearform iibrig und es folgt ¢, +ey+e5+e4 = d1 + d3. Aber
auch das kann nicht sein, denn dann wére o, yeytegtes(€1 +€2+e3+e4) =14+1=0.

Damit existiert in diesem Fall keine Intervallzerlegung, was durch Tabelle 4 nochmals illustriert
wird. O
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p; € Hy o; €8

€1 d1

€9 di + do

es dy + ds + d3

e4 di+dy+ds+dy
er + ez do +d3 + dy
e1 +es ds + dy

e1+ ey dy

e+ e3 di+ds +dy
ez + e4 dy +dy

es+ ey di +da+dy
e1+es + eg do oder do + dy
el +es+ ey do oder do + d3
el +e3+eq ds oder do + ds
es +e3+ ey ds oder dy + d3
e1t+es+ezt+eq|?

Tabelle 4: Versuch einer Intervallzerlegung von £(5, GF(2))

Zusammengefasst erhilt man also:

Satz 5.27. Eine Intervallzerlegung von L(n, GF(2)) existiert genau dann, wenn n < 4 ist.

Beweis. Nach den Propositionen 5.24, 5.25 und 5.26 gibt es Intervallzerlegungen von
L(3,GF(2)) und L(4,GF(2)), aber nicht von L(5,GF(2)). Aus Satz 5.9 folgt, dass keine
Intervallzerlegung von L£(n, GF(2)) mit n > 5 existiert.

O

Einen Beweis dieses Satzes hat Hochstéttler bereits im Vorfeld dieser Diplomarbeit erbracht
[8], allerdings ohne Projektionen zu verwenden. Darauf wird in Abschnitt 5.3 noch eingegan-
gen.

Mit der gleichen Vorgehensweise wurden auch strukturierte, normierte Intervallzerlegungen
von L(n,GF(3)) gesucht. Den Anfang machen die Intervallzerlegungen von £(3, GF(3)), die
wieder durch reines Ausprobieren zu ermitteln sind.

Proposition 5.28. Es existieren genau 3 strukturierte Intervallzerlegungen von L(3, GF(3)),
die durch {po,e1,ea} normiert sind.

Beweis. Fiir eine durch {py,e1,e2} normierte strukturierte Intervallzerlegung S = {o; | i €
{1,...,s}} von L(3, GF(3)) gilt nach Definition 5.16 0., = d;. Wahlt man aulerdem o., = da,
s0 bleiben flir 0, 4e, die Moglichkeiten g¢,4e, = di + do und e 4e, = di + 2d2. Wire
Oeite; = d1 + 2da, so wiirde dies o¢,4e,(€1 + €2) = 1 + 2 = 0 bedeuten, womit S nicht
punktweise irreflexiv auf Hy wire, was nicht sein darf. Damit folgt oc, +e, = di +d2 und dann
Oey 190, = d1 +2dg. Uberpriift man die Bedingungen aus Definition 5.6, so sieht man, dass die
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so konstruierte Menge S tatsichlich eine Intervallzerlegung von £(3, GF(3)) ist; da es nicht
die einzige ist, wird sie ab jetzt mit S7 bezeichnet.

Man hat nadmlich auch die Mdglichkeit, 0., = d; + d2 zu wahlen, und auf analoge Art und
Weise folgen g¢,1e, = d2 sowie 0¢, 42, = d1 + 2dz, wodurch man die Intervallzerlegung So
erhélt. Schlieflich erhélt man die dritte Intervallzerlegung Ss, wenn man o, = d; + 2dz wahlt
und dann oe, e, = di + da Sowie ¢, 42., = da folgert.

p; € Hy o; €5 o; € Sy o; € S3
€1 dy di dy

€o do di + do di + 2ds
e] +eg di + do do dy + do
e1+2es | dy+2dy | di +2ds | do

Tabelle 5: Strukturierte Intervallzerlegungen von £(3, GF(3)), S1 bis S3

Die in Tabelle 5 nochmals aufgeschriebenen Mengen S, So und S5 sind tatsichlich punktweise
irreflexiv und antisymmetrisch auf Hy und damit Intervallzerlegungen. 0

Fiir die Suche nach strukturierten, normierten Intervallzerlegungen von £(4,GF(3)) und
L(5,GF(3)) wurde Algorithmus 1’ als Computerprogramm implementiert. Da es 3 verschiede-
ne Intervallzerlegungen von £(3, GF(3)) gibt, muss ndmlich Schleife 1 des Algorithmus schon
33 = 27 mal durchlaufen werden, was einen betrichtlichen Aufwand darstellt. Es wire zwar
prinzipiell noch moglich, diesen manuell zu bewiltigen, aber spétestens bei den, wie man se-
hen wird, 26* = 456.976 Schleifendurchliufen bei der Suche nach Intervallzerlegungen von
L(5,GF(3)) wird dies unméglich.

Fir £(4, GF(3)) erhdlt man dann:
Proposition 5.29. FEs existieren genau 26 strukturierte Intervallzerleqgungen wvon

L(4,GF(3)), die durch {po,e1,e2,e3} normiert sind.

Beweis. Die Implementierung von Algorithmus 1’ folgt zur Ausgabe genau der 26 struktu-
rierten und durch {pg, e1, €2, e3} normierten Intervallzerlegungen Si, ..., S2, von denen S,
S3 und Sg in Tabelle 6
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p; € Hy o; € 51 o; €53 o; € Sg

el dy di d

€2 dg d2 d2

€3 d3 d3 d3

e1 + e di +dy+2d3s | di+do+ds | di+do

e1 + 2e di+2dy +d3 | di+2dy+d3 | di +2dy

el + ez dy + ds + d3 dy +ds dy + 2ds + d3
e1 + 2e3 dy + 2dy + 2d3 | di + 2d3 dy + 2dp + 2d3
es + es do + ds 2d1 +ds +ds | di +do + d3
es + 2e3 do + 2d3 di 4+ do+ 2d3g | di + do + 2d3
er1+ex+es dy + ds dy + d3 dy +ds

el + es + 2e3 d1 + 2d3 di + do dy + 2ds
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e1+ 2es + es

e1 + 2eq + 2e3 | di + 2ds d1 + 2ds do + d3

dy + ds da + 2d3 do + 2d3

Tabelle 6: Strukturierte Intervallzerlegungen von £(4, GF(3)), S1, S3 und Sg

und die restlichen Intervallzerlegungen in Anhang A zu finden sind. O

Setzt man den Computer auf die gleiche Art und Weise zur Suche nach Intervallzerlegungen
von L£(5,GF(3)) ein, so wird man auch hier fiindig.

Proposition 5.30. FEs ezistieren genau 52 strukturierte
L(5,GF(3)), die durch {po,e1,ea,es,es} normiert sind.

Intervallzerlegungen von

Beweis. Die Implementierung von Algorithmus 1’ folgt zur Ausgabe genau der 52 strukturier-

ten und durch {pog, e1, €2, €3, €4} normierten Intervallzerlegungen Sy, ..., Ss52, von denen S in
Tabelle 7
pi € Ho g; €51
€1 dy
€2 d2
€3 d3
€4 d4
e1 + e di +do + 2d3 + dy
e1 + 2es di + 2ds + d3 + dy
e1 + e3 di+do+ds+dy
e1 + 2e3 di 4 2dy + 2d3 + dy
e1+eyq di +dy
e + 2ey di + 2dy
ey + €3 do + d3
es + 2e3 do + 2d3
€2+ ey dy + 2da + d3 + 2dy
€9 + 2ey di + do + 2d3 + 2dy
€3+ eq d1 + 2ds + 2d3 + 2d4
es + 2ey di +dy +ds + 2dy
e1 +ex+e3 dy + ds + 2dy
e1 + es + 2e3 d1 + 2ds + 2dy
e1 + 2es + e3 di + d3 + 2dy
e1 + 2ez + 2e3 di + 2dg + 2dy
e1+ex+ey dy +d3 + dy
e1+ ez + 2eq4 dy +dy +ds
e1+2ex+ ey do + d3 + 2d,4
el + 2eo + 2ey4 d1 + 2ds + 2d3
e1+e3+eq do + 2d3 + 2dy
el +e3+ 2eq dy + 2ds + d3
el + 2e3 + ey do + 2d3 + dy
el + 2e3 + 2ey4 dy + ds + 2d3

67



5 INTERVALLZERLEGUNGEN LINEARER VERBANDE

ex+e3+eq di +dy+dy
eg +e3+ 2ey di + 2dy + dy
eo + 2e3 + ey d1 + 2ds + dy
ez + 2e3 + 2ey dy +d3 +dy
€1 +ex+e3+eq di + ds

e1+ e+ ez + 2ey ds + 2dy
el + ex+ 2e3+ ey di + do
e1 + eo + 2e3 + 2¢ey4 do + 2dy
e1+2ex+e3+ey di + 2ds
e1+ 2ex +e3 + 2ey do 4 dy
el + 2e9 + 2e3 + ey d1 + 2d3
e1 4 2e9 4+ 2e3+2e4 | d3 + dy

Tabelle 7: Strukturierte Intervallzerlegungen von L£(5, GF(3)), Si

und die restlichen Intervallzerlegungen in Anhang B zu finden sind. O

Anders als beim b5-dimensionalen linearen Verband iiber GF(2) konnten beim 5-
dimensionalen linearen Verband iiber GF'(3) sehr wohl Intervallzerlegungen gefunden werden,
wenn man den durch den Computer ermittelten Ergebnissen denn vertrauen kann.

Dem stehen natiirlich die gleichen Bedenken gegeniiber, die auch gegeniiber Computerbewei-
sen bestehen. Zentral ist hier aber im Wesentlichen, dass iiberhaupt eine Intervallzerlegung
von £(5, GF(3)) existiert, und man kann sich durch manuelle Uberpriifung noch einmal davon
iiberzeugen: Dazu sollte man zunéchst verifizieren, dass Sy, S3 und Sg aus Tabelle 6 tatsich-
lich Intervallzerlegungen sind, da sie die Bedingungen aus Definition 5.6 erfiillen. Anschliefsend
kann man mithilfe von Korollar 5.12 verifizieren, dass auch S aus Tabelle 7 eine Intervallzer-
legung ist. Die Projektionen beziiglich (e, e, e3), (e1, €2, e4), (€1, €3, e4) und (e, €3, €4) fithren
genau auf die Intervallzerlegungen Si, S3, S3 und Sg aus Tabelle 6. Zusdtzlich sind fiir die
pi,pj € Hy, fiir die es kein [ € {1,..., k} mit p;, p; € W, gibt, die Bedingungen aus Definition
5.6 zu iberpriifen. Mit einiger Geduld kommt man zu der Erkenntnis, dass diese stets erfiillt
sind und somit durch S; tatséchlich eine Intervallzerlegung von L£(5, GF(3)) gefunden wurde.
Dieses wichtige Resultat, das in deutlichem Gegensatz zu Satz 5.27 steht, soll auch als Satz
formuliert werden.

Satz 5.31. Es existiert eine strukturierte Intervallzerlegung von L(5,GF(3)).

5.3 Maichtigere Korper und héhere Dimensionen

Abschliefsend soll noch analysiert werden, wie gut sich der erstellte Algorithmus fiir das In-
tervallzerlegungsproblem iiber méchtigeren Kérpern und héheren Dimensionen eignet. Zu-
néchst werden aber die Unterschiede zwischen dem Intervallzerlegungsproblem iiber GF(2)
und GF(q) fiir ¢ > 3 noch genauer untersucht. Man hat gesehen, dass die Antwort auf die Exis-
tenz von Intervallzerlegungen (und deren Anzahl) iiber GF'(2) und GF'(3) sehr unterschiedlich
ausfillt: Fiir lineare Verbande L(n, GF(2)) gibt es fiir n < 4 genau eine Intervallzerlegung
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und fiir n > 5 keine; fiir lineare Verbinde L£(n, GF'(3)) existieren fiir alle n < 5 Intervallzerle-
gungen, und zwar fiir jedes n mehrere. Dieser Unterschied soll nun weiter beleuchtet werden.
Dazu bemerkt man zunéchst, dass sich die punktweise Irreflexivitdt und Antisymmetrie aus
Definition 5.6 sowie das Lemma 5.15 fiir den Fall ¢ = 2 etwas anders formulieren lassen.

Proposition 5.32. Eine Menge S = {o; | i € {1,...,s}} von Linearformen o; : GF(2)" —
GF(2) ist genau dann punktweise irreflexiv auf Ho, wenn o;(p;) = 1 fir alle i € {1,...,s}
gilt, und punktweise antisymmetrisch auf Hy genau dann, wenn

0j(pi) = 14 0i(p;) = 0

fiir alle i,5 € {1,...,s} gilt.

Beweis. Die Aussage o;(p;) = 1 folgt aus Definition 5.6, denn 1 ist in GF(2) das einzige
Element ungleich 0. Ebenso ist die Richtung o;(p;) = 1 = 0;(p;) = 0 genau der Inhalt von
Definition 5.6 fiir GF(2). Demnach kann fiir p;, p; € Hy entweder o;(p;) = 1 oder o;(p;) =1
sein, aber nicht beides, also ist

e 2l —1\ 1

{(¢,7) | i # j € Hp und o;(p;) = 1}| <2 5 '3

Zéhlt man diese Menge anders ab, nédmlich anhand der Tatsache, dass [{p; # p; € Ho |
oi(pj) = 1}| = |Kern(oi(pj) + 1) N Ho| — 1 = 2"~2 — 1 fiir alle p; € Hy gilt, so erhélt man

n—1 _
{(3,5) | pi # pj € Hound oy(p;) = 1}| = (2" —1)(2" 2 - 1) = (2 ) 1)

und damit ist in der obigen Ungleichung stets Gleichheit erfiillt. Also gilt fiir p;,p; € Ho
immer entweder o;(p;) = 1 oder o;(p;) = 1, womit der Beweis erbracht ist. O

Fiir Kérper GF(q) mit ¢ > 3 gilt nur die eine Richtung: es kann nur entweder o; 3(p;) =
0;p(p;) oder o; g (p;) = 0;3(p;) sein und nicht beides. Betrachtet man die gesamte Anzahl

n—1_

an Tupeln (4,8, j,3') mit (¢, 8) # (4,5'), so erhilt man 2(q — 1)2(q ! ). Es folgt

n—1 _
{(5,8,4,6') | (i, 8) # (4, 6") und 03 5(p;) = 05,5 (pj) }| < 2(q — 1)2<q 2 1) '

N

Uber die andere Abzihlmethode erhilt man hier nun aber

n—1 _
|{(i767jaﬁ/) ‘ (Zaﬁ) 7& (]76/) und Ui,ﬁ(pj) = Uj,ﬁ’(pj)}‘ = 2((] — 1)2 <q 9 1) . (1]

und fiir ¢ > 3 lédsst sich keine analoge Folgerung vornehmen. Damit folgt aus o; g(p;) #
0.8 (pj) hier nicht zwingend oder o; g (pi) = 0:,8(pi)-

Lemma 5.33. Sei S eine Intervallzerlegung von L(n,GF(2)). Dann gibt es Punkte
€l,...,en—1 € Hy, sodass {po,e1,...,en_1} eine Basis von GF(2)" ist und

oc,(ex) =0 k> j

fir g,k e{l,...,n—1} gilt.
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Beweis. Die Richtung oe;(e) = 0 <= k > j ist genau die Aussage von Lemma 5.15, und die
andere Richtung folgt direkt aus Proposition 5.32. O

Man betrachte jetzt nochmals das Intervallzerlegungsproblem in £(n,GF(2)) mit n > 5.
Verwendet man Proposition 5.32 und eine Basis {pg, e1,...,en—1} entsprechend Lemma 5.33,
so erhélt man o, (e; + e2) = 0 < k > 2 und deshalb

Oertes(€r) =1 k> 2.
Auferdem erhdlt man auch o, (e1 +e2+e3+es) =0 k=2VEk>4und damit
Oej+eatesteq (ek) =lek=2VE>4

Daraus folgt aber auf Grund der Linearitit oc,tey+egtes(€1 + €2) = Oeites(€1 + €2) =
Oy tegtestes(€1 + €2 + €3 + €4) = Oejte,(€1 + €2 + €3 + €4) = 1, was nicht sein darf. Da-
mit liegt ein alternativer Beweis dafiir vor, dass keine Intervallzerlegung von £(n, GF(2)) mit
n > b5 existiert. Dieser entspricht dem Beweis, den Hochstéttler in [8] gefiihrt hat und ist
offensichtlich um einiges kompakter als der Beweis von Satz 5.27 iiber die Verwendung von
Projektionen. Allerdings ldsst sich diese Beweismethode nicht auf Koérper GF(q) mit ¢ > 3
iibertragen, die Verwendung von Projektionen aber schon, weshalb Satz 5.27 hier zunéchst
dadurch bewiesen wurde.

Wie angekiindigt, folgt nun eine Laufzeitanalyse von Algorithmus 1’ fiir gréfsere ¢ und n. Um
Vergleichsmafstdbe zu haben, wird zusitzlich dazu ein Algorithmus betrachtet, der Inter-
vallzerlegungen durch reines Ausprobieren sucht, und einer, der ausschlieklich Projektionen
verwendet, was durch Korollar 5.11 méglich ist. Diese beiden Algorithmen kdnnen als Spe-
zialfille von Algorithmus 1 angesehen werden: Verwendet man keine (n — 2)-dimensionalen
Unterrdume, so passiert in den Schleifen 1 und 2 nichts und man kommt direkt in Schleife
3, wo dann alle méglichen Mengen von Linearformen durchlaufen werden. Somit erhélt man
Algorithmus 2.

Algorithmus 2 Suche nach Intervallzerlegungen iiber reines Ausprobieren
for all S={o;5|i€{1,...,s},8€ GF(q)*} do {Schleife 3}
iszerlegung «— true;
for all p;,p; € Ho, 3, € GF(q)* do {Schleife 4}
if i 5(pi) = 0 OR 0 3 (pi) = 053(pi) AND 0i3(p;) = 05,6 (p;) then
{Irreflexivitdt und Antisymmetrie}
iszerlegung «— false;
break;
end if
end for
if iszerlegung = true then
print S;
end if
end for
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Verwendet man alle s (n — 2)-dimensionalen Unterrdume von £(n, GF(q)) aus Hy, so werden
Schleifen 1 und 2 dementsprechend durchlaufen. Sind diese alle paarweise miteinander ver-
traglich, so ist nach Korollar 5.12 eine Intervallzerlegung gefunden, welche dann ausgegeben
werden kann. Damit werden hier die Schleifen 3 und 4 nicht mehr durchlaufen und man erhélt
Algorithmus 3.

Algorithmus 3 Suche nach Intervallzerlegungen iiber Projektionen
for all (S1,...,5s) € Z° do {Schleife 1}
iszerlegung «— true;
for all i < j € {1,...,s} do {Schleife 2}
if Si|Wij # SJ|Wij then {Vertriglichkeit}
iszerlegung «— false;
break;
end if
end for
if iszerlegung = true then
print S mit S|y, =5 firallel € {1,...,s};
end if
end for

Auferdem kann man noch einen Algorithmus heranziehen, der die Erkenntnisse aus Kapitel
5, insbesondere Satz 5.7, nicht verwendet. Man muss allerdings anmerken, dass dann auch die
Begriffe der strukturierten und normierten Intervallzerlegung nicht verwendet werden kénnen
und nur ein Algorithmus konstruiert werden kann, der nach allen Intervallzerlegungen eines
linearen Verbandes sucht. Dadurch ist die Vergleichbarkeit mit den anderen hier betrachteten
Algorithmen nur eingeschrankt gegeben.

Dieser Algorithmus also wiirde dann, bei fest gewdhltem 1-dimensionalen Unterraum Uy und
dazu komplementirer Hyperebene Hy, die Intervalle aus den 1-dimensionalen Unterrdumen
und Hyperebenen aus £(n, GF(q))\(Filter(Uy) U ldeal(Hy)) willkiirlich zusammensetzen und
dann priifen, ob dadurch eine Intervallzerlegung gefunden wurde. Dazu kann man die 1-
dimensionalen Unterrdume aus £(n, GF(q))\(Filter(Up)Uldeal(Hp)) in eine beliebige Reihen-
folge bringen und diese den Hyperebenen, die in einer festen Reihenfolge bleiben, zuordnen
(siehe Algorithmus 4, Schleife 1). Die Menge an Tupeln aus 1-dimensionalen Unterrdumen,
die dabei durchlaufen wird, wird mit A7"7"=1 bezeichnet. Dann muss zuerst iiberpriift werden,
ob jede Hyperebene H;, i € {1,...,¢" 1 — 1}, wirklich den ihr zugeordneten Unterraum U;
enthélt, also ob es sich tatséchlich um Intervalle handelt. Dies wird in Schleife 2 getan. Ist
dies der Fall, so ist fiir jeden Unterraum in £(n,GF(q)), der nicht schon in Filter(Up) oder
Ideal(Hp)) liegt und kein 1-dimensionaler Unterraum und keine Hyperebene ist, festzustellen,
ob er in genau einem der Intervalle liegt, was in den Schleifen 3 und 4 passiert. Gegebenenfalls
ist eine Intervallzerlegung gefunden, die ausgegeben werden kann.

Es wird jetzt ermittelt, wie viele (Un—)Gleichungen bei jedem der Algorithmen maximal aus-
zuwerten sind, um alle Intervallzerlegungen eines linearen Verbandes zu ermitteln, wobei die
Uberpriifung einer Teilmengenbeziehung auch als eine (Un-)Gleichung gezihlt wird. Es wird
also die Anzahl an (Un-)Gleichungen gezéhlt, die ausgewertet wiirden, wenn jede untersuchte
Menge an Linearformen bzw. Intervallen eine Intervallzerlegung darstellen wiirde. Zweifellos
ist dies ldngst nicht der Fall, aber es lédsst sich nicht von vornherein sagen, wann eine der
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Schleifen vorzeitig verlassen wird, wenn keine Intervallzerlegung vorliegt. Deshalb ist dies die
einzig sinnvolle Grofe, die zur Analyse der Laufzeit verwendet werden kann.

Algorithmus 4 Suche nach Intervallzerlegungen ohne Satz 5.7

for all (Uy,...,Up-1_1) € AT ~1 do {Schleife 1}
iszerlegung «— true;
for alli € {1,...,¢" ! — 1} do {Schleife 2}
if U; ¢ H; then {U; und H; bilden kein Intervall}
iszerlegung — false;
break;
end if
end for
if iszerlegung = true then
for allU € L(n,GF(q))\(Filter(Up)Uldeal(Ho)UUU. . .UUm-1_yUHU. . .UHm-1_1)
do {Schleife 3}
1serstes «— true;
for allic {1,...,¢" ! — 1} do {Schleife 4}
if U; c U AND U cC H; then
if iserstes = false then {U liegt in zwei Intervallen}
iszerlegung «— false;
break;
end if
iserstes «— false;
end if
end for
if iserstes = true then {U liegt in keinem Intervall}
1szerlegung «— false;
end if
if iszerlegung = false then
break;
end if
end for
if iszerlegung = true then
print [Uy, Hyl,...,[Up-1_1, Hm-1_1];
end if
end if
end for

Zudem wird fiir diese Auswertung angenommen, dass die Schleifen optimal implementiert
sind, also keine tiberfliissigen Durchldufe gemacht werden.

Satz 5.34. Sei z die Anzahl an strukturierten Intervallzerlegungen von L(n—1,GF(q)), Znorm
die Anzahl an strukturierten, normierten Intervallzerlequngen von L(n —1,GF(q)) und s =
qn__ll_l. Die Anzahl an mazximal auszuwertenden Gleichungen betragt bei den verschiedenen

Algorithmen:

72



5.3 Machtigere Korper und héhere Dimensionen

o Algorithmus 1°:

oo™ (75 1)+ = Dla = D atla = 0 (0 - 0

2
20— 1) :z(_l)k<n o) <qq;—1>>>

o atgoriimus 2: T (254 = (7= 1)) (5 — (0~ DA — 13) +9

o Algorithmus 3: znorm"_lzs_(n_l)(;)

o Algorithmus 4: (¢" 1 — )"t — 1)(1 +2(Gp-24 — 2)(¢" L = 1)).

Beweis. Die Anzahl an auszuwertenden (Un—)Gleichungen wird fiir die einzelnen Algorithmen
abgezahlt:

e Algorithmus 1
Die konkretisierte Form von Algorithmus 1 verwendet n — 1 strukturierte, normierte
Intervallzerlegungen von L(n — 1, GF(q)), was zu zperm™ ! Durchliufen von Schleife 1
fiihrt. In Schleife 2 wird dann ein Tupel von n—1 Intervallzerlegungen auf Vertriglichkeit
gepriift, wofiir (";1) Durchlaufe benotigt werden. Man kommt nun zu Schleife 3: Nach
Lemma 5.23 gibt es (n — 1)(¢ — 1)"~3 Punkte, fiir die ¢ verschiedene Hyperebenen
in Frage kommen, und zu (¢ — 1)"~2 Punkten kénnen die dann noch verbleibenden
Hyperebenen beliebig zugeordnet werden, damit S|y, = 5 fiir alle I € {1,...,n — 1}
gilt. Daraus ergeben sich (n — 1)(q — 1) 3¢((q — 1)"~2)! Durchliufe fiir Schleife 3. In
Schleife 4 werden dann diejenigen Punkte auf Irreflexivitiat Gberpriift, die sich in keinem
der Wi, 1 € {1,...,n — 1} befinden, und das sind bekanntermaRen (q — 1)"~2 Punkte;
bei den anderen Punkten ist die Bedingung auf Grund der Projektionen erfiillt. Die
Antisymmetrie ist dann noch fiir p;, p; mit (p;,p;) ¢ W, fiir alle [ € {1,...,n — 1} zu
iiberpriifen. Dies sind genau die p;, p; € Ho, abziiglich der p;, p;, die beide in einem der
W, liegen; dabei wurden diejenigen doppelt abgezogen, die in zweien der W liegen, also
miissen diese wieder hinzuaddiert werden; jetzt wurden aber diese doppelt hinzuaddiert,
die in dreien der W liegen, diese miissen also wieder abgezogen werden, usw., bis n — 3

erreicht ist, denn in n—2 verschiedenen W; kénnen nicht zwei linear unabhéngige Punkte
n—3 n—l-k_,
liegen. Zusammengefasst gibt es I;O(—l)k (”gl) ( e ) solcher ungeordneten p;, p;,

und fiir alle miissen nach Proposition 5.18 dann 2(¢ — 1) (Un-)Gleichungen ausgewertet
n—3 n—1—k_

1
werden. Insgesamt sind in Schleife 4 also (¢ —1)""2+2(¢—1) 3 (—1)"3(”;1) (q T )

(Un-)Gleichungen auszuwerten. -
Da sich Schleife 2 und Schleife 3 auf gleicher Stufe innerhalb von Schleife 1 befinden
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und sich Schleife 4 innerhalb von Schleife 3 befindet, ergibt das insgesamt

oo™ (5 1)+ = Dla = D atla = 0 (g - 0

2
+2(g- 1) :z(_l)k<n b 1) <qq;—1>>>

(Un—)Gleichungen bei Algorithmus 1’.

Algorithmus 2:

In Schleife 3 werden einfach alle moglichen verschiedenen Mengen an Linearformen
durchlaufen, was s! Durchldufen entspricht, denn es werden ja nur strukturierte In-
tervallzerlegungen gesucht. Man kann noch zusdtzlich beriicksichtigen, dass auch nur
normierte Intervallzerlegungen gesucht werden: Dann kommt fiir 0., nur ., = d; in
Frage, fiir 0., kommen nur o, € (di,d2)\{0}\(o¢,) in Frage, usw., d.h. allgemein kom-
men fiir o, dann qu_—_ll —(j—1) linear unabhéngige Méglichkeiten in Frage. Dies reduziert
die s! Durchldufe auf

ﬁ(qj_l—(ﬂ'—l)> (s —(n—1)L

In Schleife 4 wird dann die Irreflexivitit fiir jedes p; iiberpriift, was s (Un—)Gleichungen
entspricht, und fiir die Uberpriifung der Antisymmetrie ist die Auswertung von 2(q —
1)(5) (Un—)Gleichungen notwendig; beides folgt aus Proposition 5.18. Somit sind dies
2(¢ — 1)(5) + s (Un—)Gleichungen in Schleife 4 und da sich Schleife 4 innerhalb von
Schleife 3 befindet insgesamt maximal

1 (251 -6-0) 6= -0t 1(3) +

(Un—)Gleichungen.

Algorithmus 3:

Schleife 1 durchléuft alle geordneten s—'Tupel an strukturierten Intervallzerlegungen von
L(n—1,GF(q)), was z® Durchldufe sind. Man kann allerdings auch hier beachten, dass
nur strukturierte, normierte Intervallzerlegungen gesucht werden und deshalb wie bei
Algorithmus 17 auf den (e1,...,€_1,€41,...,€,—1) nur strukturierte, normierte Inter-
vallzerlegungen durchlaufen. Dadurch reduziert sich die Anzahl auf Znorm V" Lz5~(=1)
In Schleife 2 werden all diese Intervallzerlegungen auf Vertriglichkeit miteinander {iber-
priift. Dazu sind (;) Durchldufe notwendig, da dies die Anzahl ungeordneter S;, S; ist.
Da sich Schleife 2 innerhalb von Schleife 1 befindet und in jedem Durchlauf von Schleife 2
eine Ungleichung ausgewertet wird, kommt man auf znormnflzsf("*l) (;) auszuwertende
Ungleichungen im schlechtesten Fall.

Algorithmus 4:

In Schleife 1 werden alle Tupel aus A7 ~! durchlaufen, was (¢"~! — 1)! Durch-
ldufen entspricht. Schleife 2 wird offensichtlich ¢"~! — 1 mal durchlaufen, und jedes
mal wird eine (Un—)Gleichung ausgewertet. Schleife 3 wird fiir jeden Unterraum aus
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L(n, GF(q))\(Filter(Up) U Ideal(Ho) UU1 U ... UUgm-1_1 UHy U...U Hgn-1_4) ein-
mal durchlaufen, und dies entspricht einer Anzahl von G, — 2Gp—14 —2(¢" 1 — 1) =
("t —1)Gpo2g—2(¢" 1 —1) = (¢"t — 1)(Gp_2,4 — 2). Bei Schleife 4 sind es wieder
offensichtlich ¢"~! — 1 Durchliufe, und in jedem werden 2 (Un-)Gleichungen ausgewer-
tet. Da sich Schleife 2 und Schleife 3 auf gleicher Stufe innerhalb von Schleife 1 befinden
und Schleife 4 innerhalb von Schleife 3 liegt, kommt man auf

(@ =D =1 (" = 1) (G2 —2) 206" 1))
= (@ = DU = DA+ 2(Grozg — 2@ - 1))

auszuwertende (Un-)Gleichungen insgesamt.
Zusammen ergibt sich der Satz. O

Um die Laufzeit eines Algorithmus zu charakterisieren, verwendet man {iblicherweise die so-
genannte Landau—Notation (siehe z.B. [2], S. 90), wobei hier nur Abschétzungen nach unten
benotigt werden.

Definition 5.35. Sei f: N — R eine Folge. Die Menge
{g: N>R |3Ik>0,n0 e N:n>ng=|g(n) -kl <|f(n)|}

wird mit Q(f) bezeichnet.

Dadurch erhélt man eine Einordnung der Laufzeiten der hier betrachteten Algorithmen.

Korollar 5.36. Angenommen, znorm 18t konstant und gréfier als 1. Dann haben die Algorith-
men 17, 2, 8 und 4 im schlechtesten Fall mindestens exponentielle Laufzeit in q und n, d.h.
bei festem n > 4 ist die Laufzeit Element von Q(cp,9) mit ¢, > 1 und bei festem q > 3 ist sie
Element von Q(cq™) mit cqg > 1.

Beweis. Die Anzahl an auszuwertenden (Un-)Gleichungen aus Satz 5.34 kann recht rigoros
n

abgeschitzt werden. Dabei wird die grobe Stirlingsche Abschitzung n! > (%) verwendet,
siehe [2[, S. 91.
Fiir Algorithmus 17 gilt

oo™ (75 1)+ = Da = 0 atla = 0 (- 0

2
s Er (3 )(50)))

n—2

_1yn-2\ (@D
> (- (U2)
e
wenn g > 3 und n > 4 ist und daraus folgt die Aussage fiir Algorithmus 1’, da dann auch
n—2
(q—1)"2>gq, (¢g—1)""? > n und deshalb auch % > 1,1 gilt.
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Fir Algorithmus 2 gilt

] <qﬂ—1_ 1) = - 02g-1) () +9) > (5= 01t > <3_(n_1))s-<n—1>

q—1 e

=

und fir ¢ >3und n >4ist s— (n—1) > ¢, s — (n — 1) > n und deshalb auch # > 1,1,
weshalb die Aussage fiir diesen folgt, und analog gilt bei Algorithmus 4

n— ¢t 1
(¢" 7 = D" = 1)1 +2(Crzg — 2@ = 1) > ("~ 1) > <ql_1)

und ¢"~ ' — 1 > ¢ sowie ¢"~! — 1 > n und deshalb auch qn_;,1 > 1,1 fir ¢ > 3 und n > 4,
weshalb die Aussage auch fiir diesen gilt.
Fiir Algorithmus 3 schlieklich ist

_ (i — S
Znorm”' Les (n=1) (2> > Znorm” > 2°,

woraus die Aussage folgt, da flir ¢ > 3 und n > 4 schon s > ¢ und s > n bekannt ist. O

Algorithmen mit exponentieller Laufzeit werden iiblicherweise als wenig praxistauglich ange-
sehen. Allerdings war auf Grund der Schwierigkeit des kombinatorischen Problems hier auch
nicht zu erwarten, dass ein Algorithmus mit weniger als exponentieller Laufzeit existiert.
Die Frage ist, was denn dann i{iberhaupt der Vorteil von Algorithmus 1’ gegeniiber den
anderen Algorithmen ist. Dieser liegt darin, dass die dominierenden Terme in der An-
zahl an (Un-)Gleichungen in der Regel kleiner sind, und deshalb tatsichlich weniger
(Un—)Gleichungen auszuwerten sind. Beispielsweise stehen bei dem noch nicht untersuchten
Fall ¢ = 3 und n = 6, wo dann Zz,orm = 52 ist, den ungefihr 1,56 - 102 (Un-)Gleichungen
bei Algorithmus 1’ ungefiahr 1, 41-10%%° (Un-)Gleichungen bei Algorithmus 2 und mindestens
3,14 - 10?1 (Un-)Gleichungen bei Algorithmus 3 (wenn man zur Abschitzung z > Zuorm
benutzt) gegeniiber. Algorithmus 4 bringt es sogar auf etwa 5,84 - 10430 (Un-)Gleichungen.
Dies ist natiirlich ein deutlicher Unterschied, auch fiir den Computer. Dementsprechend ist
Satz 5.7 auch aus algorithmischer Sicht sehr bedeutend. Eine weitere entscheidende Verbes-
serung konnte erreicht werden, indem die Methoden aus den Algorithmen 2 und 3 geschickt
zu Algorithmus 1’ miteinander kombiniert wurden.

Zum Abschluss dieses Abschnitts kann man, wenn auch etwas salopp, sagen, dass die spezielle
Eigenschaft von GF(2), nur ein Element verschieden von 0 zu besitzen, bestimmte Folgen
fiir das Intervallzerlegungsproblem hat, die im allgemeinen Fall nicht in der Form auftreten.
Darin mag der Grund liegen, dass eine Intervallzerlegung von L£(5, GF(3)) existiert, nicht
aber von £(5, GF(2)). Der entwickelte Algorithmus ist dazu geeignet, sich iiber die Existenz
von (strukturierten) Intervallzerlegungen fiir kleine ¢ und n einen Eindruck zu verschaffen.
Fiir grofere ¢ und n wird es selbst unter Computereinsatz schwierig, und einen eventuellen
allgemeinen (Nicht—)Existenzbeweis kann der Algorithmus natiirlich ohnehin nicht ersetzen.
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6 Schlusswort und Ausblick

In folgender Tabelle befinden sich zusammengefasst die jetzt vorhandenen Antworten auf die
Frage, ob eine Intervallzerlegung des n—dimensionalen linearen Verbandes iiber einem endli-
chen Korper GF(q) existiert. In den Féllen, in denen die Existenz einer Intervallzerlegung

n GF(2) | GF(3) | GF(q),q>4
3 ja ja ja

4 ja ja

5) nein ja

> 6 | nein ?

Tabelle 8: Ubersicht iiber die Existenz von Intervallzerlegungen

nachgewiesen werden konnte, konnte auch stets eine strukturierte Intervallzerlegung gefunden
werden, insbesondere fiir den Verband L£(5, GF(3)). Dies ist nur ein kleiner Teil der Losung
des allgemeinen Intervallzerlegungsproblems. Aber er ist als Resultat, zusammen mit den an-
deren Erkenntnissen dieser Arbeit, recht aussagekriftig. Man erkennt ndmlich deutlich, dass
das Intervallzerlegungsproblem tiber GF(2) kaum mit dem iiber GF(q) mit ¢ > 3 zu ver-
gleichen ist und dass sich wesentliche Aussagen, die fiir GF'(2) gelten, nicht verallgemeinern
lassen. Dies war bei Vergabe dieser Arbeit keineswegs klar.

Zu den nicht gekldrten Féllen kann man bisher nur Vermutungen anstellen. Wenn man Ab-
schnitt 5.3 zugrunde legt, so kann dieser nur die Vermutung, dass sich das Intervallzerlegungs-
problem iiber allen Kérpern GF(q) mit ¢ > 3 &hnlich verhilt, wirklich stiitzen. Denkbar
wire dann, dass es fiir jeden Korper GF(q) ein k4 gibt, sodass fiir alle n > k, keine Inter-
vallzerlegung von L(n,GF(q)) existiert, oder aber, dass es stets eine Intervallzerlegung von
L(n,GF(q)) mit ¢ > 3 gibt. In beiden Fillen ist nicht absehbar, wie einfach oder kompliziert
ein etwaiger Beweis fiir die jeweilige Aussage wire.

Ich als Autor vermute, dass es stets eine Intervallzerlegung von £(n,GF(q)) mit g > 3 gibt.
Méglicherweise ist immer die Konstruktion einer Intervallzerlegung mdglich, die dhnlich zu
den Intervallzerlegungen S; bis Sg von £(4, GF(3)) und S; bis S12 von £(5, GF(3)) aussieht.
Dies wurde im Rahmen dieser Arbeit aber nicht mehr untersucht. Die Giiltigkeit einer solchen
Aussage hiitte zur Folge, dass sich die Rekursionsformel

der Galoiszahlen fiir ¢,n > 3 tatsdchlich auf die diskutierte Art geometrisch interpretieren
liefse. Bisher ist eine solche geometrische Interpretation nur fiir g =2 und 3 <n <4, ¢ =3
und 3 < n <5 sowie ¢ > 4 und n = 3 nachweislich méglich, und fiir ¢ = 2 und n > 5 ist sie
bewiesenermafen nicht mdoglich.

Etwas abstrahiert kann man auferdem, wie auch schon in [13| angedeutet, das Intervallzer-
legungsproblem in linearen Verbanden iiber unendlichen Korpern betrachten. Die Frage ist
dann, ob sich ein solcher Verband L£(n, K) in 2 Teilverbénde isomorph zu L£(n — 1, K) und
unendlich viele Teilverbénde isomorph zu L(n — 2, K) zerlegen ldsst. Der Bezug zu einer
Rekursionsformel ginge bei dieser Fragestellung auf Grund der Unendlichkeit der Verbande
verloren, was aber nichts daran &ndert, dass es sich dabei ebenso um ein interessantes Problem
handelt.

77



A STRUKTURIERTE INTERVALLZERLEGUNGEN VON L(4,GF(3))

A Strukturierte Intervallzerlegungen von L£(4, GF(3))
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p; € Hy o; €89 o; €84 o; € S5

el dy dy dy

€ da do do

€3 d3 Cl3 d3

e1+ e dy +da +d3 di +dg +2d3 | di +da

el + 2es di 4+ 2do 4+ 2ds | di + 2do + 2d3 | di + 2ds

el +es dy + 2ds + d3 dy + ds dy +ds + dg
el + 2es di + do + 2d3 dy + 2d3 di + do + 2d3
e+ e3 do + d3 dy + ds + ds dy + 2ds + 2d3
ez + 2e3 do + 2d3 dy +2dy +d3 | di +2ds +d3
e1 +ex+e3 di + ds di + da da + ds

el + es + 2e3 di + ds do + 2d3 do + 2d3

e1 + 2es + e3 di + 2ds di + 2ds dy +ds

e1 + 2e9 + 2e3 | di + 2d3 do + d3 dy + 2d3

p; € Hy o; € 57 o; € Ss o; € Sy

el dy dy dy

€2 da d2 da

€3 dy +ds + dg di + 2ds + d3 dy + 2ds + 2d3
e1 + e di + do + 2d3 dy + do di + ds

e1 + 2e di + 2ds di + 2do + 2d3 | di + 2ds + ds3
e1 +e3 do + 2d3 do + d3 dy +ds + dg
e1 + 2e3 di + 2do + 2ds | di + do + 2d3 ds + 2d3

es + e3 dy + 2d3 dy +dz + d3 dy + d3

es + 2e3 di + 2ds + d3 dy + 2d3 di + do + 2d3
e1+ex+e3 dy + do dy +d3 do + ds

el + es + 2e3 ds do + 2d3 di + 2ds3

e1 + 2eo + e3 di + ds di + 2ds ds

e1 + 2e9 + 2e3 | do + d3 ds di + 2ds

p; € Hy o; € Sto o; € S11 o; € S12

(&) d1 d1 d1

€9 do di + ds di + do

e3 dy +dy+2d3 | d2 +d3 do + 2d3

e1 + e di+ do + ds do + 2d3 do + d3

el + 262 dl + 2d2 dl + 2d2 + 2d3 dl + 2d2 + d3
e1+e3 dy +2dy +d3 | dy+da+ds dy +ds

e1 + 2e3 do + ds di + 2ds dy + ds + 2d3
ez + e3 dy + 2da + 2d3 | dy + d3 diy +da +ds
es + 2e3 dy +ds di + do + 2d3 di + 2ds
er1+ex+es ds da dy + 2dy + 2d3
el + es + 2e3 di + do di + 2do + d3 do
e1+2ex+e3 | dy+2d3 ds dy + 2ds

e1 + 2ex +2e3 | di + 2d3 dy + 2ds ds




p; € Hy o; € S13 o; € S o; € S15

(&) d1 d1 d1

€9 di + do di + do di + do

es di + ds di+ do + ds di+ do + d3
e1+ e do dy + d3 dy + d3

el + 2es dy + 2ds + d3 dy + 2dy + 2ds3 | dy + 2ds

e1 +e3 ds ds ds + 2d3

e + 2es dy +dy+2d3 | di+dy+2d3 | di+da+2d3
es + e3 da + ds di + ds ds

€2 + 2e3 do + 2d3 ds + 2d3 di + 2ds + d3
er+ex+e3 dy + 2da + 2d3 | do dy + 2dy + 2d3
e1 + eo + 2e3 di + 2ds3 dy + 2ds + d3 do
e1+2ex+e3 | di+2do d1 + 2da di +ds

e1 +2e9+2e3 | di +do + d3 di + 2ds di + 2ds

p; € Hy o; € Si6 o; € Si7 o; € S18

(&) d1 d1 d1

€2 dy + do dy + da dy + do

es di + 2ds dy + do + 2d3 di + do + 2d3
e; + eg do ds + 2d3 do + 2d3

e1 + 2ez di +2d +2d3 | di +2dy +d3 | di + 2do

e; t+es dy +dy + dg di +ds + ds dy +dy + dg
el + 2e3 ds ds ds + ds

€2 + e3 do + d3 do + dg d1 + 2do + 2d3
es + 2e3 do + 2d3 dy + 2ds ds
e1+e2+e3 di + ds di + 2ds 4+ 2ds3 | do
e1+ex+2e3 | dy+2dy+ds | da dy +2dy + ds
e1 + 2es + e3 di + do + 2d3 dy + ds di + ds

e1 + 2e9 + 2e3 | di + 2ds di + 2ds di + 2ds3

pi € Hy o; € S19 o; € S0 o; € Sa1

el d1 d1 d1

() d1 + 2ds d1 + 2dy d1 + 2ds

es3 da + ds do + 2d3 di + ds

e1+ ez dy +dy +ds dy +dy+2d3 | di+dy+d3
el + 2es do + 2ds3 do + ds3 do

el +es dy +ds dy + 2ds + d3 ds

er + 2es dy + 2ds + 2d3 | dy + 2d3 dy + 2dy + 2d3
es +e3 di + 2ds dy + 2do 4 2ds3 | do + d3

ez + 2e3 di +2dy +d3 | di+d3 do + 2d3

e1 +ex+e3 di + do ds di + do

el + ex + 2e3 ds d1 + do di + 2do + d3
e1 + 2es + e3 di + do + 2d3 ds di + do + 2d3
e1 + 2e9 + 2e3 | do dy +ds + ds dy + 2d3
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pi € Ho o € S22 o; € Sa3 o € Sx

e1 dy dy dq

€9 di + 2ds di + 2ds di + 2ds

€3 di+2dy+ds | di+2dy+ds | di +2d3

€1+ eg di + do + 2d3 di + da di + do + 2d3
e1 + 2eq do + 2d3 do + 2d3 do

e; t+es ds ds + d3 di + 2ds + d3
e + 2e3 dy +2dy + 2d3 | di +2dy +2d3 | d3

€2 +e3 do + ds di + do + dg ds + ds

€2 + 2e3 dy +ds ds do + 2d3
e1+ex+es dy +da dy +ds dy + 2dy + 2d3
e1 + eo + 2e3 di + 2ds3 di + 2ds di + do

el + 2es + €3 do di + do + 2d3 di + ds

e1 +2e9+2e3 | di +do +d3 ds dy +dy + dg
p; € Hy o; € Sas o; € S

(&) d1 d1

€ di + 2ds di + 2do

es dy + 2ds + 2d3 | di + 2ds + 2d3

el + e di + da di +da+ds

e1 + 2e do + d3 ds + d3

e1+e3 dy +2dy +ds | di + 2dy + d3

e1 + 2es do + 2d3 ds

€2 + €3 ds dy + 2d3

ez + 2e3 dy + ds + 2d3 do + 2d3

e1+e2+e3 di + ds di + ds

e1 + es + 2e3 di + 2ds di + ds

el + 2es + €3 do dy + ds + 2d3

e1 + 2e9 +2e3 | di +do + d3 do




B Strukturierte Intervallzerlegungen von L£(5, GF(3))

p; € Hy o; €59 o; € S3

e dl dl

€9 d2 d2

€3 ds ds

€4 dy dy

e1 + eo di + do + 2d3 + 2dy di+de +ds+dy
e1 + 2ey di +2dy +d3+2dy | di+2d2+2d3 +dy
e1 + e3 dy +dg + d3 + 2dy dy + 2dy + d3 + dy
e1 + 2e3 dy + 2ds 4+ 2ds + 2dy | di +do 4 2d3 + dy
e1 + ey di +dy di +dy

e1 + 2ey di + 2dy di + 2dy

ey + €3 da + ds dg + ds

ez + 2e3 do + 2d3 da + 2d3

ey + €4 di 4+ do + 2d3 + dy d1 + 2do + 2d3 + 2dy
es + 2eq dy + 2dy + d3 + dy dy + do + d3 + 2d4
e3 + €4 dy +ds +d3+ dy dy + do + 2d3 + 2dy
es + 2ey di + 2ds + 2d3 + dy dy + 2ds + d3 + 2dy
e1+ex+es dy +da +dy dy + d3 + 2dy

e1 + ez + 2e3 dy + 2d3 + dy dy +dg + 2dy

e1 + 2eq + e3 dy +dz +dy dy + 2da + 2d4

el + 2eo + 2e3 di + 2do + dy d1 + 2ds + 2dy
e1+ex+eq dy + ds + dg do + 2d3 + dy

el + e+ 2eq4 do + d3 + 2dy d1 + do + 2d3

e1 + 2es + ey dy + 2ds + 2d3 do + 2d3 + 2dy

er + 2ez + 2ey dy +d3 +dy dy + 2ds + d3
e1+e3+ey di + 2ds + d3 do + ds + dy

e1 +e3 + 2eq dy + 2d3 + d4 di+dy +ds3

el + 2e3 + ey d1 + do + 2d3 do + dg + 2dy

e1 + 2e3 + 2ey4 do + 2d3 + 2d4 d1 + 2ds + 2d3
ex+e3+eq d1 + 2dy + 2dy di +d3 +dy

€2 +e3 + 2ey dy + da + 2dy dy 4 2d3 + dy

ea +2e3 + ey di + d3 + 2d, di+da+dy

es + 2e3 + 2ey4 dy + 2d3 + 2dy dy + 2ds + dy
e1+ex+e3+ey ds +dy di + da

el +ex+es+ 2ey di + ds do + 2dy

el + ex 4+ 2e3+ ey do + dy d1 + 2d3

e1 + eo + 2e3 + 2ey di + do ds ~+ dy
e1+2e2+e3+eq da + 2dy dy + d3

e1+ 2ex + e3 + 2¢e4 di + 2ds ds + 2dy

el + 2eo + 2e3 + ey ds + 2dy d1 + 2ds

e1 + 2e9 + 2e3 + 2e4 | di + 2d3 do + dy
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p; € Hy o; €Sy o; € S5

el d1 dl

€9 dg d2

es d3 d3

e4 d4 d4

e1+e2 dy+dy+d3+2dy | dy+dy+d3+2dy
e1 + 2e d1 4+ 2do + 2ds + 2d4 | di + 2do + dg + dy
er+e3 di +2dy +d3s+2dy | di+d3

e1 + 2es3 dy+dy+2ds +2dy | dy + 2d3

e1+eq dy +dy dy +do +ds +dy
e1 + 2ey dy + 2d, dy + 2dy + d3 + 2d,
es +e3 do + d3 dy + 2ds + 2d3 + dy
es + 2e3 do + 2ds3 di + do + 2d3 + 2dy
es + ey di +de +ds+dy do 4 dy

ea + 2ey di+2dy+2dg+dy | da+2dy

€3+ eq dy + 2dy + d3 + dy di + 2ds + 2d3 + 2dy
es + 2e4 dy + dy + 2d3 + dy dy + do + 2d3 + dy4
e1+e2+e3 di+ds +dy do + ds + dy

el + e + 2e3 di+do +dy di+do +dy

el + 2es + e3 di + 2do + dy do + 2d3 + dy

el + 2es + 2e3 dy + 2d3 + dy d1 + 2ds + 2dy
e1+ex+ey di + do + 2d3 d1 + do + 2d3

e1 +eo+ 2eq4 do + 2d3 + 2d4 dy + 2d3 + 2dy
e1+ 2e9 + ey4 di + 2ds + d3 d1 + 2d3 + dy

e1 + 2eq + 2ey4 do + 2d3 + dy dy + 2dy + 2d3
e1+e3+eq di+ do + d3 do + 2d3 + 2dy

el + e3 + 2ey do + d3 + 2dy do + d3 + 2dy
e1+2e3+eq di + 2dy + 2d3 di + 2da + dy

e1 + 2e3 + 2e4 do + dg + dy d1 + do + 2dy

es + e3 + ey d1+2d3—|—2d4 d1+d2+d3

e +e3+ 2ey di + d3 + 2d4 di + d3 + 2dy

es + 2e3 + ey dy + 2da + 2d4 dy + 2ds + d3

ea + 2e3 + 2ey di + do + 2d4 di +d3 +dy
e1+ex+e3+ ey do + dy di +dy
e1+ea+e3+2ey di +da di +ds
e1+ex+2e3+ey ds + 2dy ds + 2dy

el + ex + 2e3 + 2ey4 di + 2ds3 do + 2d3

el +2ex+e3+ ey ds + dy di + 2ds
e1+2ex+e3+2es | di+ds dy + 2dy

e1+ 2ex + 2e3 + ey do + 2dy do + ds

e1 + 2ex + 2e3 + 2e4 | di + 2do ds +dy




p; € Hy o; € Sg o; € S7

el d1 dl

€9 dg d2

es d3 d3

e4 d4 d4

e1 + e dy +ds +d3 + dy dy + do + 2d3 + 2dy
e1 + 2es dy + 2ds + d3 + 2dy di + 2ds + 2d3 + dy
el + e3 dy +ds dy + ds

el + 2es di + 2ds3 d1 + 2d3

€1+ ey dy + 2dy + d3 + dy di +dy 4 2d3 + dy
el + 2eq di 4+ do + ds + 2dy d1 + 2ds + 2d3 + 2d4
es t+e3 d1+ 2ds +2d3 +2d4 | di + do + ds + 2dy
es + 2e3 di 4+ do + 2d3 + dy di + 2do + dg + dy
ea +eq do + dy da + dy

e + 2ey do + 2d4 do + 2d4

€3+ eq dy + ds + 2d3 + 2dy di +do+ds+dy
e3 + 2eq dy +2dz + 2d3 +dy | dy + 2dy + d3 + 2d4
e1+e2+e3 do + d3 + 2dy di+do + dy

el + ex + 2e3 di+ do + 2dy do + 2d3 + dy

el + 2es + e3 do + 2d3 + 2dy d1 + 2do + 2dy

e1 + 2es + 2es dy + 2dy + dy do +d3 + dy
e1+ex+ey di + 2ds + dy di + do + ds

e1 +eo + 2eq4 d1 + do + 2d3 dy + ds + 2dy

el + 2es + ey d1 + 2do + 2ds3 di+ds + dy

e1 + 2eq + 2ey4 dy + 2d3 + 2dy dy + 2ds + d3
e1+e3+eq do + d3 + dy di + 2do + dy

el + e3 + 2ey do + 2d3 + dy di + do + 2dy

el + 2e3 + eq di+do +dy do + d3 + 2dy

e1 + 2e3 + 2ey4 d1 + 2ds + 2dy do + 2ds + 2dy

€2 +e3+ey dy +d3 +dy dy + 2dy + 2d3

es +e3+ 2ey di+dy+ds d1 + 2d3 + dy

es + 2e3 + ey dy + d3 + 2dy dy + dy + 2d3

es + 2e3 + 2e4 di + 2ds + d3 d1 + 2ds + 2dy
e1+ex+es3+ ey dy + dsy ds + dy
e1+ex+e3+2ey di + 2dy do + ds
e1+ex+2e3+ey da + 2d3 di +dy

el + ex + 2e3 + 2ey ds + dy di + do

e1 +2ex+e3+ ey di +dy da + 2d3
e1+2es+e3+2eq | di+2dy ds + 2dy

e1+ 2ex + 2e3 + ey ds + 2dy di + 2ds

e1 + 2ex + 2e3 + 2e4 | do + d3 dy + 2dy4
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p; € Hy o; € Sy o; € Sy

el d1 dl

€9 dg d2

es d3 d3

e4 d4 d4

e1 + e dy + dy + 2d3 + dy dy + do

e1 + 2e dy + 2ds + 2d3 + 2dy | di + 2do

e1+ e3 dy +ds3 dy + do + d3 + 2dy
el + 2es di + 2ds di + do + 2dg + dy
€1+ ey dy +2de +2d3 +dy | di+do+d3+dy
e1 + 2eq di + do + 2d3 + 2dy di + do + 2d3 + 2dy
es +e3 di+do +ds + dy dy + 2ds + 2d3 + dy
ea + 2es3 di+2do +d3 +2dy | di 4 2do 4 d3 + 2dy
es + ey da + dy di + 2dg + 2d3 + 2dy
ea + 2ey do + 2dy di +2dy + d3 + dy
€3+ eq dy + 2dy + d3 + dy ds + dy

e3 + 2eq di+dy+d3+2dy | d3+2dy
e1+e2+e3 di + do + 2dy do + ds + dy

el + e + 2e3 d2 + 2d3 + 2d4 dg + 2d3 + 2d4

e1 + 2ex + e3 di + 2dy + dy di +d3 +dy

el + 2es + 2e3 do + d3 + 2dy d1 + 2d3 + 2dy
e1+ex+eq di+dg +dy do + 2d3 + dy

e1 +eo+ 2eq4 di +do + ds do + d3 + 2dy
e1+ 2e9 + ey4 di + 2ds + d3 d1 + 2d3 + dy

e1 + 2eq + 2ey4 dy +ds + 2dy dy + ds + 2dy

el +e3+eq di +da+dy di + 2da + d3

el + e3 + 2ey d1 + 2ds + 2dy d1 + 2ds + 2dy
er+2e3 + ey dz + 2d3 + dy di + 2da + dy

e1 + 2e3 + 2e4 do + dg + dy d1 + 2ds + 2ds3

es + e3 + ey d1+2d3—|—2d4 d1+d2+d3

es + e3 + 2ey d1 + 2ds + 2ds3 di + do + 2dy

es + 2e3 + ey dy + 2d3 + dy dy +da +dy

es + 2e3 + 2e4 di + do + 2d3 d1 + do + 2d3
e1+ex+e3+ ey do + d3 di +dy
e1+ex+e3+2ey ds + 2dy diy +ds
e1+ex+2e3+ey di + do di + 2d3
e1+ex+2es3+2e4 | di+2dy di + 2dy

el +2ex+e3+ ey ds + dy da + 2dy

el + 2eo + e3 + 2¢ey4 do + 2d3 do + 2d3

e1+ 2ex + 2e3 + ey di +dy do + ds

e1 + 2ex + 2e3 + 2e4 | di + 2do do + dy




pi € Ho oi € S10 oi € S11

el d1 dl

€9 dg d2

es d3 d3

e4 d4 d4

e1+ e di +do di + do

e1 + 2es di + 2do di + 2ds

e1tes dy +da +d3 +dy dy + 2dy + d3 + 2dy
e1 + 2es3 di+da+2d3+2dy | di+2dy +2d3 + dy
er+eq dy +da +2d3 + dy dy + 2ds + d3 + dy
el + 2e4 di 4+ do + ds + 2dy d1 + 2ds + 2d3 + 2d4
es t+e3 dy + 2ds 4+ 2ds + 2dy | di + do + d3 + 2dy
es + 2e3 di + 2ds 4+ d3 + dy dy +do + 2d3 + dy
es + ey di + 2dy + ds + 2dy di +de +ds + dy
ex + 2ey dy +2dy +2d3 +dy | di+da+ 2d3 + 2dy
es +es ds 4 dy ds 4 dy

es + 2ey ds + 2dy ds + 2dy
e1+e2+e3 do + d3 + 2dy di +ds + dy

el + ex + 2e3 d2 + 2d3 + d4 dl + 2d3 —+ 2d4

el + 2es + e3 di + dg + 2dy do + 2d3 + 2dy

e1 + 2es + 2es dy + 2d3 + dy do +d3 + dy
e1+ex+eq do + dg + dy di + 2ds + dy

e1 +eo + 2eq4 do + 2d3 + 2d4 dy + ds + 2dy
e1+2ex+ ey di1 +d3 +dy do + d3 + 2dy

e1 + 2eq + 2ey4 dy + 2d3 + 2dy do + 2d3 + dy

el +e3+eq di +2dy + dy di +do+ds

el + e3 + 2ey d1 + 2ds + d3 di + do + 2dy

el + 2e3 + eq dy + 2dy + 2d3 di+ds +dy

e1 + 2e3 + 2ey4 d1 + 2ds + 2dy d1 + do + 2d3

ez +e3+ey dy +dy+dy dy + 2dy + 2d3

es +e3+ 2ey di+dy+ds di + 2dy + dy

ey + 2e3 + ey dy + da + 2d3 dy + 2dy + 2d4

€2 + 2e3 + 2ey di + do + 2dy di + 2dy + d3
e1+ex+es3+ ey dy +ds do + dy
e1+ex+e3+2ey di + 2dy do + ds
e1+ex+2e3+ey di +dy da + 2d3

el + ex + 2e3 + 2ey d1 + 2ds3 do + 2dy

e1 +2ex+e3+ ey da + 2d3 dy + dy
e1+2es+es3+2ey | do+dy dy + d3

e1+ 2ex + 2e3 + ey dg + 2dy di + 2d3

e1 + 2ex + 2e3 + 2e4 | do + d3 dy + 2dy4
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pi € Hy o; € S12 o; € S13

el d1 dl

€9 dg d2

€3 d3 dl + dg + d3

ey4 da di + 2do + da

e1 + e di + do dy + ds + 2d3

e1 + 2e di + 2do d1 + 2ds + 2dy
er+e3 dy +2dy + d3 + dy do + 2d3

el + 2es di 4+ 2do + 2ds + 2d4 | di + 2do + 2dg + dy
€]+ eq dy + 2ds + 2d3 + dy do + dy

e1 + 2ey dy +2dy +d3 +2dy | dy +do + d3 + 2d4
ez + €3 dy +do +d3 +dy dy + 2d3

ez + 2e3 dy +do +2d3 + 2dy | dy + 2dz + d3 + dy
es + ey di + do + 2d3 + dy di +de +ds +dy
ez + 2ey dy + do + d3 + 2dy dy + 2dy

es+esq ds + dy d3 +dy

es + 2eq4 ds + 2dy ds + 2dy
e1+e2+e3 di + ds + 2dy dy + ds

el + e + 2e3 dy + 2d3 + dy4 ds

er +2ez + e3 do + 2d3 + dy dy +d3 + 2dy

e1 + 2es + 2e3 dy + d3 + 2dy do +d3 +dy
e1+ex+eq di+dg +dy d1 + 2d3 + dy

e1 +eo+ 2eq4 d1 + 2d3 + 2d4 do + 2d3 + 2dy
er+2ez+ ey do + 2d3 + 2d4 dy + 2ds

e1 + 2eq + 2ey4 do +ds +dy dy

e1+e3+eq di +do+dy d1 + 2d3 + 2dy

el + e3 + 2ey di+ do + ds di + do + 2dy
e1+2e3+eq di + da + 2d3 di + 2dy + 2d3

e1 + 2e3 + 2e4 di + do + 2dy di +ds + dy

ez +e3+ ey dy + 2da + 2d4 dy +do +dy

es + e3 + 2ey d1 + 2ds + 2ds3 do + 2d3 + dy

ey + 2e3 + ey dy + 2ds + d3 dy + d3 + 2dy

e2 + 2e3 + 2ey di +2dy + dy di + 2da + d3
e1+ex+e3+ ey do + d3 di + do + 2d3 + dy
el + ex+e3+ 2ey do + 2dy di + do + 2d3 + 2dy
e1+ex+2e3+ey do + dy di +dy
e1+ex+2e3+2eq4 | do+2ds do + 2dy

el +2ex+e3+ ey di + ds dy + 2ds + d3 + 2dy
e1+2es+es+2eq | di+2dy dy +ds

e1 + 2e9 + 2e3 + ey di +da dy + 2ds + 2d3 + 2dy
e1 + 2ex + 2e3 + 2e4 | di + 2d3 do + ds




pi € Ho o € S14 o € 515

e1 dy dy

e do do

e3 di +da+ds di + 2dy + d3

€4 d1 + 2ds + 2dy di1+do + dy

e1 + e dy + ds + 2d3 d1 + do + 2dy

e1 + 2es di + 2ds + dy d1 + 2ds + 2ds3

el + e3 do + 2d3 do + d3

el + 2es di 4+ 2do + 2ds + 2d4 | di + do + 2dg + dy
€1+ ey dy +do +d3 +dy do + 2dy

el + 2eq do + 2dy dy + 2ds + d3 + 2dy
es t+e3 dy + 2d3 di +ds + ds + dy
es + 2e3 dy + 2ds + d3 + 2dy di + 2d3

es + ey di +dy di + 2dy

es + 2e4 di +do +ds + 2dy di 4+ 2do + dg + dy
es +es ds 4 dy ds 4 dy

e3 + 2eq4 d3 + 2dy ds + 2dy
e1+e2+e3 dy + dsy di + dg + 2dy

el + ex + 2e3 d3 dg + 2d3 —+ 2d4

e1 + 2ex +e3 di +d3+dy d1 + 2dy

e1 + 2es + 2e3 do + d3 + 2dy ds

e1+ex+ey do + 2d3 + dy di + do

e1 +eo + 2eq4 dy + 2d3 + 2dy dy

e1+2ex+ ey dy d1 + 2d3 + da

e1 + 2eq + 2ey4 di + 2ds do + ds + dy
e1+e3+eq di +do+dy d1 + 2d3 + 2dy

el + e3 + 2ey di + 2ds + dy d1 + 2ds + 2dy

el + 2e3 + eq dy + ds + 2dy dy + ds + 2d3

e1 + 2e3 + 2ey4 d1 + 2ds + 2ds3 di +ds + dy

es + e3 + ey d2+2d3—|—2d4 d1—|—d2+d3

es +e3+ 2ey di + doy + 2dy do + 2d3 + dy

ey + 2e3 + ey dy + 2dy + d3 do + d3 + 2dy

ez + 2e3 + 2ey dy +d3 + dy di 4 2dy + dy
e1+ex+es3+ ey di + do + 2d3 + dy di 4+ do + ds + 2dy
e1text+es+2es | di+dy+2d3+2dy | di+ds
e1+ex+2e3+ey do 4 dy dy + do + 2d3 + 2dy
el + ex + 2e3 + 2ey d1 + 2dy do + 2d3

e1 +2ex+e3+ ey d + ds dy + 2ds + 2d3 + dy

e1+ 2ea +e3 + 2e4
e1+ 2ex + 2e3 + ey
e1 + 2eo + 2e3 + 2e4

dy 4 2dy + d3 + dy
do + d3
dy + 2dy + 2d3 + dy

dy + 2day + 2d3 + 2dy
dy +dy
do + dy
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pi € Hy o; € S16 o; € S17

el d1 dl

€9 dg d2

e3 di + 2da + d3 di + 2d2 + 2d3

€4 di + do + 2dy di+do + dy

el + e di+dy+dy dy + do + 2dy

e1 + 2e d1 + 2ds + 2ds3 d1 + 2ds + d3

el + e3 d2+d3 d1+d2+d3+d4
e1 + 2es3 dy +do+2ds +2dy | dy + 2d3

€1+ ey dy + 2dy + d3 + dy do + 2dy

e1 + 2eq do +dy d1 + 2ds + 2d3 + 2d4
ez + e3 dy +day+ds + 2dy dy +ds

es + 2e3 di + 2ds3 di 4+ do + 2d3 + dy
es + ey di + 2dy + ds + 2dy di + 2dy

€9 + 2ey4 di +dy d1 4+ 2do + 2d3 + dy
es+esq ds + dy d3 +dy

es + 2eq4 ds + 2dy ds + 2dy
e1+e2+e3 di+ds +dy do + ds + 2dy

el + e + 2e3 d2 + 2d3 + d4 dl + 2d3 + 2d4

e1 + 2e2 + e3 dy + 2ds ds

el + 2es + 2e3 ds d1 + 2ds
e1+ex+ey dy dy + do

e1+ ez + 2eq4 dy + do dy

e1+2ex+ ey do + d3 + 2d4 di1 +d3 +dy

e1 + 2eq + 2ey4 dy + 2d3 + 2dy do + 2d3 + dy

el +e3+eq di +2dy + dy di +do+ds

el + e3 + 2ey di + 2ds + dy di + 2ds + dy

er +2e3+ ey dy + d3 + 2dy dy +dz +2dy

e1 + 2e3 + 2e4 di + do + 2d3 d1 + 2ds + 2dy

es + e3 + ey d2 + 2d3 + 2d4 dg + 2d3 + 2d4

e +e3+ 2ey di+dy+ds di + 2dy + dy

es + 2e3 + ey dy + 2da + 2d4 dy + da + 2d3

ea + 2e3 + 2ey do +d3 + dy do +d3 +dy
e1+ex+e3+ ey dy +ds di + do + ds + 2dy
e1+ex+e3+2ey di+dy+ds+dy do + ds
e1+ex+2e3+ey do + 2d3 dy + do + 2d3 + 2dy
el + ex + 2e3 + 2ey4 di 4+ do + 2d3 + dy d1 + 2d3

el +2ex+e3+ ey di + 2ds + 2d3 + dy di +dy
e1+2e2+e3+2eq | di+2dy+2d3+2dy | dot+dy

e1+ 2ex + 2e3 + ey
el + 2es + 2e3 + 2ey4

do + 2d,
dy + 2dy

dy + 2dy + d3 + dy4
dy + 2dy + d3 + 2dy




pi € Ho oi € S18 oi € S19

e1 dy dy

es do do

e3 di + 2d2 + 2d3 d1 + do + 2d3

€4 di + do + 2dy di + 2ds + dy

e] + eg di 4+ do + dy di + do + ds

e1 + 2es d1 + 2ds + d3 d1 + 2ds + 2dy
e1+e3 dy +da + d3 + 2dy dy +2dy + ds + dy
el + 2es do + 2ds3 dg + ds

€]+ eq dy + 2ds + 2d3 + dy do + dy

e1 + 2ey4 do +dy dy + dy + 2d3 + 2d,
es t+e3 dy +ds dy + 2ds + 2d3 + dy
ex + 2e3 di +da +2d3 +2dy | dy +d3

es + ey dy + 2ds + 2ds +2dy | di +do 4+ 2d3 + dy
es + 2e4 di+dy dy + 2dy

es +es ds 4 dy ds 4 dy

e3 + 2eq4 d3 + 2dy ds + 2dy
e1+e2+e3 do + dg + dy ds

el + ex + 2e3 dy + 2d3 + dy4 di + do

e1 + 2e2 + e3 ds dy + 2d3 + dy

e1 + 2es + 2e3 dy + 2ds d1 + 2d3 + 2dy

e +ex+eq dy di +ds+dy

e1 +eo + 2eq4 dy + dsy do + d3 + 2dy

el + 2es + ey do + 2d3 + 2dy d1 + 2ds

e1 + 2eq + 2ey4 di + d3 + 2dy dy

€1 +e3+eq dy + 2d3 + 2dy dy + 2ds + d3

el +e3+ 2eq di +do + ds dy + 2d3 + dy

el + 2e3 + eq di + 2dy + dy dy + d3 + 2dy

e1 + 2e3 + 2ey4 di +ds+dy di + do + 2dy

ez t+e3teq di + 2da + 2dy4 da + 2d3 + 2dy

eo + e3 + 2ey4 do + 2d3 + d4 d1 + 2ds + 2ds3

es + 2e3 + €4 da + d3 + 2d4 dy +da +dy

es + 2e3 + 2e4 dy + ds + 2d3 do + ds + dy
e1+ey+e3+ey do + d3 di +dy

e1+ e+ es+ 2ey di+do+ds+dy do + 2dy

e1+ex+2e3+ey
el + ex + 2e3 + 2ey
e1 +2ex+e3+ ey
e1+ 2ea +e3 + 2e4
e1+ 2ex + 2e3 + ey
e1 + 2eo + 2e3 + 2e4

di + 2ds

di 4+ do + 2d3 + dy
do + 2dy

di + 2dy

dy + 2dy + d3 + dy
dy + 2dy + d3 + 2dy

di +de + ds + dy

di +dy+ds + 2dy
dy + 2ds + d3 + 2dy
do + 2d3

di + 2ds + 2d3 + 2dy
d1—|—2d3
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pi € Ho oi € S oi € S

e1 dy dy

e do di + do

es di + do + 2d3 do + d3

€4 d1 + 2da + 2dy di +do+ds+dy
e1 + e dy +ds + dg do + 2d3 + dy

e1 + 2e d1 + 2ds + dy d1 + 2ds + 2ds3
er+e3 dy +2dy +d3+2dy | di +da+d3+2dy
el + 2es do + d3 d1 + 2d3

€1+ ey di + dy 4 2d3 4 dy dy + d3 + 2dy

el + 2e4 do + 2dy di + do + 2d3 + 2dy
es +e3 dy + 2ds 4+ 2d3s + 2dy | di + ds + dy

es + 2e3 di + ds d1 + do + 2d3

ea +eq di +dy ds + 2dy

es + 2e4 di + do + 2d3 + 2dy d1 4+ 2do + 2d3 + dy
€3+ eq ds + dy dy + 2dy

es + 2e4 ds + 2d4 dy + do + 2d3 + dy4
e1+e2+e3 ds do

el + e + 2e3 di + do dy + 2dy + d3 + dy
e1+ 2ez + e3 do + 2d3 + 2dy ds

el + 2es + 2e3 dy + 2d3 + dy d1 + 2ds + 2dy
e1+ex+ey do +d3 + dy dy + 2dy + d3 + 2d,
e1 +eo+ 2eq4 di + ds + 2dy do + 2d3
e1+2ex+ ey dy d1 + 2d3 + dy

e1 + 2eq + 2ey4 di + 2ds dy + 2d3 + 2dy
e1+e3+eq d1 + 2ds + 2dy di + ds + ds

el + e3 + 2ey di + 2ds + d3 da

el + 2es + e4 di+do +dy dy +do +dy

e1 + 2e3 + 2e4 di+ds +dy ds + dy

ez +e3+eyq dy + 2dy + 2d3 do + 2d3 + 2dy

e +e3+ 2ey do + 2d3 + dy dy +ds

es + 2e3 + ey dy + d3 + 2dy do + dy

e2 + 2e3 + 2ey dy +dg + 2dy do + 2dy
e1+ex+e3+ ey do + dy di +dy
e1+ex+e3+2ey d1 + 2dy do +d3 + dy
e1+ex+2e3+ey di +do +ds+dy dy + 2ds + d3

el + ex + 2e3 + 2ey4 di 4+ do + ds + 2dy di + 2do + dy

el +2ex+e3+ ey ds + 2d3 di + do + 2dy

el + 2eo + e3 + 2¢ey4 dy + 2dy + d3 + dy dy + 2dy + 2d3 + 2dy4
e1+ 2ex + 2e3 + ey di + 2ds d1 + ds + 2dy
e1+2ex+2e3+2ey | di+2dy +2d3+dy | di + 2ds




p; € Hy o; € S o; € So3

(&) d1 dl

€9 di + do dy + do

€3 do + d3 do + 2d3

€4 di + do + d3 + 2d4 dy +do + 2d3 + dy
e1 + e do + 2d3 + 2dy do + ds + dy

e1 + 2es d1 + 2ds + 2ds3 d1 + 2ds + d3
e1+e3 dy +dy +d3+dy dy + ds

el + 2es di + 2ds3 di + do + 2d3 + 2dy
€1+ ey di + dy 4 2d3 4 dy do + 2d3 + 2d4

e1 + 2ey4 do +d3 + dy di +dy+ds +2dy
es t+e3 dy + ds + 2dy dy + ds + dg

es + 2e3 d1 + do + 2d3 d1 + 2ds + dy

es + ey di + 2ds + 2d3 4+ 2dy | d3 + dy

ea + 2ey4 ds + dy di +2dy + d3 + dy
€3+ eq dy + ds + 2d3 + 2dy di +do+ds+dy
e3 + 2ey di +dy di + 2dy
e1+e2+e3 do di + 2ds + 2d3 + dy
el + ex + 2e3 dy + 2dy + d3 + 2dy do

e1+2ex + €3 d3 di + 2dp + 2dy

e1 + 2es + 2e3 dy + 2ds + dy ds

e1+ex+ey do + 2ds3 d1 + 2ds + 2d3 + 2dy
e1 +eo + 2eq4 dy + 2dy + d3 + dy dy + ds
e1+2ex+ ey d1 + 2d3 + dy di +d3 +dy

e1 + 2eq + 2ey4 dy + 2d3 + 2dy dy + ds + 2dy
e1+e3+eq dy di+da+dy

el + e3 + 2ey di + do + ds ds + 2dy

el + 2e3 + eq ds + 2d4 dy + ds + 2d3

e1 + 2e3 + 2ey4 d1 + do + 2dy dy

ez +e3+ey dy +ds doy +dy

es +e3+ 2ey do + 2d3 + dy do + 2dy

es + 2e3 + ey do + dy do + d3 + 2dy

es + 2e3 + 2e4 do + 2dy di + 2d3
e1+ex+es3+ ey do + d3 + 2dy dy + 2ds + 2d3
e1+ex+e3+2ey di + 2dy di + 2do + dy
e1+ex+2e3+ey dy + 2ds + 2dy di +dy

el + ex + 2e3 + 2ey d1 + 2ds + d3 do + 2d3 + dy

e1 +2ex+e3+ ey di + 2ds + 2d3 + dy d1 + 2ds + 2dy

el + 2eo + e3 + 2ey4 di+do +dy d1 + 2ds

e1+ 2ex + 2e3 + ey di + 2ds d1 + do + 2dy

€1+ 2ex+2e3+2e4 | di +d3+dy dy + 2dy + d3 + 2dy
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p; € Hy 0; € So4 o; € Sos

(&) d1 d1

€9 di + do di + do

es do + 2d3 di + ds

€4 dy + ds + 2d3 + 2dy do + 2ds + dy
er+ ez do + d3 + 2dy da + 2dy

e1 + 2e d1 + 2ds + d3 dy + 2ds + d3 + 2dy
el + e3 dy +ds ds + dy

el + 2es di 4+ do + 2dg + dy di + do + 2dg + dy
e1+eq dy +do +d3 +dy dy +da +dy

e1 + 2ey do + 2d3 + dy dy +d3 + 2dy

es +e3 dy +ds + dg do + ds

es + 2e3 d1 + 2ds + 2dy do + 2d3 + 2dy

es + ey di + 2dy + ds + 2dy dy+ds+dy

ez + 2ey ds + 2dy dy 4 do + d3 + 2dy
es+ ey dy +dy di+dy+ds+dy
e3 + 2eq4 dy +da +d3 +2dy dy + da + 2dy
e1+e2+e3 d1 + 2do + 2ds + 2dy4 | di + 2d2 + 2d3

el + e + 2e3 do dy + 2d3

e1 + 2ex + e3 di + 2dy + dy di + 2ds

e1 + 2es + 2e3 ds dy +dy +ds
e1+ex+ey do +d3 do

e1 +eo+ 2eq4 dy + 2ds + 2d3 + dy dy + 2dy + d3 + dy
e1+2ex+ ey di +d3 +dy ds + 2dy

e1 + 2eq + 2ey4 dy +ds + 2dy dy + 2ds + d3
e1+e3+eq ds + dy di + do + 2d3 + 2dy
el + e3 + 2ey di + do + 2dy ds

el + 2es + e4 dy dy + ds + 2d3

e1 + 2e3 + 2e4 di + do + 2d3 do + dy

ez +e3+ ey do + dy dy + 2da + 2d,4

e +e3+ 2ey do + 2d, d1 + 2d3 + dy

es + 2e3 + ey dy + 2d3 do + 2d3

es + 2e3 + 2e4 do +ds + dy dy

e1+ex+e3+ ey dy + 2dsy + 2dy do + d3 + 2dy
e1+e2+e3+2ey dy + 2da + 2d3 do +d3 +dy
e1+ex+2e3+ey do + 2d3 + 2dy di 4 2dy + 2d3 + dy
el + ex + 2e3 + 2ey4 d1 + 2dy di + 2do + dy

el +2ex+e3+ ey di + 2do d1 + 2ds + 2dy

el + 2eo + e3 + 2¢ey4 dy + 2d3 + dy dy + 2dy + 2d3 + 2dy4
e1+ 2ex + 2e3 + ey dy + 2dy + d3 + dy di + dy

€1+ 2ex+2e3+2e4 | di +da+dy dy + 2dy




pi € Ho oi € Sa6 oi € Sar

e1 dy dy

e di + do di + do

es dy + ds di +do + ds

eq do + 2d3 + 2dy di +ds+dy

e] + eg do + dy da + ds

e1 + 2es dy + 2dy + d3 + dy di + 2ds + 2d3 + dy
er +e3 d3 + 2dy d3 + dy

el + 2es di + do + 2d3 + 2dy di + do + 2d3 + 2dy
e1+eq dy +d3+dy dy

e1 + 2ey4 di + do + 2dy di +dy+ds +2dy
es t+e3 do + d3 dy + ds + 2dy

es + 2e3 do + 2d3 + d4 do + 2d3 + 2dy

es + ey di +de +ds +dy do +ds +dy

es + 2e4 dy + ds + 2dy do + 2dy

es+ ey di +do +dy di +do +dy

e3 + 2e4 dy +do +d3 +2dy do + d3 + 2dy
e1+e2+e3 d1 + 2ds + 2ds3 do + dy

el + ex + 2e3 d1 + 2d3 dl + 2d2 —+ dg + 2d4
e1 + 2ex +e3 d1 + 2ds d1 + 2d + 2dy

e1 + 2es + 2es dy +da +d3 dy + 2d3
e1+ex+ey di + 2do + dg + 2dy d1 + 2ds + 2d3 + 2dy
e1 +eo + 2eq4 do dy + 2d3 + 2dy
e1+2ex+ ey dy + 2dy + ds dy + 2ds

e1 + 2eq + 2ey4 ds + dy di +de + ds + dy
€1 +e3+eyq ds do + 2d3

el + e3 + 2ey di +do + 2d3 + dy di + 2ds + dy

el + 2e3 + eq do + 2dy dy + ds + 2d3

e1 + 2e3 + 2ey4 d1 + do + 2d3 di + do + 2dy

es + e3 + ey dy + 2d3 + 2dy ds

es +e3+ 2ey di + 2dy + dy di+dy+2d3 + dy
eg + 2e3 + ey dy dy +dy

ez + 2e3 + 2ey do + 2d3 dy + 2dy + d3
e1+ex+es3+ ey do + d3 + 2dy dy + 2ds + 2d3
e1+ex+e3+2ey do +d3 + dy di + 2do + dy
e1+ex+2e3+ey dy + 2ds + 2dy do

el + ex + 2e3 + 2ey d1 4 2do 4+ 2d3 + 2dy4 | do + 2d3 + dy

e1 +2ex+e3+ ey di + 2ds + 2d3 + dy dy + ds
e1+2ex+e3+2e | di+2d3+dy di+2dy +d3 +dy
e1+ 2ex + 2e3 + ey di + dy ds + 2dy

e1 + 2ex +2e3 4+ 2e4 | di + 2dy dy + 2dy4
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pi € Ho o; € Sag oi € Sag

e1 dy dy

€9 di + do di + do

es di + do + d3 di +ds + ds

€4 di + ds + 2dy di +do+ds+dy
er+ ez dy + d3 do +d3 + dy

e1 + 2e d1 + 2do + 2ds + 2d4 | di + 2da + 2dy
er+e3 ds + 2dy do + 2d3 + 2dy

el + 2es di 4+ do + 2dg + dy d1 + do + 2d3

€1+ ey dy +do +d3 +dy d3 + 2dy

e1 + 2ey dy di +dy+ds + 2dy
es +e3 dy+ds+dy ds + dy

ez + 2e3 do + 2d3 + dy dy + 2dy + d3 + dy
es + ey da + dy di +dy

ez + 2ey do + d3 + 2dy do + d3 + 2dy

es+ ey do +d3 + dy do +dy

es + 2e4 di+do + 2dy dy + 2d3 + dy4
e1+e2+e3 da + 2dy di + 2ds + 2d3 + 2dy
el + e + 2e3 dy + 2dy + d3 + dy do + 2dy

e1 + 2ex + e3 di + 2dy + dy di +d3 +dy

el + 2es + 2e3 dy + 2d3 d1 + 2d3
e1+ex+ey di + 2ds + dy do + d3

e1 +eo+ 2eq4 dy + 2ds + 2d3 + dy dy + 2ds + dy

e1 +2ex + ey di + do 4 d3 + 2dy d1 + 2da + 2d3

e1 + 2eq + 2ey4 di + 2ds dy + 2d3 + 2dy
e1+e3+eq d1 + 2ds + 2dy di + do + 2d3 + 2dy
el +e3+ 2eq do + 2d3 ds

el + 2es + e4 di+do +dy dy +do +dy

e1 + 2e3 + 2e4 di + do + 2d3 di + 2dy

es + e3 + ey d1+d2+2d3+2d4 d1+d3

ez + ez + 2ey ds dy + 2d3 + dy

es + 2e3 + ey dy + 2ds + d3 do + 2d3

e2 + 2e3 + 2ey d1 + 2dy dy +dg + 2dy
e1+ex+e3+ ey dy + 2dsy + 2dy do

el + ex+e3+ 2ey d1 + 2do + 2ds3 di + 2do + d3 + 2dy
e1+ex+2e3+ey do + 2d3 + 2dy dy +ds + 2dy

el + ex + 2e3 + 2ey4 do d1 + 2ds + d3

el +2ex+e3+ ey di + 2ds + d3 + 2dy da
e1+2ex+e3+2es | di+ds dy + 2ds

e1+ 2ex + 2e3 + ey di +dy di +do + 2d3 + dy
e1+2ex +2e3+2e4 | dz+dy dy + 2dy + 2d3 + dy




pi € Ho oi € S30 oi € S31

e1 dy dy

€9 di + do dy + do

€3 di 4+ ds + d3 d1 + 2d3

€4 di + do + d3 + 2d4 do + ds + dy

e1+ ez do + d3 + 2d, da + 2dy

e1 + 2es di + 2ds + dy di + 2ds + 2d3 + 2dy
el + e3 do + 2d3 + dy di+do +ds+dy
e1r + 2es dy + dg + 2d3 d3 + 2dy

e1+eq dy +do +d3 +dy dy +do +dy

el + 2e4 ds + dy d1 + 2ds + 2dy

es t+e3 ds + 2dy do + d3 + 2dy

ez + 2e3 dy 4+ 2da + d3 + 2dy | do + 2d3

es + ey do +ds +dy dy + 2d3 + dy

es + 2e4 di + 2dy di + do + 2d3 + 2dy
€3+ eq d1 + 2ds + 2dy di + do + 2dy

es + 2e4 do + 2dy dy + do + 2d3 + dy4
e1+e2+e3 di + 2ds + 2d3 + dy dy + ds

el + ex + 2e3 do + dy dy + 2ds + d3

el + 2es + e3 di + dg + 2dy d1 + do + 2d3

e1 + 2es + 2e3 dy + 2d3 d1 + 2ds
e1+ex+ey d1 + 2dy + 2dy do

e1 +eo + 2eq4 do + d3 dy + 2ds + 2d3 + dy
e1+2ex+ ey d1 + 2d3 + dy ds +dy

e1 + 2eq + 2ey4 dy + 2dy + 2d3 dy + 2ds + 2d3
er+e3+eq ds dy +da2 + ds

el + e3 + 2ey di +do + 2d3 + dy da + dy

el + 2e3 + eq di+dy dy + do + d3 + 2dy
e1 + 2e3 + 2ey4 d1 + do + 2dy ds

es + e3 + ey d2+2d3—|—2d4 d2—|—d3

es +e3+ 2ey di +ds dy

es + 2e3 + ey dy +da +dy dy + 2dy + 2d4

es + 2e3 + 2e4 do + 2ds3 dy +ds+dy
e1+ex+es3+ ey dy + 2dy + d3 + dy dy + 2ds + d3g + dy
e1+ex+e3+2ey do di + 2do + dy
e1+ex+2e3+ey dy + 2ds + d3 do + 2d3 + 2dy

el + ex + 2e3 + 2ey di+ds +dy do + 2d3 + dy

e1 +2ex+e3+ ey di + 2ds dy + dy

e1+2ex +e3+2e4 | dy dy + 2dy

e1+ 2ex + 2e3 + ey d1 + 2do + 2ds + 2d4 | di + d3 + 2dy

e1 + 2eo + 2e3 + 2e4

d1 +d2 + 2d3 + 2d4

dy + 2dy + d3 + 2dy
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p; € Hy 0; € 532 o; € 533

(&) d1 d1

€9 di + do di + do

es di + 2ds3 d1 + do + 2d3

€4 do + d3 + 2dy di + 2ds + dy

e1 + e do + dy do + 2d3

e1 + 2e di + 2ds + 2d3 + dy dy + 2dy + d3 + dy4
€1+ e3 dy +da + d3 + 2dy dy +doy + ds +2dy
el + 2es ds + dy ds + 2dy

e1+ ey dy + 2d3 + dy dy

e1 + 2eq di + do + 2dy di + do + 2d3 + 2dy
es +e3 do +ds +dy do + d3 + 2dy

es + 2e3 do + 2ds3 d1 + 2d3 + 2dy

es + ey di + do + 2d3 + dy do + 2d3 + dy

ez + 2ey dy + 2d3 + 2d4 do + 2dy

€3+ eq dy + ds + 2d3 + 2dy do + 2d3 + 2dy

e3 + 2eq di+dy+dy di +da+dy
e1+e2+e3 dy +ds di + 2ds + 2d3 + 2dy
el + e + 2e3 dy + 2ds + d3 do + dy

e1 + 2ex + e3 d1 + do + 2d3 dy +ds

el + 2es + 2e3 dy + 2ds d1 + 2ds + 2dy
e1+ex+eq di 4+ 2do + 2ds + 2d4 | di + 2do + dg + 2d4
e1 +eo+ 2eq4 do dy + ds + 2dy
er+2ez+ ey dy + 2ds + 2d3 dy + 2ds

e1 + 2eq + 2ey4 ds + 2dy di + do + 2d3 + dy
e1+e3+eq do + 2dy di +dy+ds

el + e3 + 2ey di+ do + ds di + do + 2dy

el + 2es + e4 ds do + ds

e1 + 2e3 + 2e4 di+do+ds+dy di +ds + dy

ez +e3+eyq dy dy +dy

e +e3+ 2ey do +d3 dy + 2de + 2d3

es + 2e3 + ey dy +d3 + 2dy ds

es + 2e3 + 2e4 di + 2do + dy di+do +ds +dy

e +ey+e3+eq
e1+ex+e3+2ey
e1+ex+2e3+ey
el + ex + 2e3 + 2ey4
el +2ex+e3+ ey
e1+ 2ea +e3 + 2e4
e1+ 2ex + 2e3 + ey
e1 + 2eq + 2e3 + 2ey

dy + 2dy + 2dy

di + 2dy + d3 + 2dy
do + 2d3 + 2dy

do + 2d3 + dy

dy +dy

di + 2dy

dy + 2dy + d3 + dy
dy +d3 +dy

d

do +d3 + dy

d1 + 2ds + d3

di + 2dy + dy

ds + dy

di + 2dy

dy + 2d3

dy + 2dy + 2d3 + dy




pi € Ho oi € S34 oi € S35

e1 dy dy

€9 di + do dy + do

es d1 + do + 2d3 d1 + do + 2d3

€4 d1 + 2ds + 2dy dy +do + 2d3 + dy
e1 + e do + 2d3 do + 2d3 + dy4

e1 + 2es dy + 2ds + d3 + 2dy d1 + 2ds + 2dy
e1+e3 dy +dy +d3+dy dy +dy + ds

el + 2es ds + dy do + d3 + 2dy

€1+ ey di + dy 4 2d3 4 dy d3 + dy

el + 2e4 dy di + do + 2d3 + 2dy
es t+e3 do +ds +dy dy + 2ds + 2d3 + dy
ez + 2e3 dy + 2d3 + dy ds + 2dy

es + ey do + dy di +dy

es + 2e4 do + 2d3 + 2dy do + 2d3 + 2dy

€3+ eq di + do + 2dy di +ds + dy

e3 + 2ey do + 2d3 + dy dy + dy
e1+e2+e3 di + 2ds + 2d3 + dy da + 2dy

el + ex + 2e3 do + 2dy dy + 2dy + d3 + 2dy
e1 + 2ex +e3 dy +ds dy +ds

e1 + 2es + 2es dy + 2dy + dy dy 4 2d3 + dy
e1+ex+eq di+dg +dy do + 2ds3

e1 +eo + 2eq4 dy + 2dy + d3 + dy dy + 2ds + dy
e1+2ex+ ey di +dy+2d3s+2dy | di+2dy+ds

e1 + 2eq + 2ey4 di + 2ds dy + ds + 2dy

el +e3+eq di +da+dy di +da+dy

el + e3 + 2ey di + do + ds di + 2dy

el + 2e3 + eq dy + ds + 2dy dy + do + d3 + 2dy
e1 + 2e3 + 2ey4 dg + ds ds

ez +e3+ey dy + 2dy + 2d3 do + ds

e +e3 + 2ey di +2d, di + da + 2dy

es + 2e3 + ey dy + do + d3 + 2dy dy + 2d3

es + 2e3 + 2e4 ds do + ds + dy
e1+ex+es3+ ey do + d3 + 2dy dy + 2d3 + 2dy
e1+ex+e3+2ey do dy + 2d + 2d3
e1+ex+2e3+ey dy + 2ds + 2dy do

el + ex + 2e3 + 2ey d1 + 2ds + d3 d1 + 2do + 2d3 + 2dy
e1 +2ex+e3+ ey di +dy di +do+ds+dy
e1+2e2+e3+2eq | d3+2dy di+2dy +d3 +dy

e1+ 2ex + 2e3 + ey
e1 + 2eo + 2e3 + 2e4

di + 2ds + 2d3 + 2dy
d1 + 2d3

dy
dy + 2ds
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pi € Hy o; € S36 o; € S37

el d1 dl

€9 di + do di + 2dy

es di + do + 2d3 do + d3

€4 dy + ds + 2d3 + 2dy di + 2ds + 2d3 + dy
e1 + e do + 2d3 + 2d4 dy + ds + d3

e1 + 2e d1 + 2ds + dy do + 2ds + 2dy

el + e3 dy +ds + dg dy + ds

el + 2es do + dg + dy d1 + 2ds + 2d3 + 2dy
€1+ ey di + dy 4 2d3 4 dy do +d3 + dy

er + 2ey ds + 2dy dy + 2dy + d3 + 2dy
es +e3 dy + 2ds + 2ds + 2dy | di + 2d3 + dy

ez + 2e3 d3 + dy dy + 2dy + d3

es + ey do + 2d3 + dy di +de +ds +dy
ez + 2ey dy + 2dy d3 + dy

€3+ eq da + 2dy dy + 2dy + d3 + dy4
e3 + 2eq dy + d3 + 2dy di + 2dy
e1+e2+e3 do + dy d1 + do + 2dy

el + e + 2e3 dy + 2dy + d3 + dy ds

el + 2es + e3 di + dg di + do + 2dg + dy
el + 2es + 2e3 dy + 2d3 + 2dy do

e1+ex+ey d1 + 2dy + 2dy di +d3+dy

e1 +eo+ 2eq4 do + 2d3 dy + ds + 2dy

e1+ 2e9 + ey4 di+ds +dy di + do + 2d3 + 2dy
e1 + 2eq + 2ey4 dy + 2ds + d3 da + 2d3

el +e3+eq di +ds di +2dy + dy

el + e3 + 2ey di + do + 2dy ds + 2dy

e1+ 2e3 +eq d3 di +2ds + 2d3

e1 + 2e3 + 2e4 di+do+ds+dy da

es + e3 + ey di+do +dy dy + 2d3

e +e3+ 2ey do +d3 do + 2d3 + dy

es + 2e3 + ey dy + d3 + 2dy do + dy

ea + 2e3 + 2ey dy + 2d3 do + 2dy
e1+ex+e3+ ey dy + 2ds + 2d3 dy + 2d3 + 2dy
e1+ex+e3+2ey d1 + 2d3 + dy di + do

e1+ex+2e3+ey
e1+ ez + 2e3 4+ 2eq
el +2ex+e3+ ey
e1+ 2ea +e3 + 2e4
e1+ 2ex + 2e3 + ey
el + 2es + 2e3 + 2ey4

d1 + 2dy + 2d3 + dy
da

di + 2ds + d3 + 2dy
dy + da + d3 + 2dy
di + 2ds

dy

d1 + 2ds + 2dy

di +dy+ds + 2dy
d1 + do + 2d3

di +ds +dy

dy +dy

dy + d3 + 2dy




pi € Ho oi € S38 oi € S39

e1 dy dy

€9 di + 2do di + 2dy

€3 do + d3 do + 2d3

€4 d1+ 2do +2ds + 2d4 | di + 2do + d3 + dy
e1 + e dy +ds + d3 dy + ds + 2d3

e1 + 2es do + 2d3 + dy do + d3 + 2dy
er+e3 dy +ds dy + 2dy + d3 + 2dy
el + 2es d1 + 2ds + 2d3 + dy d1 + 2d3

€1+ ey dy + 2dy + d3 + dy do + 2d3 + dy

el + 2e4 do + dg + 2dy d1 + 2ds + 2d3 + 2d4
es t+e3 d1 + 2d3 + 2dy dy + ds + 2d3

es + 2e3 d1 + 2ds + d3 di+ds +dy

es + ey ds + 2dy di + do + 2d3 + dy
e2 + 2ey dy + do + d3 + 2dy ds + 2dy

es + eq dy + dy di + 2dy

es + 2e4 dy + 2dy + d3 + 2dy dy + 2dy + 2d3 + dy
e1+e2+e3 dy +do +dy ds

el + ex + 2e3 ds d1 + do + 2dy

el + 2es + e3 di + do + 2d3 + 2dy do

e1 + 2es + 2e3 do di +dy+ds+dy
e1+ex+eq di+dg +dy di + 2ds + dy

e1 +eo + 2eq4 di + ds + 2dy dy + 2d3 + 2dy
er+2ex+ey do + 2d3 dy + do + d3 + 2dy
e1 + 2eq + 2ey4 di + do + 2d3 + dy dy + ds
e1+e3+eq ds + dy di + 2dp + d3

el + e3 + 2ey d1 + 2ds + 2dy da

el + 2e3 + eq dy d1 + 2ds + dy

e1 + 2e3 + 2ey4 d1 + 2ds + 2ds3 ds + dy

es + e3 + ey do + 2d3 + 2dy do + dy

es +e3+ 2ey dy + 2d3 do + 2dy

es + 2e3 + ey do + dy dy + d3

es + 2e3 + 2e4 do + 2dy do + ds + dy
e1+ex+es3+ ey dy + dsy dy + 2dy + 2dy
e1+ex+e3+2ey d1 + 2d3 + dy di + dy + 2d3 + 2d,
e1+ex+2e3+ey di +de +ds+dy dy +ds + 2dy

el + ex + 2e3 + 2ey di + 2do + dy di + do

e1 +2ex+e3+ ey d1 + do + 2dy dy + dy

el + 2eo + e3 + 2ey4 dy + ds + 2d3 do + 2d3 + 2dy
e1+ 2ex + 2e3 + ey do + dg + dy di +do + ds

e1 + 2ex +2e3 4+ 2e4 | di + 2dy dy +dy+dy
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p; € Hy o; € Sao 0; € Sn

el d1 dl

€9 di + 2do di + 2dy

es do + 2d3 di + ds

€4 di + 2ds + d3 + 2dy do + ds + dy

e1 + e dy + ds + 2d3 dy+do +ds +dy
e1 + 2e do + dg + dy da + 2dy

er+e3 dy +2dy + d3 + dy ds + 2dy

el + 2es di + 2ds d1 + 2ds + 2d3 + 2dy
€1+ ey dy +2dy +2d3+dy | dy+d3+dy

e1 + 2ey do + 2d3 + 2d4 dy + 2dy + 2d,4

es +e3 di + 2ds + 2d3 do + d3 + 2dy

es + 2e3 di + ds + 2dy do + 2d3

es + ey ds + dy dy + ds + 2dy

ez + 2ey dy +do +2d3 + 2dy | dy + 2dz + d3 + dy
€3+ eq d1+ 2do + 2ds + 2d4 | di + 2do + dy

e3 + 2eq di+dy di + 2ds + d3 + 2d4
€] +eg + e3 ds di + do

e1 + ez + 2e3 di +ds +dy di + 2ds + d3

el + 2es + e3 do dy + do + 2d3

e1 + 2e2 + 2es dy + da + d3 + 2dy dy + 2d3

e +es+eq dy + 2d3 + dy4 dy + ds + ds

e1 +eo+ 2eq4 d1 + 2d3 + 2d4 ds + dy

el + 2es + ey do + ds di 4+ do + ds + 2dy
e1 + 2eq + 2ey4 di +do +ds+dy do

e +e3+eq dy ds

el +e3+ 2eq dy + 2ds + d3 di 4 2da + 2d3 + dy
el + 2e3+ ey ds + 2dy da + dy

e1 + 2e3 + 2eq4 dy + 2ds + 2dy dy + 2dy + 2d3

ez t+e3teq dy + dy ds + d3

es + e3 + 2ey da + 2dy dy

es + 2e3 + €4 da + d3 + 2d4 dy +da +dy

es + 2e3 + 2e4 dy + ds d1 + 2ds + 2dy

el +ey+e3+ey dy + ds + 2d3 + dy di + do + 2d3 + dy
el +ex+e3+ 2eq dy + 2ds 4 dy d1 + 2d3 + dy
e1+ex+2e3+ey di + do di +dy

e1 + ez + 2e3 + 2ey di+ds+dy di + 2dy

e1+ 2ex+e3+ ey do + 2d3 + dy do + 2d3 + dy

e1 + 2eq + e3 + 2ey di + 2dy do + 2d3 + 2dy

e1 + 2ex + 2e3 + ey di + do + 2dy di + do + 2dy

e1+ 2ex + 2e3 + 2e4 | di +do + d3 dy + do + 2d3 + 2dy




pi € Hy 0; € Sy2 0; € Si3

el d1 dl

€9 di + 2do di + 2dy

€3 di +d3 d1 + 2da + d3

€4 do + d3 + 2dy di+ds + dy
e1+e2 dy+dy+d3+2dy | dy+dy+2d3+dy
e1 + 2es do + dy da + 2d3

el + e3 ds + dy ds + dy

el + 2es d1 + 2ds + 2d3 + dy d1 + 2ds + 2d3 + 2d4
e1+eq dy + 2dy + dy dy

e1+2ey dy +d3 + 2dy dy + 2dy + d3 + 2dy
es t+e3 do +ds +dy do + ds + dy

ez + 2e3 do + 2d3 dy +d3 + 2dy

es + ey di + 2dy + ds + 2dy do 4 dy

es + 2e4 di+ds +dy do + 2d3 + 2dy
€3+ eq dy + 2dy + d3 + dy di + 2ds + dy

es + 2e4 d1 + 2ds + 2dy do + 2d3 + dy
e1+e2+e3 dy + dsy di + do + 2dy

el + ex + 2e3 d1 + 2d2 + d3 dl + 2d3

el + 2es + e3 di + do + 2d3 do + 2dy

e1 + 2es + 2es dy + 2d3 di +dy 4 ds + 2dy
e1+ex+ey ds + 2d, dy + do

e1 + ez + 2ey dy +da +d3 dy + 2dy + d3 + dy
el + 2es + ey do di + do + 2d3 + 2dy
e1 + 2eq + 2ey4 di +de +ds+dy dy + 2d3 + 2dy
e1+e3+eq dy 4 2dy + 2d3 + 2dy | do + d3

el + e3 + 2ey ds di + 2ds + dy
e1+2e3+eq di + 2d + 2d3 di + 2dy + 2d3

e1 + 2e3 + 2ey4 do + 2d, d1 + 2ds + 2dy

ez +e3+ey dy dy +dy + ds

es +e3+ 2ey do + d3 dy+dy

es + 2e3 + ey dy + 2d3 + dy dy + 2dy + 2d3 + dy
e+ 2e3 + 2ey di +da + 2dy ds

e1+ex+es3+ ey dy + 2d3 + 2dy dy + ds
e1+ex+e3+2ey di+do+2d3+2dy | di +do +d3 +dy
e1+ex+2e3+ey di +dy ds + 2dy
e1+ex+2e3+2eq | di+2dy dy + 2dy

e1 +2ex+e3+ ey do + 2d3 + dy d1 + do + 2d3
e1+2ex +e3+2e4 | do + 2d3 + 2dy di +dy+dy

e1+ 2ex + 2e3 + ey di +do + 2ds + dy do

€1+ 2ex+2e3+2e4 | di +da+dy dy + d3 + 2dy
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p; € Hy 0; € Sy o; € Su5

el d1 dl

€9 di + 2do di + 2dy

e3 di + 2da + d3 di + 2dy + d3

€4 di + ds + 2dy dy + 2dy + d3 + dy4
e1+e2 di +dy +2d3 +2dy | di + da +2dy

e1 + 2e da + 2d3 do + 2ds + 2dy
e1+e3 d3 + 2dy do +d3 + dy

e1 + 2es3 di +2dy +2d3z +dy | di + 2do + 2d3
€1+ ey dy + 2dy + d3 + dy d3 + 2dy

e1 + 2ey dy dy + 2dy + d3 + 2d,
es +e3 do + d3 + 2dy di 4+ do + ds + dy
es + 2e3 di+ds +dy ds + dy

es + ey do + 2d3 + dy do + 2d3 + dy

es + 2ey do + 2d,4 di +dy

€3+ eq do + 2d3 + 2dy da + 2dy

es + 2e4 d1 + 2do + 2dy dy + 2d3 + dy4
e1+ex+es di+dy+dy di +d3 +dy

el + e + 2e3 d1 + 2d3 dl + 2d3

el + 2es + e3 do + dy di + do + 2d3 + 2dy
e1 + 2es + 2e3 dy +do +d3 +dy do + dy

el +er+ey di +2dy+ds+2dy | di +do+2d3

e1 +eo+ 2eq4 di + do dy + 2d3 + 2dy
e1+ 2e9 + ey4 di + 2ds + dy do + 2d3

e1 + 2eq + 2ey4 di 4+ do + 2d3 + dy dy+dsy +dy
e1+e3+eq d1 + 2ds + 2dy d1 + 2do + 2d3 + 2d4
el +e3+ 2eq do + ds ds

e1 + 2e3 + ey di + 2dy + dy di + 2dy + dy

e1 + 2e3 + 2e4 d1 + 2ds + 2ds3 di + 2dy

ez +e3+ ey dy + 2dy dy + 2da + 2d,4

e +e3+ 2ey di+dy+ds do + d3

es + 2e3 + ey ds dy + d3 + 2dy

ea + 2e3 + 2ey di+2dy +2d3 +2dy | di +d3
er1+ex+e3+es dy +da +ds + 2dy dy
e1+ex+e3+2ey dy +ds di + do
e1+ex+2e3+ey di +dy di 4 2dy + 2d3 + dy
el + ex + 2e3 + 2ey4 ds + dy di 4+ do + 2d3 + dy
el +2ex+e3+ ey di + do + 2dy ds

el + 2eo + e3 + 2¢ey4 dy + ds + 2d3 dy + do + d3 + 2dy
e1+ 2ex + 2e3 + ey do + d3 + dy d1 + ds + 2dy

e1 + 2ex + 2e3 + 2ey | do dy +dy + d3




pi € Ho oi € Su6 oi € Suz

e1 dy dy

€9 di + 2do di + 2dy

€3 d1 + 2da + d3 d1 + 2d3

€4 dy + 2ds + d3 + 2dy do + 2ds + dy

e1 + e di+do +dy dy + do + 2d3 + dy4
e1 + 2es do + 2d3 + dy da + 2dy

e1+ e3 dy + d3 + 2dy dy + 2dy + d3 + 2dy
el + 2es d1 + 2ds + 2ds3 ds + dy

€1+ ey dy + 2dy + d3 + dy dy 4 2d3 + dy

e1 + 2ey4 ds +dy dy + 2do + 2dy

e2 + e3 dy +day+ds + 2dy dy + d3

es + 2e3 ds + 2dy do + 2d3 + 2dy

es + ey di + 2dy dy + 2d3 + 2dy

es + 2e4 do + 2d3 + 2dy d1 + 2do + 2d3 + dy
€3+ eq d1 + 2ds + 2dy di + 2ds + 2d3 + 2dy
e3 + 2ey do +dy di + 2dy + dy
e1+e2+e3 di + ds + 2dy d1 + 2ds + 2d3

el + ex + 2e3 dy + 2d3 di + do

e1 + 2ex +e3 di+dy+2d3 + dy dy +ds

e1 + 2es + 2e3 do + 2dy dy +da + d3
e1+ex+ey di + 2ds + dy d1 + do + 2d3

e1 +eo + 2eq4 d1 + do + 2d3 ds + 2dy

el + 2es + ey di + do + 2dy di + do + 2d3 + 2dy
e1 + 2eq + 2ey4 do + 2d3 do

er+e3+eq ds dy + dy

el + e3 + 2ey di + 2ds + 2d3 + dy d1 + 2ds + d3

el + 2e3 + eq di+dy ds

e1 + 2e3 + 2ey4 d1 + 2ds + 2dy dy + 2dy + d3 + dy4
ez +e3+ey dy + ds di +dy+dy

es +e3+ 2ey di + 2dy + dy di + d3 + 2dy

es + 2e3 + ey dy + d3 do + 2d3

es + 2e3 + 2e4 do + dg + dy dy

e1+ex+es3+ ey dy + dsy di +dy
e1+ex+e3+2ey dy dy + 2dy
e1+ex+2e3+ey di + do + 2d3 + 2dy di +de + ds + dy
el + ex + 2e3 + 2ey di 4+ 2do 4+ 2ds + 2dy | di +dg + dy

e1 +2ex+e3+ ey di +do+ds+dy di + do + 2dy
e1+2ex +e3+2e4 | do dy +doy + ds + 2dy
e1+ 2ex + 2e3 + ey di + do + ds do + ds + dy

€1+ 2ex+2e3+2e4 | di +d3+dy dy + d3 + 2dy
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p; € Hy 0; € Sug o; € Sag

(&) d1 d1

€9 di + 2do di + 2dy

es di + 2ds3 d1 + 2do + 2d3

€4 do + 2d3 + 2dy di + 2ds + 2d3 + dy
e1 + e dy + ds + 2ds + 2dy d1 + do + 2dy

e1 + 2e do + dy do + d3 + 2dy
er+e3 dy +2dy + d3 + dy dy + 2dy + ds

el + 2es ds + 2dy do + 2d3 + dy

e1 +eyq dy + 2dy + dy d3 + dy

el + 2e4 d1 + 2ds + 2dy d1 + 2ds + 2d3 + 2d4
es +e3 do + d3 ds + 2dy

es + 2e3 do + 2d3 + dy di 4+ do + 2d3 + dy
es + ey dy + 2ds 4+ 2d3s + 2dy | do + d3 + dy

ea + 2ey d1 + 2d3 + dy di +dy

€3+ eq d1 + 2ds + 2dy di +ds + dy

e3 + 2ey di +2dy +2d3 +dy | do+2dy
e1+e2+e3 d1 + 2ds + 2ds3 dy +ds

el + e + 2e3 di + do dy + 2d3 + dy4

e1 + 2ex + e3 dy +ds do + dy

e1 + 2es + 2e3 dy +da +d3 di + dy 4 d3 + 2dy
e1+ex+ey ds +dy di+dy+ds

e1 +eo+ 2eq4 d1 + do + 2d3 dy + ds + 2dy
e1+ 2e9 + ey4 do do +d3

e1 + 2eq + 2ey4 di 4+ do + 2d3 + dy dy+dsy +dy
e1+e3+eq d1 + 2dy + d3 di + 2dy + dy

el + e3 + 2ey dg + 2dy di + 2dy
e1+2e3+eq dy +2dz + d3 + 2dy | dy + 2da + d3 + 2d4
e1 + 2e3 + 2eq4 ds ds

es + e3 + ey d1+d3+d4 d2+2d3—|—2d4

e +e3+ 2ey di + do + 2d4 di + 2d3

es + 2e3 + ey dy d1 + 2ds + 2dy

es + 2e3 + 2e4 do + 2ds3 do + 2d3
er1+ex+e3+ey dy +dy dy + 2dy + d3 + dy
e1+ex+e3+2ey d1 + 2dy di+dy+ds+ds
e1+ex+2e3+ey dy +ds + 2dy dy

el + ex + 2e3 + 2ey4 di 4+ do + ds + 2dy di + do

el +2ex+e3+ ey di +do+ds+dy d1 + 2ds + 2dy
e1t+2e+e3+2e | dit+dytds di + da + 2d3
e1+ 2ex + 2e3 + ey do + d3 + dy do

e1 + 2ex + 2e3 4+ 2e4 | do +dz + 2dy dy + do + 2d3 + 2dy




p; € Hy o; € S50 o; € S51

(&) d1 dl

€9 di + 2do di + 2dy

es d1 + 2do + 2d3 d1 + 2do + 2d3

€4 di + 2do + 2ds + 2d4 | di + 2ds + dy
e1+e2 di+dz + dy di+dy +d3+dy
e1 + 2es do + dg + dy do + ds

er+e3 dy +2dy + ds dy + 2dy + d3 + 2dy
e1r + 2es do + 2d3 + 2d4 ds + 2dy

€]+ eq dy + 2ds + 2d3 + dy dy

el + 2e4 ds + 2dy d1 + 2ds + 2d3 + 2d4
es t+e3 ds + dy dy + 2d3 + 2dy

ea + 2es3 di+dy+2d3+2dy | da+2d3+dy

ea +eq di + 2dy da + dy

e2 + 2ey do + d3 + 2dy do + d3 + 2dy

es+ ey do +dy dy +d3 + dy

e3 + 2ey dy + d3 + 2dy di + 2dy + dy
e1+e2+e3 dy +ds dy + ds

el + ex + 2e3 dy + 2d3 + 2dy d1 + do + 2dy

e1 + 2ex +e3 do + 2d,4 dy + dy + 2d3 + 2d,
e1 + 2ex + 2e3 dy +dy +d3+dy dy + 2dy

e +ex+eq di +ds+dy di + do

e1 +eo + 2eq4 di +do +ds dy + 2ds + 2d3 + dy
e1+2ex+ ey d1 + do + 2dy di +dy+ds + 2dy
e1 + 2eq + 2ey4 do + ds dy + ds + 2dy
e1+e3+eq di+dy di + 2dp + d3

el + e3 + 2ey d1 + 2ds + 2dy d1 + 2ds + 2dy

el + 2e3 + eq ds do + 2d3

e1 + 2e3 + 2ey4 dy + 2dy + d3 + dy di +ds + dy

es + e3 + ey d1—|—2d3 d1—|—2d2+d3—|—d4
ez + ez + 2ey dy + 2d3 + dy ds

es + 2e3 + ey do + 2d3 dy + dy + 2d3

ea + 2e3 + 2ey di + 2dy + dy di +dy
er1+ex+e3+eyq dy +day+ ds + 2dy d3 +dy
ertegtez+2es | di+2dy+d3+2dy | di+2dy
e1+ex+2e3+ey di + do di + 2d3

el + ex + 2e3 + 2ey dy di 4+ do + 2d3 + dy
e1 +2ex+e3+ ey d1 + do + 2d3 do

el + 2eo + e3 + 2ey4 dy + 2d3 + dy4 do + 2d3 + 2dy

e1+ 2ex + 2e3 + ey
e1 + 2eo + 2e3 + 2e4

di +do + 2ds + dy
do

dy+dy+ds
dy +do +dy
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pi € Ho oi € S52

€1 dl

€9 di + 2ds

e3 d1 + 2do + 2d3

€4 d1 + 2ds + 2dy
e1+e2 di +dy + d3 + 2dy
el + 2eg do + ds

er+e3 dy +2dy + ds + dy
el + 2es ds + dy

e1teq dy + 2ds + 2d3 + dy
e1 + 2ey dy

es t+e3 di + 2d3 + dy

es + 2e3 do + 2d3 + 2dy

es + ey do +ds + dy

es + 2e4 da + 2dy

e3 + €4 dy + 2dy + 2dy

es + 2e4 do + d3 + 2dy
e1+ez +e3 dy + d3

el + ex + 2e3 di+do +dy

e1 + 2es + e3 di + do + 2dg + dy
e + 2eo + 2e3 do + dy
e1+ex+ey di + 2ds + 2d3 + 2dy
e1 +eo + 2eq4 di + do

e1+2ex+ ey di1 +d3 +dy

e1 + 2eq + 2ey4 di +do +ds+dy
el +e3+eq di +2dy + dy

el + e3 + 2ey d1 + 2ds + d3

er +2e3+ ey dy +dz + 2d,

e1 + 2e3 + 2ey4 da + 2d3

ez t+e3tey ds

es +e3+ 2ey di + 2dy + d3 + 2d,
es + 2e3 + ey di + 2dy

€2 + 2e3 + 2ey

e +ey+e3+ey
e1+ex+e3+2ey
el +ex+2e3+ey
e1+ ez + 2e3 4+ 2eq
e1 +2ex+e3+ ey
e1+ 2ea +e3+ 2ey
e1+ 2ex + 2e3 + ey
el + 2eo + 2e3 + 2ey4

d1 + do + 2d3

dy +dy

d3 + 2dy

di + do + 2d3 + 2dy
di + 2d3

do + 2d3 + dy

dz

di + do + 2dy

dy +dy +ds
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