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1 Einleitung

Das inverse Kiirzeste-Wege-Problem (IKWP) ist eine Variante des klassischen
Kiirzeste-Wege-Problems. Wéahrend beim klassischen Problem die Kantengewich-
te eines Graphen vorgegeben sind und darauf basierend kiirzeste Wege bestimmt
werden, verfolgt das IKWP den umgekehrten Ansatz. Zwischen ausgewéhlten Kno-
tenpaaren sind die kiirzesten Distanzen gegeben, und es soll eine Gewichtsfunktion
fiir die Kanten gefunden werden, die sicherstellt, dass die kiirzesten Wege mit den
vorgegebenen Distanzen iibereinstimmen.

In dieser Arbeit setzen wir uns mit einem Spezialfall des IKWP auseinander — das in-
verse Kiirzeste-Wege-Problem auf Kreisen (IKWPK). Hierbei betrachten wir Kreis-
graphen, deren Kantengewichte wir so rekonstruieren, dass die kiirzesten Wege den
gegebenen Distanzen entsprechen. Der Kreisgraph weist eine besondere Struktur auf,
da zwischen zwei beliebigen Knoten stets genau zwei verschiedene Wege existieren
— einer im Uhrzeigersinn, der andere gegen den Uhrzeigersinn.

Wir untersuchen, ob das IKWPK als lineares Komplementaritétsproblem (LKP) ge-
16st werden kann. Es zeigt sich jedoch, dass dies nicht der Fall ist. Daher iiberfiihren
wir das IKWPK in das erweiterte lineare Komplementaritéitsproblem (ELKP), wel-
ches als Verallgemeinerung des LKP gilt und uns eine alternative Modellierung des
Problems ermdoglicht.

Es ist anzumerken, dass die Thesis primar auf dem von De Schutter und De Moor
verfassten Artikel ,, The extended linear complementarity problem‘, siehe [DSDM95],
basiert. In dieser Arbeit wird das ELKP formal eingefiihrt und ein Losungsalgo-
rithmus beschrieben. Im Verlauf der Thesis iibertragen wir die darin aufgefiihrten
Methoden und Algorithmen auf das IKWPK. Unser Ziel ist es, zu untersuchen, ob
wir das IKWPK als ELKP 16sen kénnen. Die Effizienz des Losungsalgorithmus iiber-
priifen wir anhand von Simulationen mit verschiedenen Testinstanzen.

Um das Thema zu bearbeiten, ist die Thesis wie folgt aufgebaut:

Das Kapitel 2 ist das Grundlagenkapitel. In diesem fiithren wir graphentheoretische
Begriffe ein und formulieren das IKWP sowie den Spezialfall, das IKWPK. Aufer-
dem analysieren wir die Moglichkeit, das IKWPK in ein LKP zu transformieren. Das
Kapitel 3 bildet den Hauptteil der Thesis. Wir fiihren zunéchst das ELKP und dessen
homogene Variante (HELKP) ein. Anschliefend iiberfithren wir das IKWPK in die-
ses Problemstellungen. Danach passen wir den Losungsalgorithmus aus [DSDM95]
auf unsere Problemstellungen an und fiigen weitere Vorverarbeitungsschritte hin-
zu. In Kapitel 4 untersuchen wir die Effizienz des urspriinglichen Algorithmus und
der angepassten Losungsverfahren. Dazu fiihren wir Simulationen mit verschiede-
nen Testinstanzen des IKWPK durch und vergleichen im Anschluss insbesondere
die Laufzeiten der Verfahren. Abschliefend fassen wir die Ergebnisse unserer Arbeit
im Kapitel 5 zusammen.
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2 Mathematische Grundlagen

In diesem Kapitel entwickeln wir ein gemeinsames Verstiandnis der fiir die The-
sis relevanten Begrifflichkeiten. Zunéchst fiihren wir zentrale graphentheoretische
Definitionen ein, die die Grundlage fiir die Formulierung des allgemeinen inversen
Kiirzeste-Wege-Problems (IKWP) und seines Spezialfalls, des inversen Kiirzeste-
Wege-Problems auf Kreisen (IKWPK), bilden. Anschliefend behandeln wir das
lineare Komplementaritatsproblem (LKP) und untersuchen die Moglichkeit, das
IKWPK in ein LKP zu transformieren. Hierbei zeigen wir, dass dieses in seiner ur-
spriinglichen Form nicht 16sbar ist. Dies bildet den Ausgangspunkt fiir den Hauptteil
der Thesis.

2.1 Graphentheoretische Definitionen

Die Definitionen 2.1 bis 2.4 basieren auf [BGW21, vgl. S. 1 ff.|. Den Definitionen 2.5
bis 2.10 liegen [Mol95, vgl. S. 6 f.] und [Sau23, vgl. S. 4 ff.] zugrunde.

Definition 2.1. Ein Graph G(V, F) ist ein Tupel, welches aus einer nichtleeren
endlichen Kontenmenge V' und einer endlichen Kantenmenge E besteht. Die
Kanten e € E sind ungeordnete Paare von Knoten {v;,v;} C V. Wir geben diese
auch mit e = v;v; an.

Definition 2.2. Die Knoten v; und v; der Kante e = v;v; sind die Endknoten
der Kante. Die Kante e verbindet die Knoten v; und v;. Ist v; ein Endknoten der
Kante e, so heifst v; inzident mit e. Zwei Knoten v; und v;, die durch eine Kante
verbunden sind, heifen adjazent. Zwei Kanten e; und e; heilen adjazent, wenn
sie einen gemeinsamen Knoten besitzen.

Definition 2.3. Eine Kante e = {v} mit iibereinstimmenden Endknoten ist eine
Schleife. Haben zwei Kanten e; und e; dieselben Endknoten, dann heifien diese
Kanten parallel. Einen Graphen bezeichnen wir als schlicht oder einfach, wenn
dieser weder Schlingen noch parallele Kanten enthélt.

Definition 2.4. Ein Spaziergang W (V, E) ist ein Graph, dessen Knoten und Kan-
ten eine alternierende Folge vy, e1,v9,..., ek, vx bilden, in dem jede Kante e; die
Knoten v; und v;,1 verbindet. Der Spaziergang verbindet v; mit v, und heifst v;-
vg-Spaziergang. Ein Spaziergang heiftt geschlossen, wenn v; = vy, gilt, also der erste
und letzte Knoten des Spaziergangs iibereinstimmen. Ein Weg oder Pfad P(V, E)
ist ein Spaziergang vy, ey, v, ..., €, Vg, in dem kein Knoten mehrmals vorkommt,
das heifit v; # v; fiir 1 < ¢ < 5 < k. Ein Kreis C(V, E) ist ein nicht-trivialer ge-
schlossener Spaziergang vy, ey, vs, ..., ek, vy, in dem kein Knoten aufer dem ersten
und letzten mehrfach vorkommt, somit gilt v; # v; fiir 2<:¢<j <k —1.

Da in einem schlichten Graphen keine parallelen Kanten zugelassen sind, ist ein
Spaziergang vy, €1, vs,. .., €, Uy eindeutig durch seine Knoten bestimmt. In die-
sem Fall kénnen wir den vy-v,-Spaziergang ausschliefslich durch seine Knotenfolge
V1, Vg, ...,V beschreiben.
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Im weiteren Verlauf werden wir stets Kreise als Grundlage unserer Fragestellungen
betrachten. Diese weisen das Merkmal auf, dass zwischen zwei beliebigen verschie-
denen Knoten v; und v; genau zwei v;-v;-Wege existieren. Einer der Wege verlauft
im Uhrzeigersinn entlang des Kreises und der andere entgegen des Uhrzeigersinns.
Damit wir die gegenldufigen Wege voneinander unterscheiden kénnen, definieren wir
die aufsteigenden und absteigenden Wege, und illustrieren diese anhand des Beispiels
in Abbildung 1.

Definition 2.5. Seien v; und v; zwei beliebige verschiedene Knoten eines Krei-
ses G(V, E). Die Kante mit dem grokten Index im Kreis sei eynax = € € £. Wir
bezeichnen den v;-v;-Weg, der die Kante epn. nicht enthalt, als aufsteigenden
Weg P (V* ET). Entsprechend bezeichnen wir den v;-v;-Weg, der die Kante e«
enthélt, als absteigenden Weg P~ (V~, E7).

U1

Us (%

[ ) ]
V4 U3

Abbildung 1: Beispiel fiir einen aufsteigenden und absteigenden v,-v5-Weg in ei-
nem Kreisgraphen G(V, E). Der aufsteigende Weg PT({ve, vs, v4,v5}, {€2, €3, €4}) ist
orange markiert, wihrend der absteigende Weg P~ ({vq, v1,v5},{e1, €5}) in Blau dar-
gestellt ist. Der absteigende Weg P~ enthilt die Kante mit dem groften Index,

€max — €5.

Um Graphen mit zusédtzlichen Informationen zu codieren, erweitern wir sie durch
die Zuweisung von Kantengewichten.

Definition 2.6. Ein Graph G(V, F,w) mit einer Gewichtsfunktion w : F — R,
die jeder Kante e € E eine reelle Zahl w(e) als Kantengewicht zuordnet, heift
gewichteter Graph.

Definition 2.7. Sei G(V, E,w) ein gewichteter Graph und P(Vp, Ep,wp) ein Weg
in G. Die Linge des Weges |P| ist gleich der Summe seiner Kantengewichte
|P| = ‘i’f‘ wp(e;). Der kiirzeste Weg zwischen zwei verschiedenen Knoten v; und

v; in einem Graphen ist der Weg, der die beiden Knoten mit minimaler Lénge ver-
bindet.

Im Zusammenhang mit kiirzesten Wegen betrachten wir ein spezielles Paar von
Graphen, das fiir die spéitere Problemformulierung des IKWP von zentraler Bedeu-
tung ist. Die beiden Graphen basieren auf der gleichen Knotenmenge, weisen jedoch
im Allgemeinen unterschiedliche Kantenmengen auf. Charakteristisch ist, dass die
Kantengewichte des einen Graphen den Langen der kiirzesten Wege des anderen
Graphen entsprechen.
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Definition 2.8. Sei G(V, E) ein Graph und G4(V, D, ) ein gewichteter Graph mit
nichtnegativer Gewichtsfunktion § : D — RJ. Wir bezeichnen G, als Distanz-
graph auf G und die Elemente d € D als Distanzkanten. Die Gewichtsfunktion
w: E — R} heit Gy-erfiillende Gewichtsfunktion auf G(V, F,w), wenn fiir alle
Distanzkanten d = v;v; € D das Kantengewicht 0(d) mit der Lidnge des kiirzesten
v;-v;-Weges in G iibereinstimmt.

Vorausgesetzt, es existiert eine Gg-erfiillende Gewichtsfunktion w, entsprechen die
Kantengewichte des Distanzgraphen GG; den Langen der kiirzesten Wege im gewich-
teten Graphen G.

Betrachten wir Kreise statt beliebiger Graphenstrukturen als zugrunde liegende Gra-
phen, so kdnnen wir die Distanzkanten den kiirzesten auf- und absteigenden Wegen
innerhalb des Kreises zuordnen. Hierzu definieren wir zwei zusétzliche Matrizen.
Diese beschreiben, welche Kanten des Kreises jeweils zum aufsteigenden bzw. ab-
steigenden Weg einer bestimmten Distanzkante gehoren.

Definition 2.9. Sei G(V, F,w) ein Kreis mit Gy-erfiillender Gewichtsfunktion w und
G4(V, D, 0) ein Distanzgraph auf G. Eine Distanzkante d = v;u; € D heift aufstei-
gende Distanzkante, wenn der kiirzeste v;-v;-Weg im Kreis G ein aufsteigender
Weg ist. Analog heifit die Distanzkante d absteigend, wenn der kiirzeste v;-v;-Weg
im Kreis GG ein absteigender Weg ist.

Definition 2.10. Sei G(V, E,w) ein Kreis mit Gg-erfiillender Gewichtsfunktion w
und G4(V, D, ) ein Distanzgraph auf G. Die aufsteigende Wegmatrix W ist
eine (|D| x |E|)-Bindrmatrix, welche definiert ist durch

b {1 falls e; im zu d; zugehorigen aufsteigenden Weg enthalten ist,
ij

0 sonst.

Analog wird die absteigende Wegmatrix W™ definiert durch

W, =

1 falls e; im zu d; zugehorigen absteigenden Weg enthalten ist,
0 sonst.

Die Wegmatrizen W und W~ sind zueinander Komplementirmatrizen. Es gilt so-
mit W = 1\D|><\E| - W~

Anhand eines Beispiels, siehe Abbildung 2, veranschaulichen wir uns die soeben ein-
gefithrten Definitionen, die im Zusammenhang mit Distanzgraphen stehen.

Die Abbildung 2 zeigt einen Kreis G mit fiinf Knoten, fiinf Kanten und einer
G-erfiillender Gewichtsfunktion sowie einen zugehorigen Distanzgraphen G mit
drei Distanzkanten. Vergleichen wir das Kantengewicht der Distanzkante d; = vovs
im Distanzgraphen mit der Lange des kiirzesten vy-v5-Weges im Kreis, so stellen wir
fest, dass beide den Wert 15 haben. Da der kiirzeste vs-vs-Weg in GG absteigend ist,
ist die Distanzkante d; als absteigende Distanzkante klassifiziert.
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Die Funktion w ist eine Gg-erfiillende Gewichtsfunktion, da die Kantengewichte al-
ler Distanzkanten mit den Lingen der kiirzesten Wege im Kreis iibereinstimmen.
Anhand der beiden vy-v4-Wegen im Kreis erkennen wir, dass auf- und absteigende
Wege dieselbe Liange haben konnen, wie im vorliegenden Fall mit einer Lénge von
20. Zudem zeigt sich, dass die Gewichtsfunktion w nicht notwendigerweise eindeu-
tig ist. Andern wir beispielsweise die Kantengewichte von e; und es zu w(e;) = 10
und w(e;) = 5, so bleibt w weiterhin Gg-erfiillend, da die Léinge des kiirzesten
vo-v5-Weges unverdndert bleibt und nach wie vor dem Kantengewicht 6(d;) = 15
der Distanzkante d; entspricht.

U1
[ ]
15
Us @ e Uy
dl
20
do
10
Uy dz U3
G(V7 an) Gd(V7D75)

Abbildung 2: Beispiel einer Gy-erfiillenden Gewichtsfunktion w auf einem Kreis
G(V, E,w) und des zugehorigen Distanzgraphen G4(V, D, d). Die blau markierten
Kanten stellen die Distanzkante d; im Distanzgraphen G4 und den dazugehorigen
kiirzesten vo-v5-Weg in Kreis GG dar.

Die aufsteigende und absteigende Wegmatrix fiir die in Abbildung 2 dargestellten
Graphen sind wie folgt:

01110 10001
Wi=10110 0] undW ={100 11
00100 11011

Zum Beispiel zeigt das Matrixelement W3; = 1 an, dass die Kante ez im auf-

steigenden Weg zur Distanzkante ds enthalten ist. Dies entspricht dem vy-v,-Weg
Pt ({vy,v3,v4}, {€2,€3}) im Kreis.

2.2 Das inverse Kiirzeste-Wege-Problem

Wihrend im Kiirzeste-Wege-Problem die Kantengewichte eines Graphen bekannt
sind und dazu verwendet werden einen, mehrere oder alle kiirzesten Wege im Gra-
phen zu bestimmen, stellt das inverse Kiirzeste-Wege-Problem (IKWP) die Um-
kehrung dieser Fragestellung dar. Im inversen Fall sind nicht die Kantengewichte,
sondern die Langen der kiirzesten Wege zwischen bestimmten Knotenpaaren vorge-
geben. Ziel ist es, eine Gewichtsfunktion fiir die Kanten des Graphen zu finden, die
diese kiirzesten Wege realisiert.
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Gemaf den im vorangegangen Abschnitt 2.1 eingefiihrten Definitionen wird die Lan-
ge der kiirzesten Wege eines Graphen durch dessen Distanzgraph beschrieben. Wir
definieren das IKWP in Anlehnung an das Entscheidungsproblem in [Mol95, S. §]
wie folgt:

Definition 2.11 (IKWP). Seien ein Graph G(V,E) und ein Distanz-
graph G4(V, D, ) mit nichtnegativer Gewichtsfunktion § : D — R auf Gy ge-
geben. Finde eine nichtnegative Gg-erfiillende Gewichtsfunktion w : F — R{ auf
G(V, E,w) oder zeige, dass keine solche Funktion existiert.

Falls das IKWP l6sbar ist, existiert eine Gg-erfiillende Gewichtsfunktion w auf G,
sodass die Kantengewichte 0(v;v;) der Distanzkanten v;v; € D den Léngen der kiir-
zesten v;-vj-Wege in G entsprechen. Zu bestimmen, ob eine solche Gewichtsfunktion
existiert oder nicht, ist ein N'P-vollstindiges Problem, siehe [Mol95, S. 18]. Die
Klasse der N'P-vollstindigen Probleme umfasst Entscheidungsprobleme, die sowohl
in AP liegen als auch N'P-schwer sind. Dabei gilt:

e Ein Problem liegt in NP, wenn dessen Losung in polynomieller Zeit verifiziert
werden kann.

e Ein Problem ist AP-schwer, wenn jedes andere Problem aus NP auf dieses
in polynomieller Zeit reduziert werden kann.

Ob Algorithmen existieren, die Probleme aus NP in polynomieller Zeit 16sen, ist
weiterhin offen. Hierbei handelt es sich um das sogenannte NP # P-Problem,
vgl. [Weg03].

2.3 Das inverse Kiirzeste-Wege-Problem auf Kreisen

Ein Spezialfall des im Abschnitt 2.2 beschriebenen IKWP ist das inverse Kiirzeste-
Wege-Problem auf Kreisen (IKWPK). Dieses ist insofern eine spezielle Variante des
IKWP, da der zugrunde liegende Graph, fiir den eine G g-erfiillende Gewichtsfunktion
bestimmt werden soll, ein Kreis ist.Um das IKWPK in diesem Abschnitt als ganz-
zahliges lineares Problem zu formulieren, fordern wir, dass die gesuchte Gg-erfiillende
Gewichtsfunktion sowohl ganzzahlige Werte annimmt als auch das Gesamtgewicht
des Kreises minimiert.

Definition 2.12 (IKWPK). Seien ein Kreis G(V,E) und ein Distanz-
graph G4(V, D,d) mit nichtnegativer Gewichtsfunktion 6 : D — Z* auf G4 ge-
geben. Finde eine nichtnegative Gg-erfiillende Gewichtsfunktion w : E — Z auf
G(V,E,w), die das Gesamtgewicht Z‘j]i'lw(ej) des Kreises minimiert, oder zeige,
dass keine solche Funktion existiert.

Als ganzzahliges lineares Problem formuliert, erfolgt die Minimierung des Gesamt-
gewichts durch die folgende Zielfunktion wie in [Sau23, S. 8] beschrieben:

minZw(ej) (1)
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unter den Nebenbedingungen

> wley) > 6(dy) Vie{l,...,|D}} (2)

%wa(ej) > §(d;) Vie{1,...,|D} (3)
Zf(;)ibi.K < 6(d;) Vie{l,...,|D}} (4)

AZ_ :}(ej; —(1=b;) K <d(di) Vie {1,...,|D|} (5)
o b; € {0,1} Vie{l,...,|D|} (6)
w(ej) >0 vie{l,...,|E|}, (7)

wobei K € R gilt.

Bei der urspriinglichen Formulierung des inversen Problems, siehe Definition 2.11,
ist es nicht erforderlich, eine Losung mit minimalem Gesamtgewicht zu suchen. Den-
noch orientieren wir uns an den Ansitzen fritherer Arbeiten in diesem Bereich und
verwenden die Zielfunktion (1), die das Gesamtgewicht des Kreises minimiert. Hier-
durch stellen wir sicher, dass unter allen zuldssigen Losungen eine mit mdglichst
geringen Kantengewichten gewéhlt wird.

Wie wir bereits im Abschnitt 2.1 festgestellt haben, werden zwei verschiedene Kno-
ten v; und v; eines Kreises durch genau zwei Wege verbunden. Das heifst, wir wissen
nicht im Voraus, ob der kiirzeste Weg dem aufsteigenden oder dem absteigenden
v;-v;-Weg entspricht. Daher sind zusétzliche Nebenbedingen notwendig, um die Lan-
gen beider Wege sowohl von oben als auch von unten zu beschrinken. Die Bedin-
gungen (2) und (3) stellen sicher, dass sowohl der aufsteigende als auch der ab-
steigende Weg mindestens die Lange der zugehorigen Distanzkante hat. Damit der
kiirzeste Weg exakt die Linge der zugehorigen Distanzkante erreicht, fiigen wir die
Bedingungen (4) und (5) hinzu. Diese enthalten die Bindrvariablen b; und die reelle
Konstante K. Die Binarvariablen legen wir fiir jede Distanzkante so fest, dass b; = 0
gilt, wenn der kiirzeste Weg aufsteigend ist. Dadurch entféllt die Subtraktion der
Konstante K in der Nebenbedingung (4). Die Kombination der Bedingungen (2)
und (4) garantiert, dass die Lénge des aufsteigenden Weges exakt der Lange der
zugehorigen Distanzkante entspricht. Analog gilt b; = 1, wenn der kiirzeste Weg ab-
steigend ist. Die Konstante K stellt sicher, dass die Bedingung (4) bzw. (5) fiir den
jeweils langeren der beiden v;-v;-Wege im Kreis erfiillt wird. Die Nebenbedingungen
erginzen wir durch die Nichtnegativitatsbedingung (7), welche sicherstellt, dass alle
Kantengewichte des Kreises nichtnegative Werte annehmen.

Aufgrund der exponentiellen Wachstumsrate der moglichen Kombinationen der Bi-
nirvariablen, beschrieben durch 2/P!) ist das Problem nicht in polynomieller Zeit
l6sbar. Daher gehort das IKWPK als ganzzahliges lineares Problem ebenso wie das
TKWP, vgl. Abschnitt 2.2, zur Klasse der N'P-vollstandigen Probleme, siehe [Sch98,
S. 245].
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2.4 Das lineare Komplementaritatsproblem

Das lineare Komplementaritatsproblem (LKP) ist ein Problem in der Optimierungs-
theorie mit zahlreichen Anwendungen, unter anderem in der quadratischen Pro-
grammierung, der Spieltheorie und der Modellierung von Marktgleichgewichten, sie-
he [CPS09, S. 4 ff.]. Im Gegensatz zu klassischen Optimierungsproblemen, die durch
eine Zielfunktion charakterisiert sind, existiert beim LKP keine zu maximierende
oder zu minimierende Funktion. Stattdessen werden zwei Vektoren bestimmt, die
ein System von Gleichungen und Ungleichungen erfiillen.

Formal definieren wir das LKP, angelehnt an [CPS09, S. 2|, wie folgt:

Definition 2.13 (LKP). Sei eine quadratische Matrix M € R™™ und ein Vek-
tor q € R™ gegeben. Finde Vektoren w € R™ und z € R"”, sodass die folgenden
Bedingungen erfiillt sind:

w=Mz+q (8)
w,z >0 (9)
w'z =0, (10)

oder zeige, dass keine solche Vektoren existieren. Das lineare Komplementaritéts-
problem bezeichnen wir mit LKP(M, q).

Die Nichtnegativititsbedingungen (9) stellen sicher, dass alle Komponenten der Vek-
toren w und z nichtnegativ sind. Unter Hinzunahme der Bedingung (10) gilt fiir jedes
i€ {l,...,n} entweder

w; =0und z; >0 (11)

oder
w; > 0 und z; = 0. (12)

Das bedeutet, dass fiir jedes Paar (w;,z;) hochstens eine der beiden Komponen-
ten einen positiven Wert bzw. mindestens eine der Komponenten den Wert null
annimmt. Eine Bedingung mit dieser Eigenschaft nennen wir Komplementaritéts-
bedingung.

Die Losbarkeit eines LKP hiéngt im Wesentlichen von den Eigenschaften der Ma-
trix M ab. Ist M positiv definit, so existiert fiir jeden Vektor q € R” eine eindeutige
Losung des LKP, siehe [CPS09, S. 141]. Eine Matrix ist genau dann positiv definit,
wenn fiir alle nichttrivialen Vektoren x € R" die Bedingung x"Mx > 0 erfiillt ist.
Eine weitere Klasse von Matrizen, fiir die eine eindeutige Losung des LKP exis-
tiert, sind die sogenannten P-Matrizen. Eine Matrix M heifit P-Matrix, wenn alle
ihre Hauptminoren positiv sind, siehe |[CPS09, S. 147|. Das LKP besitzt fiir jeden
Vektor q € R" genau dann eine eindeutige Losung, wenn M eine P-Matrix ist, sie-
he [CPS09, S. 148|.

Wenn keine spezifischen Eigenschaften der Matrix M vorliegen, gehort das LKP zu
den N'P-vollstiandigen Problemen. Fiir bestimmte Klassen von Matrizen existieren
jedoch Algorithmen mit polynomieller Laufzeit. Beispielsweise kann das LKP fiir
positiv semidefinite Matrizen M in O(n3L) gelost werden, wobei L von der Grofe
der Matrix M abhéngt, vgl. [KMY89|.
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2.5 Das inverse Kiirzeste-Wege-Problem auf Kreisen und
Komplementaritit

In diesem Abschnitt fiihren wir die Unterkapitel 2.3 und 2.4 zusammen und analy-
sieren, ob sich das IKWPK von einem ganzzahligen linearen Problem in ein LKP
transformieren lasst. Eine Moglichkeit ist, das IKWPK zunéchst in die Standardform
zu iiberfiihren und anschliefend mithilfe eines dualen Vektors sowie zweier Schlupf-
vektoren in ein LKP umzuwandeln, vgl. [MY97, S. 9 ff.]. Dieser Ansatz hat jedoch
den Nachteil, dass die Binarvariablen erhalten bleiben und das Problem weiterhin
nicht in polynomieller Zeit l6sbar ist. Daher entscheiden wir uns fiir eine andere
Vorgehensweise, bei der wir aus den Nebenbedingungen des IKWPK eine Komple-
mentarititsbedingung ableiten. Dies ermoglicht uns, die Bindrvariablen vollstindig
aus der Problemstellung zu eliminieren. Dies ist relevant, da deren Anzahl an mog-
lichen Kombinationen mit der Anzahl der Distanzkanten exponentiell wéchst.

Im ersten Schritt formulieren wir das IKWPK als ganzzahliges lineares Minimie-
rungsproblem, sieche Unterkapitel 2.3, in Matrixform. Dazu fiithren wir die Vektoren
X € Z(J{‘m und d € z+'?! ein, die die gesuchten Kantengewichte des Kreises bzw. die
der Distanzkanten des Distanzgraphen enthalten. Hieraus resultiert das IKWPK in
der nachstehenden Form:

min 1|TE‘><1X (13)
unter den Nebenbedingungen
Wtx >d (14)
(Lpixp — WH)x = d (15)
Wix—-b-K<d (16)
(Lpjxje) = WH)x — (Ljpjx1 — b) - K <d (17)
x>0 (18)
b € {0,1}PI. (19)

Im Folgenden betrachten wir ausschlieklich die Nebenbedingungen. Diese stellen wir
so um, dass die rechten Seiten der Ungleichungen Nullvektoren enthalten. Dies fiihrt
Zu:

Wix—d>0 (20)

(Xpjxjm —WH)x—d >0 (21)
Wix—d—b-K<0 (22)

(Lpjxjp = WT)x—d = (Lpx1 —b) K<0 (23)
x>0 (24)

b e {0,1}PI. (25)

Die Binérvariablen, die wir eliminieren mdochten, sind in den Bedingungen (22) und
(24) enthalten. Eine Binéirvariable b; nimmt den Wert null an, wenn der kiirzeste
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Weg zur Distanzkante d; im Graphen G aufsteigend ist, und den Wert eins, wenn
dieser absteigend ist. Daher gelten fiir jede Distanzkante d; mit ¢ € {1,...,|D|} im
IKWPK entweder die Bedingungen

Wix—-d; <0und (1, - W;)x—-d;, —K <0, (26)
wenn die Distanzkante aufsteigend ist, oder
Wix—-d,—K<0und (1, - W) )x—d; <0, (27)

wenn die Distanzkante absteigend ist. Unter Hinzunahme der Bedingungen (20) und
(21) folgt, dass fiir jedes i entweder W x — d; = 0 oder (1, — W) x — d; = 0 gilt.
Dies fiihrt zur Komplementarititsbedingung

Wix—d)T- ((Lypyx|e — WH)x — d) =0, (28)
>0 >0

die es uns ermoglicht, das IKWPK als Minimierungsproblem ohne Bindrvariablen
zu formulieren. Die urspriinglichen Bedingungen (22) und (24) werden dabei durch
die Komplementaritiatsbedingung (28) ersetzt. Somit erhalten wir die folgende Dar-
stellung des Minimierungsproblems:

min 1‘TE|X1X (29)
unter den Nebenbedingungen

Wix—-d>0

(1\D|><|E| —W+)X—d Z 0

(W+X — d)T . ((1\D|><\E| — W+)X— d) =0
x > 0.

Im néchsten Schritt iiberfithren wir das Minimierungsproblem in eine LKP-&hnliche
Form. Hierzu definieren wir die Vektoren

w=W'x—dundz=(1-W")x—d. (34)

Basierend auf den Nichtnegativitdtsbedingungen (30) und (31) sowie der Komple-
mentarititsbedingung (32) aus dem IKWPK erhalten wir die Nebenbedingungen
wie sie im LKP(M, q), siehe Definition 2.13, formuliert sind. Um alle Nebenbedin-
gungen des urspriinglichen Minimierungsproblems zu beriicksichtigen, ergdnzen wir
das Problem um die Nichtnegativititsbedingung (33).

Setzen wir die Vektoren w und z in die Standardform des LKP, also die Gleichung
w = Mz + q ein, so erhalten wir:

W+X—d:M-(<1|D|X|E\ —W+)X_d)+cb (35)

Jedoch zeigt sich, dass die Gleichung (35) nicht nach den gesuchten Kreiskantenge-
wichten im Vektor x aufgelost werden kann, da die Wegmatrix W™ keine Inverse
besitzt. Dies hat zwei Ursachen:
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1. Die Matrix W ist im Allgemeinen nicht quadratisch, da sie die Zuordnung
von Kanten zu aufsteigenden Wegen pro Distanzkante beschreibt und daher
die Dimension |D| x | E| besitzt.

2. Auch im quadratischen Fall ist W nicht invertierbar, da ihre Determinante
stets null ist. Dies ist der Fall, da die Kreiskante mit dem héchsten Index ey,
in keinem aufsteigenden Weg enthalten ist, sodass die letzte Spalte von W+
eine Nullspalte ist.

Daher kénnen wir das IKWPK mithilfe der hergeleiteten Formulierung nicht 16sen.
Im Kapitel 3 betrachten wir deshalb eine Verallgemeinerung des LKP, das erweiterte
lineare Komplementaritdtsproblem, um eine Lésung fiir das IKWPK zu ermoglichen.
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3 Das inverse Kiirzeste-Wege-Problem auf Kreisen
als erweitertes lineares Komplementaritats-
problem

Im vorangegangenen Unterkapitel 2.5 haben wir gezeigt, dass das IKWPK aufgrund
der fehlenden Invertierbarkeit der Wegmatrix nicht in eine LKP-dhnliche Form ge-
bracht werden kann. In diesem Kapitel erweitern wir daher unseren Ansatz, indem
wir das erweiterte lineare Komplementarititsproblem (ELKP) einfiihren und das
IKWPK entsprechend zum ELKP sowie zu dessen homogener Variante transfor-
mieren. Hierbei orientieren wir uns an der Verdffentlichung von De Schutter und
De Moor [DSDM95], die das ELKP als Verallgemeinerung des LKP eingefiihrt und
Algorithmen zur Losung des Problems entwickelt haben. Um die Effizienz der Algo-
rithmen zu steigern, passen wir die einzelnen Module an unser spezifisches Problem
an.

3.1 Das erweiterte lineare Komplementaritatsproblem

Das erweiterte lineare Komplementaritdtsproblem (ELKP) ist eine Verallgemeine-
rung des LKP und ist nach [DSDM95, S. 292 f.| wie folgt definiert:

Definition 3.1 (ELKP). Seien die Matrizen A € RP*™ und B € R?*", die Vekto-
ren ¢ € R?” und e € R? sowie m Teilmengen ¢; C {1,2,...,p} fiir j € {1,...,m}
gegeben. Finde einen Vektor x € R", sodass

d [[Ax-c)i=0 (36)

Jj=1lico;
unter den Nebenbedingungen

Ax >c (37)
Bx = e (38)

gilt, oder zeige, dass kein solcher Vektor existiert.

Die Komplementarititsbedingung des ELKP ist durch die Gleichung (36) gegeben.
Da aus der Nebenbedingung (37) folgt, dass Ax —c > 0 gilt, muss fiir jede Teilmen-
ge ¢; das Produkt der jeweiligen Komponenten in der Komplementaritatsbedingung
null sein. Dies erlaubt uns, die Komplementaritatsbedingung nicht global, sondern
partiell auf jeder Teilmenge ¢; durch

[[(Ax —c)i =0 fiir j € {1,...,m} (39)

iGd)j

zu beschreiben. Hierbei umfasst jede Teilmenge ¢; eine Gruppe von Ungleichungen
aus Ax > c, welche zusammen die partielle Komplementarititsbedingung erfiillen
miissen. Damit das Produkt iiber die Komponenten der Teilmenge ¢; null wird,
muss mindestens ein Faktor gleich null sein, also mindestens eine der zugehdérigen
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Ungleichungen muss mit Gleichheit erfiillt sein.

Wir definieren zusétzlich das homogene erweiterte lineare Komplementaritiatspro-
blem (HELKP), da die von De Schutter und De Moor in [DSDM95]| beschriebenen
Algorithmen speziell die homogene Variante des ELKP 16sen. Zur Homogenisierung
des ELKP fiihren wir einen nichtnegativen Skalar o > 0 ein mit dem wir den ge-
suchten Vektor x aus dem ELKP erweitern. Dadurch erhalten wir den im HELKP

gesuchten Vektor
(5
u= :
o

Um die Nebenbedingungen (37) und (38) des ELKP zu homogenisieren, definieren
wir die erweiterten Matrizen

P:(A _1‘3) umd Q= (B —e).

len

Unter Verwendung der beiden Matrizen und des Vektors u formulieren wir das
HELKP analog zur inhomogenen Variante nach [DSDM95, S. 293] wie folgt:

Definition 3.2 (HELKP). Seien die Matrizen P € RP*™ und Q € R?*"™ sowie
m Teilmengen ¢; C {1,2,...,p} fiir j € {1,...,m} gegeben. Finde einen nichttri-
vialen Vektor u € R", sodass

S [IPw. =0 (40)

Jj=licg;

unter den Nebenbedingungen

gilt, oder zeige, dass kein solcher Vektor existiert.

Analog zum inhomogenen Fall ist die Komplementarititsbedingung des HELKP
durch die Gleichung (47) gegeben. Aufgrund der Nebenbedingung (48) kénnen wir
auch fiir das HELKP die partielle Bedingung

[[Pu); =0 fiir j € {1,...,m} (43)

i€Q;

heranziehen. Die partielle Komplementaritatsbedingung (43) erlaubt es uns, die voll-
standige Bedingung nicht in jeder Iteration {iberpriifen zu miissen. Stattdessen prii-
fen wir fiir ausgewéhlte Teilmengen ¢;, ob das Produkt der jeweiligen Komponenten
null ergibt. Dieses Vorgehen nutzen wir im Kapitel 3.3 bei der algorithmischen Lo6-
sungssuche, um die Effizienz des Algorithmus zu verbessern.
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3.2 Formale Problembeschreibung des inversen Kiirzeste-
Wege-Problems auf Kreisen als erweitertes lineares Kom-
plementarititsproblem

In diesem Abschnitt iiberfithren wir die Problembeschreibung des IKWPK vom LKP,
siehe Kapitel 2.5, zum im vorherigen Kapitel eingefiihrten ELKP bzw. HELKP.

Um das Ungleichungssystem Ax > c des ELKP fiir das IKWPK zu formulieren,
bestimmen wir zunichst die Matrix A und den Vektor c. Ausgehend von den im
LKP gesuchten Vektoren

w=W'x—dund z = (1pxp—W")x—d,

die beide die Nichtnegativititsbedingung w,z > 0 des LKP erfiillen sollen, setzen
wir

W+ d
A= 1|D|><|E|_W+ und ¢ = d
Iig| 0151x1

Dadurch beriicksichtigt die Matrix A sowohl den aufsteigenden als auch den abstei-
genden Weg fiir jede Distanzkante. Der Vektor c enthélt die zugehorigen Distanzkan-
tenléingen. Das Hinzufiigen der | E|-dimensionalen Einheitsmatrix in der Matrix A
und des | E|-dimensionalen Nullvektors im Vektor c stellt sicher, dass die gesuchten
Kreiskantengewichte x nichtnegativ sind.

Als Néchstes bestimmen wir die Teilmengen ¢; C {1,2,...,p}. Diese nehmen fiir
das IKWPK eine spezielle Form an, da die Komplementaritiatsbedingung des ELKP
auf der Komplementarititsbedingung w'z = 0 des LKP basiert. Letztere fordert,
dass fiir jede Komponente i € {1,2,...,|D|} entweder w; > 0 und z; = 0 oder
w; = 0 und z; > 0 gilt. Dementsprechend konstruieren wir fiir jede Distanzkante
eine Teilmenge ¢;, die sowohl den aufsteigenden als auch den absteigenden Weg der
Distanzkante beriicksichtigt. Jede Teilmenge ¢; enthdlt somit genau zwei Indizes,
die diese beiden Ungleichungen in Ax > c reprisentieren. Dadurch erhalten wir fiir
das IKWPK genau |D| Teilmengen ¢; = {i,i+ |D|} mit i € {1,2,...,|D|}. Durch
die Wahl der Teilmengen ist die Komplementarititsbedingung des ELKP eindeutig
bestimmt.

Falls der Distanzgraph keine parallelen Kanten enthélt, bleibt das Gleichungssys-
tem Bx = e leer und alle weiteren Bestandteile des ELKP entsprechen der oben
beschriebenen Struktur. Eine Distanzkante d;; € D des Distanzgraphen G4 nennen
wir parallel, wenn sie dieselben Knoten v;,v; € V verbindet wie eine Kante e;; € F
des Kreises G.

Basierend auf dieser Definition formulieren wir nun eine zentrale Eigenschaft der
Kantengewichte im IKWPK. Das folgende Theorem stellt sicher, dass das Gewicht
einer Kreiskante in G mit dem Gewicht der entsprechenden parallelen Distanzkante
im Distanzgraphen G, iibereinstimmt.

Theorem 3.3. Sei G(V, E,w) ein Kreis mit Gg-erfillender Gewichtsfunktion w
und Gy4(V,D,6) der zugehiriger Distanzgraph. Dann gilt fir jede Kante e; mit
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i € {1,...,|E|} zu der eine parallele Distanzkante d; mit i € {1,...,|D|} existiert
die Gleichheit
w(e;) = 0(dy).

Beweis. Wir zeigen die Aussage per Widerspruch. Sei x = (w(ey),w(es), ..., w(er))"
eine optimale Lésung des IKWPK und d = (6(dy),...,d(d|p)))" der Vektor mit den
Langen der Distanzkanten in Gy. Wir nehmen an, es existiert eine Kante e, mit zuge-
horiger  paralleler  Distanzkante d; fiir die die strikte Ungleichung
w(er) = x > d; = §(d;,) gelte. Das heifit, dass das optimale Kantengewicht der Kan-
te ey strikt grofer ist als die Lange ihrer parallelen Distanzkante. Wir konstruieren
einen neuen Losungskandidaten x*, indem wir x; = d; setzen und alle anderen
Komponenten mit i # k von x iibernehmen. Wir zeigen im Folgenden, dass x* eine
zulassige Losung des IKWPK ist und zudem ein geringeres Gesamtgewicht besitzt
als x.

Die Nichtnegativitatsbedingungen sind fiir x* offensichtlich erfiillt, da per Definition
d(d;) = d;, > 0 gilt und alle iibrigen Komponenten iibernommen wurden.

Bei den Ungleichheitsbedingungen muss fiir die Distanzkante d; das Paar von kom-
plementiren Bedingungen W/x* > d; und (1; — W/)x* > d; erfiillt sein. Die
Ungleichungen stellen sicher, dass sowohl der aufsteigende als auch der absteigende
Weg im Kreis mindestens die Lange der jeweiligen Distanzkante hat. Unter Einbe-
ziehung der Komplementaritatsbedingung erhalten wir die stirkere Forderung, dass
mindestens eine der Bedingungen mit Gleichheit erfiillt sein muss. Da in der initia-
len Losung x5, > d; gilt, kann der kiirzeste Weg nicht ausschlieklich der Kante ey,
entsprechen sondern muss entlang aller anderen Kanten des Kreises verlaufen. Beim
Ubergang von x zu x* wird x;, auf den kleineren Wert d; gesetzt und der kiirzeste
Weg bleibt erhalten. Fiir alle anderen Distanzkanten dndert sich ebenfalls nichts, da
aufgrund der Konstruktion

d;, =x; = fo > fo fiir alle S C {x7, %5, ..., X[ \{x}
Ik ies

gilt. Das heifst, die Distanzkante d; hat das grokte Gewicht im Distanzgraphen und
alle kiirzesten Wege der anderen Distanzkanten d;_; sind im kiirzesten Weg von d;
enthalten. Dementsprechend bleiben fiir x* die Ungleichheitsbedingungen und die
Komplementaritidtsbedingung unberiihrt.

Da x* die Nichtnegativitits-, Ungleichheits- und Komplementarititsbedingungen
erfiillt, ist x* eine zulédssige Losung des IKWPK. Jedoch hat x* ein geringeres Ge-
samtgewicht als die optimale Losung x, da x;, = d; < x;, gilt. Dies widerspricht der
Optimalitat von x. Daraus folgt, dass das Kantengewicht einer Kreiskante mit dem
Gewicht ihrer parallelen Distanzkante iibereinstimmen muss. O

Sind parallele Distanzkanten im Distanzgraphen vorhanden, ergénzen wir die Neben-
bedingungen Ax > ¢ um das Gleichungssystem Bx = e auf. Dabei représentieren
die Zeilen der Matrix B die parallelen Kanten des Kreises, wiahrend der Vektor e die
zugehorigen Langen der Distanzkanten enthilt. Die Kantengewichte der parallelen
Kanten sind durch dieses Gleichungssystem eindeutig bestimmt.

Da parallele Kanten bereits durch Bx = e erfasst sind, beriicksichtigen wir sie nicht
erneut in den Ungleichheitsbedingungen Ax > c. Folglich enthilt die Matrix A nur

3 Das inverse Kiirzeste-Wege-Problem auf Kreisen als erweitertes lineares 15
Komplementaritdtsproblem



die Zeilen, die nicht-parallelen Kanten entsprechen. Gleiches gilt fiir den Vektor c
sowie die Teilmengen ¢;.

Unter Beriicksichtigung von parallelen Distanzkanten und den zugehdrigen Kreis-
kanten, die wir beide mit par kennzeichnen, und allen nicht-parallelen Kanten, die
wir mit non-par markieren, erhalten wir die Formulierung des IKWPK als ELKP
wie folgt:

Definition 3.4 (IKWPK als ELKP). Seien ein Kreis G(V, E) und ein Distanz-
graph G4(V, D, §) mit nichtnegativer Gewichtsfunktion ¢ : D — Z* auf G4 sowie der
Vektor d = (6(dy),6(dz), ..., 0(dp;))" mit den Liingen der Distanzkanten gegeben.
Weiterhin definieren wir die Matrizen

Woon-po 1 px|EB] 1 x|
A‘ = 1|Dnon—par‘x‘E| - Wr—fon—par 6 ZO und B = (I|Epar|) 6 ZO )
Lig)
sowie die Vektoren
dnon—par
¢ = | duonpar | €Z§" und e = (dpar) € Z+7.
0i5x1
Zusétzlich definieren wir |Dponpar| Teilmengen ¢; = {i,i + |Dyonpar|} mit
i €{1,2,...,|Dnonpar|}. Finde eine nichtnegative Ggy-erfiillende Gewichtsfunktion

w: E — Z§ auf G(V, E,w), sodass fiir den Vektor x = (w(e1), w(es), ..., wlep))"
die Komplementaritdtsbedingung

d [[Ax-c)i=0 (44)

J=1icd;
unter den Nebenbedingungen

Ax >c (45)
Bx = e (46)

gilt und das Gesamtgewicht Z'fill x; des Kreises minimiert wird, oder zeige, dass
keine solche Funktion existiert.

Betrachten wir erneut das Beispiel des Kreises und den dazugehorigen Distanzgra-
phen aus Abbildung 2. Offensichtlich sind die Distanzkanten ds und d, parallele
Kanten zu e; und ey, da sie jeweils dieselben Knoten verbinden. Daraus ergibt sich
das Gleichungssystem der Nebenbedingung Bx = e des ELKP wie folgt:

Iy
0100\ x| _ (15
0001 x3 | \10/°
Ly
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Die Nebenbedingung Ax > c¢ des ELKP erfasst die auf- und absteigenden Wege der
nicht-parallelen Kanten fiir das Beispiel wie folgt:

1100 20
0110 20
0011 T 20
1 001 T | S 20
1 000 z3|] — | O
01 00 T4 0
0010 0
0001 0

Fiir die Komplementaritétsbedingung erhalten wir die Teilmengen ¢; = {{1,3},{2,4}}
mit j € {1,2}.

Um das ELKP abschliefend zu homogenisieren, fiihren wir einen nichtnegativen
Skalar @ > 0 ein. Entsprechend definieren wir die Matrizen P und Q sowie den
Vektor u gemif der Transformation im Kapitel 3.1. Damit erhalten wir das HELKP
des IKWPK, welches wir formal wie folgt beschreiben:

Definition 3.5 (IKWPK als HELKP). Seien ein Kreis G(V, E)) und ein Distanz-
graph G4(V, D, §) mit nichtnegativer Gewichtsfunktion ¢ : D — Z* auf G4 sowie der
Vektor d = (6(d1),6(ds), . ..,0(dp;))" mit den Lingen der Distanzkanten gegeben.
Weiterhin definieren wir die Matrizen

+ _
Wnon—par dnon—par
_ + _
P= 1|Dnon—par|><‘E| Wnon—par dnon—par e Zp><|E\+1
Lig| Oj1x1
01x|5 1

und
Q = <I|Epar| —dpar) € ZqX‘EHl.

Zusétzlich definieren wir |Dyonpar] Indexmengen ¢; = {i,i + |Dnonpar|} mit
i €{1,2,...,|Dyonpar|}. Finde eine nichtnegative Ggy-erfiillende Gewichtsfunktion
w: E — Z§ auf G(V, E,w), sodass fiir den Vektor u = (w(eq),w(e2), ... ,w(epm),a)’
die Komplementaritatsbedingung

S [IPw. =0 (47)

J=lice;

unter den Nebenbedingungen

gilt, wobei o > 0, und das Gesamtgewicht Z';i u; des Kreises minimiert wird, oder
zeige, dass keine solche Funktion existiert.
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Setzen wir das Beispiel aus Abbildung 2 fort, so erhalten wir fiir die Nebenbedin-
gung Pu > 0 im HELKP das folgende System:

1100 —-20 0
0110 -20 0
0 01 1 =20 T 0
10 0 1 —-20 T 0
1000 O s | > 0
0100 O Ty 0
0010 O o) 0
0001 O 0
0000 1

Die Teilmengen ¢; = {{1,3},{2,4}} mit j € {1,2} bleiben durch die Homogeni-
sierung unverdndert. Fiir das Gleichungssystem Qu = 0 im HELKP ergibt sich fiir
das Beispiel entsprechend:

Wir haben das IKWPK sowohl als ELKP als auch in seiner homogenen Variante
definiert. Im n#chsten Unterkapitel setzen wir uns mit deren algorithmischen Lo6-
sungsverfahren auseinander.

3.3 Algorithmisches Losungsverfahren fiir das homogene er-
weiterte lineare Komplementaritatsproblem

In diesem Unterkapitel beschéftigen wir uns mit der algorithmischen Losung des
IKWPK. Zunichst analysieren wir die strukturellen Eigenschaften der Lésungsmen-
ge des HELKP. Nachfolgend erldutern wir die notwendigen Vorverarbeitungsschritte
zur Reduktion der Probleminstanz. In den letzten drei Unterkapiteln erliutern wir
den jeweiligen Algorithmus und unsere spezifischen algorithmischen Anpassungen,

die wir basierend auf den drei Teilen des algorithmischen Losungsverfahren von
De Schutter und De Moor [DSDM95]| entwickeln.

3.3.1 Strukturelle Eigenschaften der Losungsmenge

Die Loésungsmenge des IKWPK als HELKP weist eine besondere Struktur auf, die
wir im Folgenden herleiten. Dazu fiihren wir zunéchst grundlegende Begriffe der
Polyedertheorie ein. Diese Begriffe bendtigen wir sowohl zur Beschreibung der Lo-
sungsmenge als auch zur spateren Erlauterung der Algorithmen. Die ersten beiden
Definitionen basieren auf [Sch98| und alle weiteren sind [DSDM95, S. 291] entnom-
men.
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Definition 3.6. Eine Menge H C R" heift linearer Halbraum, wenn a € R"\{0}
existiert, sodass H = {x € R"|a’x > 0} gilt.

Definition 3.7. Eine Menge H <C R" heitt lineare Hyperebene, wenn
a € R"\{0} existiert, sodass H = {x € R"|a"x = 0} gilt.

Definition 3.8. Eine Menge P C R" ist ein Polyeder, wenn A € R™*” und b € R™
existieren, sodass P = {x € R" | Ax > b}. Das heifst, P ist die Losungsmenge eines
endlichen Systems von linearen Ungleichungen.

Definition 3.9. Eine Menge K C R" ist ein polyedrischer Kegel, wenn
A € R™" existiert, sodass K = {x € R" | Ax > 0}. Das heifit, K ist die Lo-
sungsmenge eines endlichen Systems von homogenen linearen Ungleichungen.

Definition 3.10. Sei P ein nichtleeres Polyeder. Der Linearitdtsraum von P
ist Lin(P) = {x € R” | Ax = 0}. Die Basisvektoren von Lin(P) nennen wir
Zentralstrahlen. Ist Lin(P) = {0}, dann heift das Polyeder P spitz.

Ein Polyeder bzw. ein polyedrischer Kegel ist also spitz, wenn sein Linearitdtsraum
nur den Nullvektor enthélt. In diesem Fall gilt n = rg(A), siehe [DSDM95, S. 291].
Visuell kénnen wir uns einen spitzen polyedrischen Kegel im dreidimensionalen
Raum als einen Kegel mit flachen Seitenflichen vorstellen, der seine Spitze im Ur-
sprung des Koordinatensystems hat und sich entlang seiner Seitenkanten ins Unend-
liche ausdehnt. Fiir weitere geometrische Interpretationen siehe [Sch98] oder [Hoc17].
Die Kanten des spitzen polyedrischen Kegels entsprechen den sogenannten Extre-
malstrahlen, vgl. [DSDM95, S. 291].

Im Allgemeinen wird die Losungsmenge eines HELKP durch die beiden Neben-
bedingungssysteme mit den homogenen linearen Ungleichungen Pu > 0 und den
homogenen linearen Gleichungen Qu = 0 bestimmt. Die Losungsmenge bildet folg-
lich einen polyedrischen Kegel K. Mittels des folgenden Theorems zeigen wir, dass
dieser polyedrische Kegel fiir das IKWPK zudem spitz ist.

Theorem 3.11. Die Lisungsmenge des IKWPK enthdlt keine Zentralstrahlen.

Beweis. Sei K = {u € ZS"EIH |Ru > 0} der polyedrische Kegel, der die Losungs-

menge des IKWPK beschreibt, wobei R = P>. Aufgrund der Nichtnegativitits-

(g
bedingungen der Kantengewichte enthalt die Matrix P die Einheitsmatrix Ijz 1, als
Untermatrix. Somit hat die Matrix P vollen Spaltenrang, also rg(P) = |E]| + 1.
Da P eine Untermatrix von R ist, folgt, dass auch R vollen Spaltenrang besitzt.
Betrachten wir nun den Linearitdtsraum L = {u € ZJ'E‘H | Ru = 0} des polyedri-
schen Kegels. Wegen des vollen Spaltenrangs von R besitzt die Gleichung Ru = 0
ausschlieflich die triviale Lésung u = 0. Der Linearitdtsraum enthélt also nur den
Nullvektor. Somit enthilt die Losungsmenge K des IKWPK keine Zentralstrahlen
und bildet einen spitzen polyedrischen Kegel. ]

Daraus ldsst sich ableiten, dass fiir das IKWPK jeder beliebige Punkt u € K
als nichtnegative Linearkombination der Extremalstrahlen dargestellt werden kann,
vgl. [DSDM95, S. 298]. Sei £ die Menge der Extremalstrahlen von K. Dann existieren
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nichtnegative Skalare x; > 0, sodass u = Zekes K€ eindeutig ist, sieche [DSDM95,
S. 298].

Extremalstrahlen, die die Komplementaritdtsbedingung nicht erfiillen, konnen nicht
zur Losung des ELKP beitragen. Dies ermdglicht uns Extremalstrahlen im Algo-
rithmus friithzeitig zu verwerfen. Im Folgenden zeigen wir die Eigenschaft fiir das
IKWPK basierend auf [DSDM95, S. 299 f.|.

Eigenschaft 3.12. Falls der Extremalstrahl e; € £ die Komplementarititsbedingung
nicht erfillt, so gilt fir jede Teilmenge £, C € mit e € E und fiir alle ki, > 0
mit k; > 0, dass u = Zekess krer die Komplementarititsbedingung ebenfalls nicht
erfillt.

Beweis. Da der Extremalstrahl e; € £ die Komplementarititsbedingung nicht er-
fiillt, gilt > 7" [Licy,(Pex)i # 0. Da zudem Pe; > 0 gilt, muss es mindestens eine
Indexmenge ¢; geben, sodass (Pe;); # 0 fiir alle i € ¢;.

Wir nehmen an, dass u = Zeless ke die Komplementarititsbedingung erfiillt.
Dann folgt

ST (P(X o)) =TT (Z e )

j=1 icg; epeE j=1ich; “erc€

S (oo )0

J ex€€s\{er} >0 >0

Die Komplementaritdtsbedingung ist demnach nur erfiillt, wenn fiir alle
Jj €{1,2,...,m} mindestens ein i € ¢, existiert, sodass

kr(Pe)i+ Y rp(Pey) =0 und (Pey); =0
er€€:\{e}

gilt. Dies steht jedoch im Widerspruch zu unserer Annahme, dass (Pe;); # 0 fiir alle
i € ¢;. Daher folgt, dass unsere Annahme falsch ist und u die Komplementaritéts-
bedingung ebenfalls nicht erfiillt. O]

Im Folgenden betrachten wir eine weitere zentrale Eigenschaft der Losungsmenge
des HELKP. Wir zeigen, dass jedes positive skalare Vielfache einer Losung wiederum
eine Losung ist, siche [DSDM95, S. 299|.

Eigenschaft 3.13. Ist u € Z;" ecine Lisung des HELKP, dann ist ku fir alle
k > 0 ebenfalls eine Losung des HELKP.

Beweis. Da u eine Losung des HELKP ist, gilt Pu > 0 und Qu = 0. Wegen der Li-
nearitit und da ~ > 0 gilt, folgt P(ku) = x(Pu) > 0. Ebenso gilt
Q(ku) = K(Qu) = k-0 = 0. Wir bezeichnen die Anzahl der Teilmengen ¢; in
der Komplementaritdtsbedingung mit #¢;. Die folgende Gleichung zeigt, dass die
Komplementarititsbedingung ebenfalls weiterhin erfiillt ist:

Z H(P(/{ Z H k (Pu); Z (o Hbi H(Pu)i _ Z,{#qﬁj 0=0.

j=1 i€g¢; Jj=11icg; 1€¢;
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Der letzte Zwischenausdruck ist gleich null, da u als Lésung des HELKP die partielle
Komplementarititsbedingung [;c, (Pu); = 0 fiir alle j € {1,...,m} erfiillt. Somit
ist ku eine Losung des HELKP. O]

Um eine Losung des IKWPK als HELKP zu bestimmen, erzeugen wir schrittwei-
se eine Menge von Extremalstrahlen und iibernehmen folglich jeweils nur diejeni-
gen, welche die (partielle) Komplementarititsbedingung erfiillen. Eine detaillierte
Beschreibung des Algorithmus folgt ab Kapitel 3.3.3. Zuvor erldutern wir die Vor-
verarbeitungsschritte der Probleminstanzen.

3.3.2 Vorverarbeitung der Probleminstanzen

Der Algorithmus zur Losung des IKWPK ist in mehrere Schritte unterteilt, deren
Grundidee wir in den folgenden Kapiteln skizzieren. Zunédchst betrachten wir die
zugrundeliegende Probleminstanz, die als Eingabe fiir den Algorithmus dient. Dabei
folgen wir dem Ansatz aus [DSDM95, S. 300], wonach die Nebenbedingung Pu > 0
in zwei Systeme aufgeteilt wird, das heifst

Plll 2 0 und Pgu Z 0.

Die Matrix P wird in die beiden Matrizen P; und P» unterteilt. Dabei enthalt P,
alle Ungleichungen, die Teil der Komplementaritdtsbedingung sind, wahrend P alle
iibrigen Bedingungen umfasst. Fiir das IKWPK als HELKP, siehe Definition 3.5,
erhalten wir somit die folgende Aufteilung der Matrix P:

P, = < Wilonpar _d“"““’ar> c 7P ¥IBl+1

+
1 |D1101)—par‘ X ‘E| - Wnon—par _dnon—par

und

P, = I\E| 0\E|x1 c Z(—)‘,—P2><|E|+1.
01xE| 1

Die Indexmengen wihlen wir nun so, dass ¢; C {1,...,p1} gilt. Die Nebenbedin-

gung Qu = 0 bleibt zunachst unverdndert.

Wir nehmen im Folgenden mehrere Vorverarbeitungssehritte an der Probleminstanz
vor, um die Komplexitit dieser zu reduzieren und die Effizienz des Algorithmus
zu verbessern. Hierfiir gehen wir nicht auf die vollstindige Implementierung des
Algorithmus ein, sondern nur auf einzelne Anpassungen, die fiir die Vorverarbeitung
relevant sind.

Beschrinkung der Eingabe auf Distanzgraphen ohne isolierte Knoten.
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit grenzen wir die Eingabe auf Distanzgraphen
ohne isolierte Knoten ein, sodass jeder Knoten zu mindestens einer Distanzkante
inzident ist. Im Gegensatz zu Distanzgraphen mit isolierten Knoten ergibt sich das
Kantengewicht in der Losung somit aus einzelnen Kreiskante, anstatt als variable
Summe der Gewichte mehrerer Kanten.
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Festlegen der Kreiskantengewichte von parallelen Distanzkanten. Existie-
ren parallele Distanzkanten, so sind die zugehdrigen Kreiskantengewichte eindeutig
bestimmt, siche Theorem 3.3. Daher setzen wir die entsprechenden Gewichte in ei-
nem Vorverarbeitungsschritt direkt im Losungsvektor u fest. Da wir Variablen vorab
festlegen, reduziert sich deren Anzahl in der Probleminstanz und die zugehorigen
Spalten in den Nebenbedingungen fallen weg. Ferner entfallen die entsprechenden
Gleichungen in der Matrix Q und miissen im Gleichungssystem Qu = 0 im Algo-
rithmus 2 nicht weiter beriicksichtigt werden.

Klassifikation von Distanzkanten. Durch einen paarweisen Vergleich von Dis-
tanzkanten konnen wir fiir einige davon bestimmen, ob sie aufsteigend oder abstei-
gend sind. Dies basiert auf der Analyse der ihr zugehorigen aufsteigenden Wege im
Kreis: Entweder ist einer der Wege vollstdndig im anderen enthalten oder sie iiber-
schneiden sich zum Teil oder sie verlaufen getrennt voneinander. Beriicksichtigen wir
zusitzlich die Langen der Distanzkanten, dann lisst sich die folgende Eigenschaft,
vgl. [Sau23, S. 24|, ableiten:

Eigenschaft 3.14. Seien dy und dy Distanzkanten im Distanzgraphen Gg mit
6(dr) > 0(dy). Zudem seien W, —und W die zugehirigen aufsteigenden bindren
Wegevektoren. Wir bezeichnen mit o das komponentenweise Hadamard-Produkt.
Dann gilt:

1. Falls ||[Wy oW |1 = [|[W |[1, dann ist der aufsteigende Weg von dy voll-
standig im aufsteigenden Weg von dy enthalten. Folglich ist die Distanzkante dy
absteigend.

2. Fulls ||[W} oW || = [[W] ||1, dann ist der aufsteigende Weg von dy voll-
standig im aufsteigenden Weg von dy enthalten. Folglich ist die Distanzkante dy
aufsteigend.

3. Falls HVV:{1 o W;;.Hl = 0, dann verlaufen die aufsteigende Wege der Dis-
tanzkanten dy und do getrennt voneinander. Folglich ist die Distanzkante do
aufsteigend.

In Abbildung 3 sind exemplarisch jeweils ein Beispiel fiir die drei beschriebenen Félle
der Eigenschaft 3.14 dargestellt.

In allen weiteren Fillen lasst sich keine Aussage iiber die Distanzkanten treffen.
Fiir jede klassifizierbare Distanzkante ist der kiirzeste Weg im Kreis G eindeutig
bestimmt. Unter der Annahme, dass wir eine aufsteigende Distanzkante identifiziert
haben, fiigen wir der Matrix Q die entsprechende Gleichung fiir den aufsteigenden
Weg hinzu. Gleichzeitig entfernen wir beide zu der Distanzkante zugehorigen Unglei-
chungen aus der Matrix P; und damit auch aus der Komplementaritdtsbedingung.
Die Ungleichung fiir den absteigenden Weg ist automatisch erfiillt, da dieser gemaf
des Kantengewichtsvergleichs mindestens genauso lang ist wie der aufsteigende Weg.
Bei absteigenden Distanzkanten gehen wir analog vor. Dadurch reduziert sich die
Komplexitit der Probleminstanz insbesondere in der Nebenbedingung Pyu > 0.
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(1) do ist absteigend. (2) ds ist aufsteigend. (3) da ist aufsteigend.

Abbildung 3: Beispielhafte Klassifikation von Distanzkanten im Distanzgra-
phen Gy. (1) Der aufsteigende Weg der Distanzkante mit geringerem Gewicht ist
vollstdndig im aufsteigenden Weg der Distanzkante mit grokerem Gewicht enthal-
ten, (2) der aufsteigende Weg der Distanzkante mit groferem Gewicht ist vollstiandig
im aufsteigenden Weg der Distanzkante mit kleinerem Gewicht enthalten und (3)
die aufsteigenden Wege verlaufen getrennt voneinander. Die Distanzkante d; mit
dem grokerem Gewicht von 20 ist blau und die Distanzkante d; mit dem kleinerem
Gewicht von 5 orange markiert. Die aufsteigenden Wege der Distanzkanten sind ge-
strichelt dargestellt.

Umstrukturierung von P; und der Indexmengen ¢;. Die Menge der Ex-
tremalstrahlen wird im Algorithmus 1 in jeder Iteration um Extremalstrahlen, die
die partielle Komplementarititsbedingung erfiillen, erweitert. In der k-ten Iteration
wird die partielle Komplementaritdtsbedingung fiir alle ¢; {iberpriift, deren Indizes
vollstindig in der Menge {1,...,k} enthalten sind. In der aktuellen Konstrukti-
on von P, befinden sich alle Ungleichungen zu den aufsteigenden Wegen in einem
Block und anschliefend alle Ungleichungen zu den absteigenden Wege in einem
weiteren Block. Dabei gilt fiir die Indexmengen ¢; = {4, + | D|non-par }- Diese Struk-
tur hat zur Folge, dass die erste partielle Komplementarititsbedingung erst ab der
(| Dnon-par| +1)-ten Zeile iiberpriift wird und Extremalstrahlen erst dann als ungiiltig
erkannt und verworfen werden. Um die Anzahl der giiltigen Extremalstrahlen iiber
den Algorithmus 1 hinweg moglichst klein zu halten, ordnen wir die Zeilen in Py so
um, dass jeweils zwei konsekutive Zeilen die Ungleichungen fiir den aufsteigenden
und absteigenden Weg einer Distanzkante enthalten. Dadurch wird die erste par-
tielle Komplementaritdtsbedingung bereits ab der zweiten Iteration {iberpriift und
somit werden ungiiltige Extremalstrahlen deutlich frither verworfen.

Initialisierung der Extremalstrahlen eliminiert P,. Da die Losungsmenge
des IKWPK keine Zentralstrahlen enthilt, sieche Theorem 3.11, initialisieren wir
die Menge der Extremalstrahlen £ nicht als leere Menge. Stattdessen setzen wir
E={ei=(ig1) firi=1,... |E| + 1}, vgl. [DSDM95, S. 317|. Im Algorithmus
werden die initialisierten Extremalstrahlen auf die Komplementaritiatsbedingung ge-
priift. Da dies dquivalent zu den durch die Matrix Py gegebene Ungleichungen ist
und wir Py somit implizit beriicksichtigen, schliefen wir diese von der weiteren Ver-
arbeitung aus. Dadurch reduzieren wir ebenfalls die Grofe der Probleminstanz.
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Durch die verschiedenen Schritte in der Vorverarbeitung reduzieren wir die Kom-
plexitdt unserer Probleminstanz, bevor wir die Algorithmen zur Lésungsfindung
anwenden. In den folgenden drei Unterkapiteln erldutern wir die einzelnen Module
des Gesamtalgorithmus und zeigen, wie diese zur Losung des IKWPK als HELKP
eingesetzt werden.

3.3.3 Modul 1: Lésen der Nebenbedingung P;u > 0 des IKWPK

Im Folgenden erldutern wir den ersten von drei Teilen des Losungsalgorithmus fiir
das IKWPK. Der Algorithmus 1 basiert auf der Double Description Method, sie-
he |[FP96]. Ziel der Methode ist es, aus der H-Darstellung eines Polyeders — also
der Darstellung als Schnittmenge von Halbriumen — schrittweise die zugehorige
V-Darstellung zu bestimmen. Diese wird fiir das IKWPK als HELKP durch Extre-
malstrahlen beschrieben. Initial ist die Losungsmenge jedoch als H-Darstellung iiber
die Nebenbedingungen des IKWPK gegeben, aus der wir schrittweise die zugehori-
ge V-Darstellung mittels des Losungsalgorithmus ermitteln. Der Algorithmus 1 16st
hierbei das Ungleichungssystem P;u > 0. Da die Losungsmenge des IKWPK keine
Zentralstrahlen enthélt, siehe Theorem 3.11, lassen wir im Vergleich zum Algorith-
mus 1 in [DSDM95, S. 301 f.] alle Schritte mit Zentralstrahlen aus und passen die
Initialisierung wie im Folgenden beschrieben an.

Initialisierung (Z. 1-2)

Zu Beginn wird die Menge der Extremalstrahlen durch
E ={e; = (I,); firi = 1,...,n} initialisiert. Somit besteht £ initial aus den
Einheitsvektoren von R"™. Auferdem wird die Matrix P, initial auf die Einheitsma-
trix I,, gesetzt. Die Matrix P, enthélt im k-ten Iterationsschritt alle Ungleichungen
die das aktuelle Polyeder beschreiben. Wir nutzen P, im Algorithmus insbesondere
zum Uberpriifen, ob zwei Extremalstrahlen adjazent zueinander sind.

Iterationsschritte (Z. 3-22)

Nach der Initialisierung ziehen wir in jedem Iterationsschritt k die k-te Ungleichung
aus der Matrix Py heran. Diese Ungleichung definiert einen weiteren Halbraum, wel-
cher den aktuellen Losungsraum weiter einschrankt. Zunéchst klassifizieren wir die
bereits vorhandenen Extremalstrahlen anhand derer Residuen. Fiir jeden Extremal-
strahl e berechnen wir das Residuum res(e) = (P )x.e. Anhand des jeweiligen Werts
fligen wir den Extremalstrahl einer der folgenden drei Mengen hinzu:

e &T: Diese Menge enthélt die Extremalstrahlen mit res(e) > 0. Die Extremal-
strahlen liegen innerhalb des neuen Halbraums. Wir iibernehmen sie in die
Menge der Extremalstrahlen £, wenn sie die partielle Komplementarititsbe-
dingung erfiillen.

e £ : Diese Menge enthélt die Extremalstrahlen mit res(e) < 0. Die Extremal-
strahlen befinden sich auferhalb des neuen Halbraums und werden verworfen.
Falls sie jedoch adjazent zu Extremalstrahlen aus £ sind, nutzen wir diese
zur Erzeugung neuer Extremalstrahlen.

e &% Diese Menge enthilt die Extremalstrahlen mit res(e) = 0. Die Extremal-
strahlen liegen auf der Grenze des Halbraums und erfiillen die Komplementa-
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Algorithmus 1: Lose das Ungleichungssystem Pju > 0 des IKWPK als

HELKP, vgl. [DSDM95, Algorithmus 1|

Eingabe: m, p1, n, {¢;}7L,, P, € RP>"
E«—{ei=(1,); firi=1,...,n}
Ppec < I,
fir k=1,2,...,p; tue
Vee€ & : res(e) « (Py)re
ET + {e€&|res(e) >0}
E- < {ee€ & res(e) <0}
E% <« {e € & res(e) =0}
£+ EVU{e € £T|e erfiillt die partielle Komplementarititsbedingung}
wenn £ = () dann
‘ /* Fall 1: Die k-te Ungleichung ist redundant.
Ende
sonst
/* Fall 2: Erzeuge neue Extremalstrahlen.
fiir alle Paare (et,e7) € ET X £~ tue
wenn e und e~ adjazent sind dann
" < res(et)e” —res(e”)e"
wenn e"“ die partielle Komplementaritditsbedingung erfillt
dann
| £+ EU{e™}
Ende
Ende
Ende
Fiige die k-te Zeile von Py zu Py hinzu.
Ende
Ende
Ausgabe: &, P,

*/
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ritatsbedingung. Wir iibernehmen sie in die Menge der Extremalstrahlen £.

In der k-ten Iteration erfiillt die partielle Komplementarititsbedingung die Glei-
chung

H(Plu)i =0 fiir alle j € {1,2,...,m}, sodass ¢; C {1,2,...,k}.

i€P;

Existiert keine Indexmenge ¢;, die in {1,2,...,k} enthalten ist, so gilt die partielle
Komplementarititsbedingung per Definition als erfiillt, vgl. [DSDM95, S. 303|. Die
folgende Eigenschaft aus [DSDM95, Eigenschaft 4.1.] zeigt, dass wir die partielle
Komplementaritatsbedingung ausschlieflich fiir Extremalstrahlen in £t sowie neu
erzeugte Extremalstrahlen priifen miissen.

Eigenschaft 3.15. Ist e € £° in Iteration k enthalten und erfiillt in der Itera-
tion k — 1 die partielle Komplementarititsbedingung, dann erfillt e die partielle
Komplementaritatsbedingung auch in Iteration k.

Beweis. Ist e € £° in Tteration k enthalten, dann gilt res(e)(Py).e = (P1e). = 0.
Daraus folgt fiir alle Indexmengen ¢; mit k € ¢;, dass Hie¢j(Plu)i = 0 gilt. Ande-
rerseits erfiillt e die partielle Komplementaritdtsbedingung in Iteration & — 1. Daher
gilt [T;cy, (P1u); = 0 fiir alle Indexmengen ¢; C {1,2,...,k — 1}. Hieraus schliefien
wir, dass die partielle Komplementaritdtsbedingung [ ], 55 (Pyu); = 0 fiir alle Index-
mengen ¢; mit ¢; C {1,2,...,k} erfiillt ist. Somit erfiillt e auch in Iteration k die
partielle Komplementarititsbedingung. O]

Folglich iiberpriifen wir alle Extremalstrahlen e € £* darauf, ob sie die partielle
Komplementarititsbedingung erfiillen. Ist dies der Fall, fiigen wir sie der Menge der
Extremalstrahlen £ hinzu. Anhand der zuvor definierten Extremalstrahlenmengen
unterscheiden wir im Algorithmus anschlieffend zwischen zwei Féllen:

Fall 1: Redundante Ungleichung (Z. 9-10)
Falls £~ leer ist, dann ist die k-te Ungleichung redundant.

Fall 2: Erzeuge neue Extremalstrahlen (Z. 11-21)

Falls £~ nicht leer ist, dann existieren Extremalstrahlen, die die k-te Ungleichung
nicht erfiillen. Wir nutzen die Extremalstrahlen aus £~ und €', um neue Extremal-
strahlen zu erzeugen. Um Redundanzen in der Losungsmenge zu vermeiden, nutzen
wir dafiir adjazente Extremalstrahlen, die wir mithilfe der Matrix P .. bestimmen.

Um die Adjazenz zwischen zwei Extremalstrahlen festzustellen, greifen wir auf zwei
verschiedene Tests zuriick, die auf den Mengen der Nullindizes Zy(e) der beiden
Extremalstrahlen basieren. Fiir einen Extremalstrahl e € £ definieren wir die Menge
der Nullindizes als Zy(e) = {i| (Pye); = 0} [DSDM95, S. 304]. Diese berechnen wir
fiir die auf Adjazenz zu testenden Extremalstrahlen. Die beiden Tests beruhen jeweils
auf den folgenden Eigenschaften, siche [DSDM95, Eigenschaft 4.2] und [DSDM95,
Eigenschaft 4.3|:
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Eigenschaft 3.16 (Adjazenztest 1). Seien e1,ey € £ zwei Extremalstrahlen eines
spitzen polyedrischen Kegels der Dimension n. Falls e, und ey adjazent sind, dann
qgilt:

|Io(e1) ﬂl_o(egﬂ Z n— 2.

Diesen Adjazenztest setzen wir ein, da er insbesondere bei einer grofen Menge an
Extremalstrahlen &£ deutlich effizienter als der zweite Test ist. Dieser iiberpriift,
dass neben den Extremalstrahlen e; und e, keine weiteren Extremalstrahlen in der
zugehorigen minimalen Fliche enthalten sind.

Eigenschaft 3.17 (Adjazenztest 2). Seien e1,es € € zwei Extremalstrahlen. Falls
e; und ey adjazent sind, dann existiert kein e € £, sodass Iy(e) C Zo(er) N Zo(es)
qgilt.

Zwar ist der zweite Adjazenztest im Allgemeinen hinreichend, kann in unserem
Fall jedoch auch von nicht adjazenten Extremalstrahlen positiv durchlaufen werden,
wenn in vorherigen Iterationen entsprechende Extremalstrahlen verworfen wurden,
die die partielle Komplementarititsbedingung nicht erfiillen. Daher stellen wir sicher,
dass alle neu erzeugten Extremalstrahlen die partielle Komplementaritatsbedingung
erfiillen, bevor wir sie in die Menge der Extremalstrahlen £ aufnehmen. Somit sind
beide Tests im HELKP notwendige, aber keine hinreichenden Bedingungen fiir die
Adjazenz zweier Extremalstrahlen.

Passieren zwei Extremalstrahlen e~ und et beide Adjazenztests, dann erzeugen
wir einen neuen Extremalstrahl e®®" = res(e™) e~ —res(e”) e™. Diese Konstruktion
konnen wir anhand der folgenden Bemerkung aus [DSDM95, S. 302] nachvollziehen.

Bemerkung 3.18. Seien e; und e; zwei Extremalstrahlen im k-ten Iterationsschritt,
fiir die res(ej)res(es) < 0 gilt. Dann erfiillt der neu erzeugte Extremalstrahl
e"" = |res(e;)|es + |res(eq)|e; die Gleichung (Py). €™V = 0.

Beweis. O.B.d.A. seien e; € £7 und ey € £, sodass res(e;) > 0 und res(ey) < 0
gelte. Dann erhalten wir

(P1)k. €™ = (P1)g. (|res(er)| ez + | res(eq)| e1)

(P1)g. (res(e;) e; — res(eq) €1 )
(P1)r-e:

res(e;) res(eq) — res(e;) res(es)

=0.

=res(e1) (P1)x. €2 —res(eq)

]

Erfiillt der neu erzeugte Extremalstrahl die partielle Komplementaritatsbedingung,
dann iibernehmen wir diesen in die Menge der Extremalstrahlen £. Wurde der neue
Extremalstrahl aus zwei nicht adjazenten Extremalstrahlen gebildet, dann kann er
die partielle Komplementaritatsbedingung nicht erfiillen und wird an dieser Stelle
verworfen, siche [DSDM95, S. 305].
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Ist £ am Ende des k-ten Iterationsschritt leer, dann hat das HELKP nur die triviale
Loésung u = 0.

Als finale Ausgabe des Algorithmus 1 erhalten wir die Menge der Extremalstrah-
len &, die die Nebenbedingung P;u > 0 erfiillen, sowie die aktualisierte Matrix Pec.
Im néchsten Schritt des Gesamtalgorithmus beriicksichtigen wir zusétzlich die Ne-
benbedingung Qu = 0, um die Losungsmenge weiter einzuschranken.

3.3.4 Modul 2: Lésen der Nebenbedingung Qu = 0 des IKWPK

Der Algorithmus 2 16st das Gleichungssystem Qu = 0 und wird nur dann ausge-
filhrt, wenn die Matrix Q nicht leer ist. Dies ist dann der Fall, wenn Distanzkanten
in der Vorverarbeitung der Problemdistanz, wie im Kapitel 3.3.2 beschrieben, durch
den Kantengewichtsvergleich als aufsteigend oder absteigend klassifiziert wurden.
Dann fiihren wir den Algorithmus 2 aus.

Algorithmus 2: Lése das Gleichungssystem Qu = 0 des IKWPK als HELKP,
vgl. [DSDM95, Algorithmus 2|

Eingabe: m, p1, ¢, n, {¢;}72,, Py € RP", Q € R, £, Pyec

fir k=1,2,...,q tue

Ve e & : res(e) + (Q)re
ET «— {ee & res(e) >0}
E™ + {ee & res(e) <0}
E0«+ {e € &|res(e) =0}
wenn £ = und & = dann
| /* Fall 1: Die k-te Gleichung ist redundant. */
Ende
sonst
/* Fall 2: Erzeuge neue Extremalstrahlen. */
E+&°
fiir alle Paare (eT,e7) € ET x £~ tue
wenn e und e~ adjazent sind dann
"™ + res(et) e —res(e”)e”
wenn e die Komplementaritatsbedingung erfillt dann
| £« EU{e™}
Ende
Ende
Ende
Ende
Ende

Ausgabe: £

Die Struktur des Algorithmus 2 basiert auf dem im vorherigen Abschnitt 3.3.3 be-
schriebenen Algorithmus 1, unterscheidet sich aber in mehreren Merkmalen. Wah-
rend wir im Algorithmus 1 zunéchst sowohl alle Extremalstrahlen mit positiven
Residuum als auch die mit Residuum gleich null iibernehmen, {ibernehmen wir im
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Algorithmus 2 nur Letztere in die Menge der Extremalstrahlen. Diese Anderung
ergibt sich daraus, dass in der nun zu lésenden Nebenbedingung Gleichungen statt
Ungleichungen vorliegen. Zudem testen wir neu erzeugte Extremalstrahlen auf die
Erfiillung der gesamten statt der partiellen Komplementarititsbedingung. Den ers-
ten Adjazenztest passen wir ebenfalls an. Zwei Extremalstrahlen sind nicht adjazent,
wenn sie in der k-ten Iteration weniger als n — (k — 1) — 2 gemeinsame Indizes in
ihren Mengen der Nullindizes aufweisen. Diese Anpassung ist notwendig, da wir die
Matrix Ppe. nicht mehr erweitern, da jeder Extremalstrahl e nach der k-ten Iterati-
on die Gleichung Qu = 0 bereits erfiillt, sieche [DSDM95, S. 306 ff.].

Im Gegensatz zur Implementierung von [DSDM95| wenden wir den Algorithmus 2
ausschlieklich auf das Gleichungssystem Qu = 0 und nicht auf die Nebenbedingung
P>u > 0 an. Diese beriicksichtigen wir in unser Probleminstanz nicht, da keine
Matrix P existiert. Diese Eigenschaft der Probleminstanz haben wir bereits im Un-
terkapitel 3.3.2 aufgezeigt.

Die Algorithmen 1 und 2 bestimmen einen spitzen polyedrischen Kegel, dessen V-
Darstellung durch die Menge der Extremalstrahlen £ gegeben ist. Eine Losung des
IKWPK als HELKP kann als nichtnegative Linearkombination der Extremalstrah-
len dargestellt werden, jedoch fiihrt nicht jede beliebige Teilmenge von £ zu einer
giiltigen Losung des HELKP. Um die giiltigen Teilmengen zu bestimmen, fiihren wir
als Nichstes das Konzept der Kreuz-Komplementaritit ein.

3.3.5 Modul 3: Bestimmen der kreuz-komplementiren Teilmengen

In diesem Abschnitt bestimmen wir aus der Menge der Extremalstrahlen £ die ma-
ximal kreuz-komplementéren Teilmengen. Dazu verwenden wir einen Algorithmus,
der auf der Identifikation maximaler Cliquen in einem Graphen basiert. Eine Clique
ist ein Teilgraph, in dem alle Knoten miteinander verbunden sind. Diese ist maximal,
wenn sie in keiner anderen Clique enthalten ist. Wir iibernehmen den Algorithmus
vollstiandig aus der Arbeit von De Schutter und De Moor, sieche [DSDM95, S. 308 ff.],
ohne Anderungen an der Methodik vorzunehmen. Im Folgenden erliutern wir das
zugrundeliegende Konzept und die Funktionsweise des Algorithmus.

Wir fithren zunéchst die Definition des Begriffs Kreuz-Komplementaritdt aus
[DSDM95, Definition 4.5.| ein:

Definition 3.19. Eine Losungsmenge S eines HELKP heifst kreuz-komplementér,
wenn Koeffizienten A\ € R und ki > 0 existieren, sodass fiir

u = Z )\kSk—i- Z RSk (50)

spEScen spESHC

die Komplementarititsbedingung erfiillt ist. Die Mengen
S = {s € §|Ps =0} und 8™ = {s € S|Ps # 0} bezeichnen wir als zentrale
bzw. nicht-zentrale Losungen.

Es ist ausreichend, dass wir genau eine strikt positive Linearkombination der Extre-
malstrahlen einer Teilmenge iiberpriifen, um zu entscheiden, ob die Extremalstrahlen
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der Teilmenge kreuz-komplementér sind oder nicht [DSDM95, Eigenschaft 4.7.].

Um zu bestimmen, welche Extremalstrahlen eine kreuz-komplementare Teilmenge
bilden, konstruieren wir einen ungerichteten Hilfsgraphen G(V, ). Jeder Knoten in
G entspricht einem Extremalstrahl e € £ und eine Kante zwischen zwei Knoten gibt
an, dass die zugehorigen Extremalstrahlen kreuz-komplementér sind. Die Suche nach
maximalen kreuz-komplementéren Teilmengen entspricht dann der Bestimmung der
maximalen Cliquen in G, wobei zusitzlich die Komplementaritétsbedingung fiir die
gesamte in der Clique enthaltene Linearkombination erfiillt sein muss.

In einem ersten Schritt reduzieren wir die Menge der Extremalstrahlen, welche wir
insgesamt betrachten miissen. Hierzu nutzen wir die folgenden beiden Eigenschaften:

Eigenschaft 3.20. [DSDM95, Eigenschaft 4.9.] Fulls e € £ die Gleichung P1e =0
erfillt, dann gehort e zu jeder kreuz-komplementdren Teilmenge.

Daher kénnen wir diese zentralen Losungen der Menge £° hinzufiigen und im Algo-
rithmus aussparen.

Eigenschaft 3.21. [DSDMO95, Eigenschaft 4.10.] Sind ey, e € € zwei Extremal-
strahlen und gilt fir alle i € {1,2,...,p1}, dass (Pye1); = 0 genau dann erfillt ist,
wenn (Piey); = 0, dann gehdrt ey zur kreuz-komplementdiren Menge genau dann,
wenn ey zu der Menge gehort.

Extremalstrahlen, die die Gleichung Pye = 0 fiir dieselben Zeilen erfiillen, gehoren
somit zur selben kreuz-komplementaren Teilmenge. Die Eigenschaft 3.21 definiert
somit eine Aquivalenzrelation ~ auf der Menge £\E® wie folgt:

e; ~ e, wenn fiir alle i € {1,2,...,p;} gilt: (P1e1); =0) < ((P1e2); = 0).

Pro Aquivalenzklasse iibernehmen wir je einen Extremstrahl in &..q. Die Reduktion
auf £,q verringert die Anzahl an Iterationen des Algorithmus ohne Informationsver-
lust. Anschliefsend bilden wir aus Ered die korrespondierende
Menge S = {Pie|e € &eq} und wenden auf dieser den folgenden Algorithmus
an.

Initialisierung

Die Initialisierung des Algorithmus findet im Abschnitt Algorithmus 3 statt. Zu-
néchst berechnen wir die bindre Darstellung aller s, € S, um die Komplementari-
tatsbedingung effizient iiberpriifen zu kénnen. Fiir die Menge S bilden wir dann den
Hilfsgraphen G in Form der oberen Dreiecksmatrix cross. Diese Matrix kodiert, ob
zwei Extremalstrahlen kreuz-komplementir sind. Da der Algorithmus auf der Tie-
fensuche basiert, ist depth die zentrale Variable, welche die aktuelle Rekursionstiefe
enthélt. In der Matrix vertices speichern wir fiir jede Rekursionstiefe, welche Extre-
malstrahlen als Kandidaten fiir eine erweiterte kreuz-komplementédre Menge infrage
kommen. Die Arrays start und last enthalten Spaltenindizes der Matrix vertices,
sodass alle Kandidaten in der aktuellen Rekursionstiefe beriicksichtigt werden.
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Algorithmus 3: Bestimme die kreuz-komplementéiren Teilmengen (Teil 1), siehe
[DSDM95, Algorithmus 3]

Eingabe: m, S, {¢;}7L,

L« 0

/* Erstelle die kreuz-komplementdre Hilfsmatrix */

B <+ {binary(sg)|sx € S}

fiir k = 1,2,...,#B — 1 tue

firl=k+1,k+2,...,#B tue

wenn (b, V b;) die Komplementaritatsbedingung erfillt dann
| cross(k,l) < 1

Ende

sonst
| cross(k,l) <0

Ende

Ende

Ende

depth < 1

start(1) < 0

last(1) < #B

Iterationsschritte

Der Algorithmus 4 bestimmt rekursiv alle maximalen kreuz-komplementiren Teil-
mengen der Extremalstrahlen. Ausgehend von einer leeren Menge wird diese schritt-
weise erweitert. In jeder Iteration fiigen wir einen Extremalstrahl zur bestehenden
Menge hinzu, ohne die Komplementaritdtsbedingung zu verletzen. Anschliefsend
werden mogliche Kandidaten der ndchsten Rekursionstiefe identifiziert, die kreuz-
komplementér zur aktuellen Auswahl sind.

Die Tiefensuche wird solange fortgesetzt, bis kein weiterer Kandidat gefunden wird.
In diesem Fall wird die Teilmenge als neue maximale kreuz-komplementire Teil-
menge in ' aufgenommen, sofern sie nicht bereits als echte Teilmenge einer zuvor
gefundenen Teilmenge in I' enthaltenen ist. Falls noch nicht alle Extremalstrahlen
beriicksichtigt wurden, wird zum letzten Entscheidungspunkt zuriickgekehrt, um al-
ternative Erweiterungen der Teilmenge zu erstellen.

Das Verfahren endet, sobald alle Extremalstrahlen beriicksichtigt wurden. Die resul-
tierende Losungsmenge I' enthilt dann sdmtliche maximalen kreuz-komplementéiren
Teilmengen.

In allen resultierenden Teilmengen & € I' ersetzen wir dann jedes s durch sei-
nen zugehorigen Extremalstrahl eg. Zusétzlich fiigen wir der jeweiligen Teilmen-
ge alle Extremalstrahlen hinzu, die in der Aquivalenzklasse von e;, enthalten sind.
Abschliefend fiigen wir jeder Teilmenge alle in & enthaltenen Extremalstrahlen
hinzu. Durch diese Schritte erhalten wir I', die Menge der Teilmengen & der kreuz-
komplementédren Extremalstrahlen. Somit ist u eine Losung des HELKP, wenn eine
Teilmenge & € I' existiert, sodass u = Zekegs krer mit kp > 0 gilt. Im folgenden
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Algorithmus 4: Bestimme die kreuz-komplementaren Teilmengen (Teil 2), siehe
[DSDM95, Algorithmus 3]

Vk € {1,2,...,#B} : vertices(1, k) < k solange depth > 0 tue

start(depth) < start(depth) + 1
b < 2P byertices(d.start(d))
current _vertex < vertices(depth, start(depth))
/* Ermittle Kandidaten fiir die ndchste Rekursionstiefe: */
next depth < depth + 1
start(next depth) < 0
last(next _depth) < 0
fiir k = start(depth) +1,...,last(depth) tue
new_vertex < vertices(depth, k)
wenn cross(current_vertex,new_vertex) = 1 dann
wenn (bV bpew vertex) die Komplementarititsbedingung erfillt dann
/* Fiige einen neuen Kandidaten zur Teilmenge hinzu: */
last(next depth) < last(next depth) + 1
vertices(next depth,last(next depth)) <— new wvertex
Ende
Ende
Ende
wenn last(next_depth) > 0 dann
‘ depth <— next depth
Ende
/* Speichere die maximal kreuz-komplementédre Teilmenge: */
sonst
SV« Uille:pfh{Svertices(d,start(d))}
wenn VS, € I': S™ ¢ S, dann
| T« Tu{s"™"}
Ende
/* Fall 1: Alle Extremalstrahlen wurden beriicksichtigt. */
wenn start(1l) + depth — 1 = #B dann
‘ depth < 0
Ende
/* Fall 2: Gehe zuriick bis zum letzten Extremalstrahl, wo
eine Entscheidung getroffen wurde. */
sonst
solange start(depth) = last(depth) tue
‘ depth = depth — 1
Ende
Ende
Ende
Ende

Ausgabe: I' = {5,,Ss, ...}
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Kapitel extrahieren wir aus I' die Losungen fiir das inhomogene ELKP.

3.4 Extrahieren der Losungen fiir das inhomogene erweiterte
lineare Komplementaritatsproblem

Im vorherigen Kapitel haben wir die Losungsmenge fiir das IKWPK als HELKP
ermittelt. In diesem Abschnitt erliutern wir die Extraktion der Losung fiir das
ELKP. Ausgangspunkt hierfiir ist die Menge von kreuz-komplementéren Teilmen-
gen I, welche wir im vorherigem Unterkapitel 3.3 bestimmt haben. Wir folgen dem
in [DSDM95, S. 317| beschriebenen Vorgehen zur Extraktion der Losung fiir das
ELKP.

Die Losungsmenge I' des IKWPK als HELKP besteht ausschlieflich aus Extremal-
strahlen. Diese haben aufgrund der Konstruktion des HELKP die Form

u= (X) mit o > 0.
«

Um aus der Losungsmenge des HELKP die Losungen fiir das inhomogene ELKP
zu bestimmen, teilen wir die enthaltenen Losungsvektoren in zwei Mengen ein — die
unendlichen Strahlen H™ und die endlichen Strahlen #f".
Hierzu normalisieren wir zunédchst diejenigen Vektoren aus I', die eine positive
a-Komponente besitzen. Die Normalisierung ist aufgrund der Eigenschaft 3.13 mog-
lich, da jede Losung des HELKP durch eine Skalierung mit einem nichtnegativen
Faktor ebenfalls eine Losung bleibt. Ist o > 0 dividieren wir alle Komponenten des
Vektors durch a, sodass die a-Komponente den Wert eins annimmt. Diese Vektoren
fassen wir in der Menge

Einf: {ek 68’@k = 1}
zusammen. Diejenigen Vektoren aus I', deren a-Komponente gleich null ist, erfassen
wir analog in der Menge

5ﬁn :{ek EE‘O(]C:O}
Im néichsten Schritt extrahieren wir den x-Anteil von jedem Vektor aus £ sowie
£in und erhalten dadurch die Menge der unendlichen Strahlen H™ sowie die Menge
der endlichen Strahlen 1",
Fiir jede Teilmenge £ € I' bestimmen wir anschliefend die entsprechenden Teil-
mengen H" C H™ und Hi" c H". Dabei behalten wir jedoch ausschlieflich die
Paare

{H A"}

deren Teilmenge der endlichen Strahlen H'™ nichtleer ist. Durch dieses Vorgehen
erhalten wir die Menge A von Paaren kreuz-komplementérer unendlicher und end-
licher Strahlen. Das folgende Theorem, siehe [DSDM95, Theorem 4.13.], gibt die
Voraussetzungen an, unter denen diese Paare eine Losung fiir das IKWPK als ELKP
bilden.

Theorem 3.22. Seien H™, H/™ und A gegeben. Dann ist X genau dann eine Lisung
des inhomogenen ELKP, wenn ein Paar {H™ H"} € A ewistiert, sodass

X = Z KLTp + Z HeTk

kaH;nf IkEan
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mit ki >0, g, >0 und Y, =1 gilt.

Nachdem wir die Menge A der Paare kreuz-komplementérer unendlicher und end-
licher Strahlen bestimmt haben, wenden wir auf diese das Minimierungsproblem
IKWPK, siehe Definition 3.4, unter Beriicksichtigung des Theorems 3.22 an. Da-
durch erhalten wir eine oder mehrere Losungen des ELKP.

Im néchsten Kapitel simulieren wir die algorithmische Lésungsfindung anhand ver-
schiedener Testinstanzen und analysieren die Effizienz des Verfahrens.
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4 Simulation und Effizienzfaktoren

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns zunichst mit der praktischen Analyse des von
uns angepassten Algorithmus zur Losung des IKWPK aus Kapitel 3.3 und 3.4. Hier-
zu vergleichen wir unsere modifizierte Implementierung mit dem Algorithmus von
De Schutter und De Moor in [DSDM95|. Zunéichst erlautern wir die Konstruktion
der Testinstanzen, welche wir in der Simulation verwenden. Es folgt eine Beschrei-
bung der technischen Implementierung und eine beispielhafte Klassifikation von Lo-
sungsvarianten. Danach visualisieren und diskutieren wir die Simulationsergebnis-
se, insbesondere hinsichtlich der Laufzeit der verschiedenen Algorithmusvarianten.
Abschliefsend fassen wir die Faktoren, welche die Effizienz des Losungsalgorithmus
besonders beeinflussen, zusammen.

4.1 Konstruktion der Testinstanzen

Die hier beschriebene Konstruktion von Testinstanzen verwenden wir ausschliefslich
zu Simulationszwecken. Alle weiteren Beispiele, die im Kapitel 4 enthalten sind, sind
von dieser Konstruktion unabhingig ausgewihlte Probleminstanzen.

Festlegung der Kantendichte Die Kantendichte d(G) eines Graphen G definie-

ren wir als d(G) = %, siehe [Die06, S. 178]. Sie nimmt Werte zwischen 0 und

1 an, wobei d(G) = 0 einem kantenlosen Graphen und d(G) = 1 einem vollstandigen
Graphen entspricht. Fiir unsere Testinstanzen legen wir eine Kantendichte von d = %
fest. Damit berechnet sich die Anzahl der Distanzkanten durch |D| = 1-|V|(|V|-1).

Da die Anzahl der Distanzkanten ganzzahlig sein muss, runden wir diesen Wert auf.

Die Anzahl der Distanzkanten wéchst bei konstanter Kantendichte % quadratisch

in Abhéngigkeit von der Knotenanzahl, wie in der Abbildung 4 dargestellt. Ent-
sprechend erzeugen wir im Folgenden Testinstanzen mit einer Distanzkantenanzahl

zwischen 3 < |D| < 95.

g 80 . :
=

Cﬁ X

<

g 60f x 2
= <

A 40) ; -
z x

= X

= 20 . 1
< x

N X

= X

<, 0 X \ \ ! !

| | | |
4 6 8 10 12 14 16 18 20
Knotenanzahl |V/|

Abbildung 4: Zusammenhang zwischen Distanzkantenanzahl |D| und Knotenan-
zahl |V| bei konstanter Kantendichte 3.

4 Simulation und Effizienzfaktoren 35



Implementierung Zur Erzeugung der Testinstanzen beginnen wir mit der Kon-
struktion eines gewichteten, ungerichteten Kreisgraphen G(V, ') mit n Knoten und
ebenso vielen Kanten. Hierbei ist n > 4. Jeder Kante e € E weisen wir ein zu-
filliges ganzzahliges Gewicht aus dem Intervall [1,10] zu. Basierend auf diesem
gewichteten Kreisgraphen berechnen wir die paarweisen kiirzesten Wege zwischen
allen Knotenpaaren. Da es fiir jedes Knotenpaar (v;,v;) zwei Wege zwischen den
Knoten gibt, den aufsteigenden und absteigenden Weg, bestimmen wir fiir jedes
Knotenpaar die Lingen beider Wege und speichern den minimalen Wert in einer
Hilfsmatrix ab. Die Hilfsmatrix dient in den weiteren Schritten zur Gewichtszutei-
lung der zufillig erzeugten Distanzgraphen. Die eigentlichen Testinstanzen, also die
Distanzgraphen G4(V, D), entstehen, indem wir aus dem vollstdndigen Graphen K,
eine zufillige Auswahl an Kanten auswihlen, sodass jeder Knoten zu mindestens
einer Kante inzident ist. Letzteres stellt sicher, dass unsere Testinstanzen keine iso-
lierten Knoten aufweisen. Den Anzahl der Kanten berechnen wir anhand der zuvor
erlauterten Formel, sodass die Kantendichte des erzeugten Graphen bei % liegt. Die
Gewichtung der Distanzkanten erfolgt anhand der zuvor berechneten Hilfsmatrix.
Das Gewicht einer Distanzkante d;; € D entspricht dann dem Wert des Elements
(1,7) in der Hilfsmatrix. Die Matrixdarstellung der Distanzgraphen erfolgt in Form
von Adjazenzmatrizen. In der Adjazenzmatrix ist fiir die Distanzkanten im Element
(i,7) das Gewicht des kiirzesten Weges zwischen den Knoten ¢ und j im Kreisgra-
phen enthalten. Um mdglichst verléssliche Ergebnisse zu erhalten, erstellen wir fiir
jede Knotenanzahl n mehrere Testinstanzen, die fiir alle Versionen einen giiltiges
Ergebnis liefern.

4.2 Implementierung des Algorithmus

Technische Umgebung Die Implementierung des Algorithmus setzen wir in der
Programmiersprache Julia (Version 1.10.2) um und verwenden dabei die folgenden
Bibliotheken:

e Dateiverarbeitung: JSON, Dates, FilePathsBase
e Lineare Algebra: LinearAlgebra
e Optimierung: JuMP, Clp

Die Entwicklung und Berechnung der Testinstanzen erfolgt in der Entwicklungsum-
gebung Visual Studio Code (Version 1.97.2). Die Berechnungen fiihren wir auf einem
System mit der folgenden Konfiguration durch:

e Prozessor: Intel Core i7, 1,9 GHz — 2,11 GHz
e Betriebssystem: Windows 11
e Arbeitsspeicher (RAM): 16 GB
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Ein- und Ausgabeparameter Sowohl die Eingabe der Testinstanzen als auch
die Ausgabe der Ergebnisse erfolgt iiber das JSON-Format. Zur Reprasentation der
Distanzgraphen verwenden wir Adjazenzmatrizen und fiigen jeder Testinstanz zu-
sitzliche Metadaten wie die Anzahl der Knoten im Graphen, den Knotengrad und
die Anzahl der Distanzkanten hinzu. Die Eingabe einer Testinstanz weist die folgen-
de Struktur auf:

{

"id": b1,

"num_of_vertices": b5,

"distance_matrix": [
(0,8,11,0,0],
[8,0,8,0,13],
[11,8,0,2,0],
(0,0,2,0,0],
[(0,13,0,0,0]
1,

"num_of_distance_edges": 5

}.

Nach der Verarbeitung der Testinstanz enthalt die Ausgabe neben den urspriingli-
chen Metadaten unter anderem die berechneten Kreiskantengewichte, Laufzeitinfor-
mationen sowie die Gesamtanzahl der verarbeiteten Zentral- und Extremalstrahlen
und die Anzahl der Iterationen aus dem Hauptteil des Algorithmus. Die Ausgabe
erfolgt in der folgenden Struktur

{

"result_edge_weights": [8,8,2,3,6],
"total_central_rays": O,
"execution_time_s_preprocessing": 0.0,
"id": 51,

"execution_time_s_algorithm": 0.0009999275207519531,
"version": 3,

"total_extreme_rays'": 7,

"total_iterations": 7,

"execution_time_s_total": 0.03399991989135742,
"is_valid_result": true,

"num_of_vertices": 5,

"total_edge_weights": 27,

"num_of_distance_edges": b

}.

Diese Struktur ermoglicht uns eine detaillierte Analyse der Testergebnisse hinsicht-
lich der Laufzeiten. Die Gesamtlaufzeit der Verarbeitung einer Probleminstanz ge-
ben wir iiber den Parameter execution_time_s_total an. Diese enthilt sowohl die
Vorverarbeitungszeit der Instanz (execution_time_s_preprocessing) als auch die
Laufzeit der algorithmischen Module (execution_time_s_algorithm). Alle Zeitan-
gaben erfolgen in Sekunden.

Der Masterthesis liegen im Anhang alle verwendeten Implementierungsversionen
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und Testinstanzen bei. Durch diese lassen sich die Simulationsergebnisse aus dem
nachfolgenden Kapitel reproduzieren.

4.3 Klassifikation der Losungsinstanzen anhand von Beispie-
len

Je nach Probleminstanz kann die Losungsmenge entweder leer sein, mehrere Losun-
gen mit dem gleichen Gesamtgewicht oder mehrere Losungen mit unterschiedlichem
Gesamtgewicht ausgeben. Zur Veranschaulichung betrachten wir diese drei Fille ex-
emplarisch an jeweils einem Distanzgraphen.

Keine Losungen Existiert keine Losung, dann wurde keine Gg4-erfiillende Ge-
wichtsfunktion auf dem Kreis G fiir den gegebenen Distanzgraphen gefunden. In
diesem Fall ist der Losungsparameter result_edge_weights leer. Ein solches Bei-
spiel ist in der Abbildung 5 dargestellt.

U1

Us Vg

Uy U3

Abbildung 5: Beispiel eines in Blau dargestellten Distanzgraphen, fiir den keine
G g-erfiilllende Gewichtsfunktion auf dem Kreis G existiert.

Mehrere Losungen mit gleichem Gesamtgewicht Werden mehrere Losungen
mit, gleichem Gesamtgewicht ausgegeben, dann konnen wir alle Losungen als dqui-
valent betrachten. Ein Beispiel mit zwei Gg-erfiillende Gewichtsfunktion auf dem
Kreis G mit gleichem Gesamtgewicht finden wir in der Abbildung 6.

Abbildung 6: Beispiel eines in Blau dargestellten Distanzgraphen mit zwei verschie-
denen G4-erfiillenden Gewichtsfunktionen gleichen Gesamtgewichts auf dem Kreis G.
Beide Kreise haben das Gesamtgewicht 50.
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Mehrere zulissige Losungen mit unterschiedlichem Gesamtgewicht Gibt
der Algorithmus mehrere zulissige Losungen mit unterschiedlichen Gesamtgewich-
ten aus, dann ist nicht jede Losung optimal, da wir im IKWPK das minimale Ge-
samtgewicht bestimmen. In diesem Fall verwerfen wir alle Losungen mit gréferem
Gesamtgewicht. Die Abbildung 7 zeigt ein Beispiel mit zwei Gg-erfiillenden Ge-
wichtsfunktionen, wobei wir nur die mit kleinerem Gesamtgewicht 34 als optimal
betrachten.

Abbildung 7: Beispiel eines in Blau dargestellten Distanzgraphen mit zwei ver-
schiedenen Gg-erfiillenden Gewichtsfunktionen unterschiedlichen Gesamtgewichts
auf dem Kreis GG. Der linke Kreisgraph weist ein Gesamtgewicht von 34 auf, wo-
hingegen der rechte Kreisgraph ein hoheres Gesamtgewicht von 38 hat.

Standardméfig geben wir die erste verbliebene Losungsinstanz aus.

4.4 Darstellung und Analyse der Simulationsergebnisse

In der folgenden Simulation untersuchen wir die Effizienz von drei unterschiedlichen
Versionen des Losungsalgorithmus fiir das IKWPK. Unser Ziel ist es, die Unterschie-
de insbesondere hinsichtlich der Laufzeit und der Anzahl der betrachteten Strahlen
zu analysieren.

Die unterschiedlichen Versionen des Losungsalgorithmus haben folgende Eigenschaf-
ten:

e Version 1: Diese Implementierung entspricht vollstdndig dem von De Schutter
und De Moor beschriebenen Algorithmus aus |[DSDM95|. Der Algorithmus
verwendet sowohl Zentral- als auch Extremalstrahlen. Parallele Distanzkanten
werden in der Nebenbedingung Qu = 0 verarbeitet.

e Version 2: Diese Version verwendet ausschliefslich Extremalstrahlen. Der Al-
gorithmus wird deshalb gemafs Kapitel 3.3.2 initialisiert und enthélt die Algo-
rithmenmodule 1 und 2, wie in Kapitel 3.3.3 und 3.3.4 beschrieben. Parallele
Distanzkanten werden in der Nebenbedingung Qu = 0 analog zur Version 1
verarbeitet.

e Version 3: Diese Implementierung entspricht der in Kapitel 3.3 entwickelten
Variante. Der Algorithmus verwendet ausschlieflich Extremalstrahlen. In der
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Vorverarbeitung werden parallele Distanzkanten identifiziert und deren Wer-
te in den Kantengewichten direkt festgelegt. Aufterdem erfolgt ein Kanten-
gewichtsvergleich. Dadurch identifizierte kiirzeste auf- und absteigende Wege
werden in der Nebenbedingung Qu = 0 verarbeitet.

Die Versionen unterscheiden sich in ihrer Struktur deutlich. Wir erwarten, dass die
Beschrankung auf Extremalstrahlen in den Versionen 2 und 3 sowie die zusétzlichen
Vorverarbeitungsschritte in Version 3 einen positiven Einfluss auf die Laufzeit und
die Gesamtanzahl der verarbeiteten Strahlen haben. In der nachfolgenden Analyse
der Simulationsergebnisse {iberpriifen wir diese Vermutung und untersuchen, inwie-
fern die Modifikationen zu einer Effizienzsteigerung beitragen.

Da die Version 1 bei Instanzen mit mindestens 11 Knoten nach mehr als 30 Minuten
Laufzeit keine Ergebnisse ausgibt, liegen fiir diese Version ausschliefslich Testergeb-
nisse bis |V| = 10 vor.

Die Simulationsergebnisse, welche in den Abbildungen 8 und 9 dargestellt sind, geben
die Entwicklung der durchschnittlichen Gesamtlaufzeiten und verarbeitete Strahlen
fiir Graphen mit 4 bis 10 Knoten wider.

In Abbildung 8 erkennen wir, dass die durchschnittliche Laufzeit bei der Version 1
mit zunehmender Knotenanzahl deutlich steigt. Die Laufzeit liegt bei |V| = 4 bei
etwa 0,03 s und erhdht sich auf 1,73 s bei |V| = 10, was auf ein moglicherweise expo-
nentielles Wachstum hindeutet. Dagegen sehen wir fiir die beiden Versionen 2 und 3
durchgehend geringere Laufzeiten. Fiir die Version 3 bleibt die Laufzeit bei kleinen
Instanzen mit bis zu 10 Knoten unter 0,15s. Die Laufzeit der Version 2 bleibt iiber
dieselben Instanzen unter dem noch kleinerem Wert von 0,08 s. Dies liegt vermutlich
daran, dass die Vorverarbeitungsschritte der Version 3 bei Instanzen mit geringer
Knotenanzahl einen groferen Einfluss auf die Gesamtlaufzeit haben als die Algo-
rithmen 1 und 2 selbst. Insbesondere handelt es sich hierbei um Unterschiede im
Millisekundenbereich, weshalb wir fiir den Datenausschnitt schliefsen kénnen, dass
die Versionen 2 und 3 in etwa gleich schnell sind.

Fiir die durchschnittliche verarbeitete Strahlenanzahl zeigt sich in Abbildung 9, dass
deren Anzahl fiir grofere werden Testinstanzen bei allen Versionen zunimmt. Die
Strahlenanzahl setzt sich aus Extremalstrahlen und Zentralstrahlen zusammen. Bei
der Version 1 erkennen wir einen starken Anstieg der Anzahl. Dies ist ein zentra-
ler Faktor, welcher das deutlich schlechtere Laufzeitverhalten der Version 1 erklart.
Ursache hierfiir ist, dass in der Version 1 sowohl Zentral- als auch Extremalstrah-
len verwendet werden. Dafiir spricht auch, dass der Anstieg der durchschnittlichen
Strahlenanzahl mit wachsender Knotenanzahl fiir die Versionen 2 und 3 deutlich
geringer ist. Beide Versionen verwenden ausschliefslich Extremalstrahlen. Wir beob-
achten, dass die Anzahl der Strahlen fiir die Version 2 durchgehend mehr als doppelt
so hoch ist wie die der Version 3. Bei der Knotenanzahl 10 verarbeitet die Version 2
durchschnittlich 705 Extremalstrahlen und die Version 3 hingegen nur 197 Extre-
malstrahlen. Dies ist ein Hinweis darauf, dass die Vorverarbeitung in Version 3 die
Komplexitdt der Probleminstanz deutlich reduziert.
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Abbildung 8: Abhéngigkeit der durchschnittlichen Gesamtlaufzeit
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Abbildung 9: Abhéngigkeit der durchschnittlichen Strahlenanzahl von der Kno-
tenanzahl |V| zwischen 4 und 10 je Version.
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Die Abbildungen 10, 11 und 12 zeigen die Ergebnisse fiir Instanzen mit bis zu 20
Knoten.

Zunéchst fillt in der Abbildung 10 auf, dass die durchschnittlichen Gesamtlaufzeiten
der Version 3 bei Instanzen bis zu 20 Knoten durchgéngig niedrig, unter dem Wert
von 0,45s, bleiben. Fiir die Version 2 zeichnet sich dagegen ab Instanzen mit 16
Knoten ein starker Anstieg der Laufzeit ab. Diese iiberschreitet bei 16 Knoten 1s
und steigt auf bis zu 4,9 s bei der Knotenanzahl 19 an. Dies deutet daraufhin, dass die
Vorverarbeitungsschritte der Version 3 insbesondere fiir grofsere Probleminstanzen
einen positiven Einfluss haben. Die beobachteten Schwankungen im Verlauf kénnten
auf die Auswahl der Testinstanzen zuriickzufiihren sein.
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Abbildung 10: Abhingigkeit der durchschnittlichen Gesamtlaufzeit von der Kno-
tenanzahl |V| zwischen 4 und 20 je Version.

In der Abbildung 11 sehen wir, dass sich die durchschnittliche verarbeitete Strah-
lenanzahl fiir die Versionen 2 und 3 wie zuvor auch bei hoherer Knotenanzahl weiter
fortschreibt. Wahrend Version 2 bei 20 Knoten circa 8616 Extremalstrahlen verar-
beitet, sind dies bei Version 3 nur 1021 Extremalstrahlen.

Vergleichen wir die in Abbildung 12 dargestellte durchschnittliche verarbeitete Strah-
lenanzahl pro Iteration, so sehen wir, dass die durchschnittliche Strahlenanzahl pro
Iteration mit hoherer Knotenanzahl sehr stark ansteigt. In der Version 1 wird bei 9
Knoten der Wert 85 erreicht. Dies verdeutlicht den Mehraufwand, der pro Iterati-
on durch die Verwendung von Zentral- und Extremalstrahlen entsteht. Dahingegen
zeigt sich ein kontinuierlicher aber moderater Anstieg der Werte in Version 2. Ins-
besondere ist der Anstieg weniger ausgepragt als wir dies fiir die Gesamtanzahl der
Strahlen beobachten konnten. Dies deutet darauthin, dass die Anzahl der Iteratio-
nen fiir grofere Testinstanzen ebenfalls zunimmt. Die Version 3 zeigt durchgehend
die niedrigsten Werte pro Iteration an. Diese steigen fiir die untersuchten Instanzen
nicht iiber 20 Strahlen pro Iteration.

Aus den Ergebnissen konnen wir folgern, dass die Beschrinkung auf Extremalstrah-
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Abbildung 11: Abhéngigkeit der durchschnittlichen Strahlenanzahl von der Kno-
tenanzahl |V| zwischen 4 und 20 je Version.
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Abbildung 12: Abhéngigkeit der durchschnittlichen Strahlenanzahl pro Iteration
von der Knotenanzahl |V| zwischen 4 und 20 je Version.
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len sowohl zu einer geringeren Anzahl der verarbeiteten Strahlen und damit einher-
gehend zu einer besseren Laufzeit des Losungsalgorithmus fiir das IKWPK fiihrt.
Die durchschnittliche Strahlenanzahl bzw. Gesamtlaufzeit wéchst zwar auch bei den
Versionen 2 und 3 mit grofser werdender Knotenanzahl, jedoch ist der Anstieg deut-
lich moderater als in der Version 1. Wie vermutet haben die Vorverarbeitungsschritte
in der Version 3 einen weiteren positiven Effekt auf die Effizienz des Losungsalgo-
rithmus. Da durch die Vorverarbeitungsschritte die Komplexitat der Probleminstanz
verringert wird, fiihrt das zu einer im Durchschnitt deutlich geringeren Anzahl von
verarbeiteten Strahlen. Dies wird insbesondere bei Instanzen mit héherer Knoten-
anzahl deutlich und zeigt sich in geringen Gesamtlaufzeiten der Version.

In der Abbildung 13 sind die Laufzeiten der Version 3 detailliert dargestellt. Wir
sehen, dass sich die Vorverarbeitungslaufzeit iiber den Verlauf nicht stark verindert
und zwischen einem Wert von 0,06 s und 0,17 s schwankt. Sollten wir Instanzen mit
einer hoheren Anzahl verarbeiten, konnte dieser Wert steigen, da wir im Kanten-
gewichtsvergleich paarweise Kanten vergleichen. Fiir die Laufzeit der Algorithmen
sehen wir eine grofere Varianz und eine Laufzeitsteigerung von 0s bis zu 0,28 s. Ers-
teres kommt vor, wenn die Losung allein durch die Vorverarbeitung bestimmt wird.
Die Daten bestétigen unsere Vermutung, dass die Vorverarbeitung bei Instanzen
mit geringer Knotenanzahl einen groferen Einfluss auf die Gesamtlaufzeit hat als
die Algorithmen.
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Abbildung 13: Abhingigkeit der durchschnittlichen Laufzeiten von der Knoten-
anzahl |V| zwischen 4 und 20 in der Version 3.

Unsere Simulation erfolgt ausschliefslich auf Testinstanzen mit einer Kantendichte
von % Die beobachteten Laufzeiten stehen in starker Abhéngigkeit der jeweilig ver-
wendeten Testinstanzen. So konnten bei Instanzen mit einer hoheren Anzahl von
parallelen Distanzkanten die Vorteile der Version 3 gegeniiber der Version 2 noch
starker sichtbar werden. Um dies weitergehend zu untersuchen, analysieren wir eine
Reihe von Distanzgraphen. Ausgangspunkt bildet ein Distanzgraph mit 8 Knoten
ohne parallele Distanzkanten, der in Abbildung 14 dargestellt ist. Indem wir je Itera-
tion eine weitere parallele Distanzkante zum Distanzgraphen hinzufiigen, entstehen
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neue Instanzen mit wachsender Anzahl paralleler Distanzkanten. Diese untersuchen
wir hinsichtlich ihrer Gesamtlaufzeit und algorithmischen Laufzeit.

Abbildung 14: Das Beispiel eines Distanzgraphen mit 8 Knoten und ohne paralle-
le Distanzkanten ist durch durchgingige Linien dargestellt. Zur Erzeugung weiterer
Instanzen fiigen wir pro Iteration eine weitere parallele Distanzkante hinzu, die ge-
strichelt markiert sind.

In Abbildung 15 sehen wir, dass sich die Gesamtlaufzeiten der Version 2 und 3
fiir Distanzgraphen ohne, mit einer und mit allen parallelen Distanzkanten deut-
lich voneinander unterscheiden. Die Gesamtlaufzeiten der Version 3 weisen fiir diese
Instanzen eine um 0,1s bis 0,44 s langsamere Laufzeit als die der Version 2 auf.
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Abbildung 15: Gesamtlaufzeiten der Instanzen zum Beispiel in Abbildung 14 fiir
die Version 2 und 3 iiber der Anzahl paralleler Distanzkanten. Die Angabe der
Messdaten erfolgt in Sekunden.

In Abbildung 16 sind die algorithmischen Laufzeiten der Instanzen dargestellt. Auf-
fillig ist, dass die Laufzeiten der Version 3 unabhingig von der Anzahl paralle-
ler Distanzkanten durchgehend unter denen der Version 2 liegen. Zudem verringert
sich die algorithmische Laufzeit der Version 3 mit zunehmender Anzahl paralleler
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Distanzkanten. Diese Beobachtung erkldren wir dadurch, dass in der Vorverarbei-
tung mit wachsender Anzahl paralleler Distanzkanten die zu l6sende Probleminstanz
zunehmend kleiner wird. Der Grund dafiir ist, dass die Kantengewichte paralleler
Distanzkanten in der Version 3 bereits in der Vorverarbeitung explizit festgelegt
werden. Sind alle parallelen Distanzkanten im Distanzgraphen vorhanden, ist das
IKWPK sogar vollstdndig gelost, ohne die Algorithmen zu durchlaufen. Dariiber
hinaus ist auffillig, dass die Version 3 auch fiir Distanzgraphen ohne oder mit nur
einer parallelen Distanzkante etwas bessere algorithmische Laufzeiten aufweist als
Version 2. Dies fithren wir auf den Kantengewichtsvergleich in der Vorverarbeitung
zuriick, der auf- und absteigende Wege identifiziert. Dieser Schritt wird ebenfalls
in der Vorverarbeitung vorgenommen. Jedoch schligt sich der dadurch entstandene
zusitzliche Aufwand zwar nicht in der algorithmischen Laufzeit aber in der Ge-
samtlaufzeit nieder. Dies erklirt die hoheren Gesamtlaufzeiten fiir die Version 3 im
Vergleich zur Version 2, welche wir zuvor fiir bestimmte Instanzen festgestellt haben.
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Abbildung 16: Vergleich der algorithmischen Laufzeiten zwischen der Version 2
und 3 fiir die Instanzen des Beispiels aus Abbildung 14 iiber der Anzahl paralleler
Distanzkanten.

Die Ergebnisse zeigen, dass die Vorverarbeitung in Version 3 zwar die algorithmische
Laufzeit verbessert, jedoch nicht zwingend zu einer geringeren Gesamtlaufzeit fiihrt
als Version 2. Andererseits haben wir in Abbildung 13 gesehen, dass die Vorver-
arbeitungszeit bei Graphen mit bis zu 20 Knoten mit zunehmender Knotenanzahl
weniger Einfluss auf die Gesamtlaufzeit hat.

4.5 Effizienzfaktoren

In diesem Kapitel identifizieren wir die Faktoren, welche die Effizienz des Algorith-
mus zur Losung des ELKP, den wir spezifisch zur Losung des IKWPK angepasst
haben, beeinflussen.

Die Effizienz der Algorithmen 1 bis 3 wird insbesondere durch die Anzahl der er-
zeugten Zentral- und Extremalstrahlen beeinflusst, vgl. [DSDM95, S. 319]. Die Si-
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mulation hat gezeigt, dass die Einschrinkung auf Extremalstrahlen zu einer starken
Verminderung der zu verarbeitenden Strahlen sowohl insgesamt als auch pro Itera-
tion fiihrt. Weiterhin konnten wir die Komplexitat der Probleminstanz in Version 3
durch mehrere Verarbeitungsschritte verringern. Hierzu gehoren das Festlegen der
Kreiskantengewichte von parallelen Distanzkanten und die Identifikation von auf-
und absteigenden Wegen. Zusétzlich hat die Umstrukturierung von Py dazu beige-
tragen, dass Strahlen, die die partielle Komplementarititsbedingung nicht erfiillen,
in allen Versionen friihzeitig verworfen wurden. Die detaillierte Untersuchung der
Version 3 hat zwar gezeigt, dass die Vorverarbeitung einen zuséatzlichen Zeitaufwand
verursacht, jedoch vor allem bei Probleminstanzen mit vielen parallelen Distanzkan-
ten zu deutlich kleineren algorithmischen Laufzeiten fiihrt.

Weitere entscheidende Einflussfaktoren auf die Effizienz sind neben den Testinstan-
zen die verwendete Hardware sowie die Implementierung in Julia. Letzteres beein-
flusst die Laufzeit der Algorithmen mafigeblich durch die dort verwendeten Opera-
tionen. Da alle Versionen von uns implementiert wurden, sind die Laufzeiten iiber
die Versionen hinweg im Wesentlichen vergleichbar. Dennoch besteht Potential, die
Implementierung durch eine effizientere Programmierung zu optimieren, um sie fiir
Probleminstanzen mit einer htheren Knotenanzahl robust zu machen sowie die be-
obachteten Laufzeiten weiter zu verringern. Dies gilt insbesondere fiir die Vorverar-
beitung in der Version 3.

Da das allgemeine ELKP zu den N P-schweren Problemen gehort, siehe [DSDM95,
Theorem 4.16.], ist es nicht effizient losbar. Ob das IKWPK fiir unsere entwickelte
Version 3 effizient 16sbar ist, lisst sich aus der Simulation nicht ableiten.
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5 Zusammenfassung

Ziel dieser Arbeit war die Entwicklung eines geeigneten Losungsverfahrens fiir das
IKWPK. Bei der Rekonstruktion der Kreiskantengewichte war dabei zu beachten,
dass jeweils genau zwei Wege zwischen zwei beliebigen Knoten als kiirzester Weg in
Frage kommen — der aufsteigende und der absteigende Weg.

Zunichst haben wir festgestellt, dass das IKWPK als ganzzahliges lineares Pro-
gramm nicht effizient l6sbar ist. Das Problem enthélt fiir die ab- und aufsteigenden
Wege Nebenbedingungen, die Binédrvariablen erfordern. Deren Anzahl an méglichen
Kombinationen wichst exponentiell. Ebenso erwies sich die Formulierung als LKP
als ungeeignet, da die Wegmatrix W™ nicht invertierbar ist. Deshalb haben wir das
IKWPK in eine allgemeinere Form des LKP transformiert — in das ELKP und dessen
homogene Variante. Das ELKP ist als N'P-schweres Problemen zwar ebenfalls nicht
effizient losbar, jedoch handelt es sich bei dem IKWPK aufgrund des zugrundelie-
genden Kreisgraphen um ein viel spezifischeres Problem. Die von De Schutter und
De Moor entwickelten Methodiken zur Losung des ELKP haben wir auf das IKWPK
angepasst. Eine zentrale Eigenschaft des IKWPK als HELKP ist, dass dessen Lo-
sungsmenge ausschlieflich aus Extremalstrahlen besteht. Deshalb konnten wir alle
Berechnungsschritte mit Zentralstrahlen aus den urspriinglichen Algorithmen von
De Schutter und De Moor entfernen. Zudem haben wir Vorverarbeitungsschritte
der Probleminstanzen entwickelt, die die Komplexitat dieser verkleinern. Insbeson-
dere haben das Festlegen von Kantengewichten paralleler Distanzkanten und die
Identifikation von auf- und absteigenden Wegen durch den Kantengewichtsvergleich
dazu beigetragen.

Die Simulation auf Testinstanzen mit 4 bis 20 Knoten haben gezeigt, dass unsere
Anpassungen sowohl die Anzahl der verarbeiteten Strahlen als auch die Gesamtlauf-
zeiten des Losungsalgorithmus reduzieren konnten. Wiahrend sich in der Gesamtlauf-
zeit des Algorithmus von De Schutter und De Moor ein exponentielles Wachstum
andeutete, zeigten die angepassten Versionen einen deutlich moderateren Anstieg
der Gesamtlaufzeit. Insbesondere liefs sich beobachten, dass die Vorverarbeitung bei
groferen Instanzen zu noch geringeren Gesamtlaufzeiten fiihrt. Dies ist insbesondere
darauf zuriickzufiihren, dass durch die Vorverarbeitung vor allem die Komplexitit
der Probleminstanz reduziert wird, was zu einer geringeren Anzahl an zu verarbei-
tenden Extremalstrahlen pro Iteration fiihrt.

Wir haben somit ein Losungsverfahren fiir das IKWPK gefunden. Ob dieses effizient
im Sinne von polynomieller Laufzeit ist, bedarf einer weitergehenden Untersuchung
mittels einer detaillierten Komplexitdtsanalyse sowie weiteren Simulationen auf gro-
fseren Testinstanzen.

Im Laufe der vorliegenden Arbeit haben sich mehrere Fragestellungen ergeben, die
iiber den Rahmen dieser Arbeit hinausgehen und sich fiir zukiinftige Untersuchungen
anbieten:

- Die in dieser Arbeit in Kapitel 3.3.2 erlauterten Vorverarbeitungsschritte, bei
denen das Kantengewicht durch parallele Distanzkanten explizit bestimmt und
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Ungleichungsbedingungen mittels des Kantengewichtsvergleichs durch Glei-
chungsbedingungen ersetzt werden, haben gezeigt, dass manche Problemin-
stanzen deutlich effizienter zu 16sen sind als andere. Um Riickschliisse auf die
Rechenkomplexitét ziehen zu konnen, wire daher zu kliaren, welche Instanzen
zum Worst-Case-Verhalten unseres Algorithmus fiithren.

- Die Vorverarbeitung der Probleminstanzen fiihrt, wie in Kapitel 4.5 aufgezeigt,
zu besseren Laufzeiten des Losungsalgorithmus. Dies ist insbesondere der Fall,
wenn im Distanzgraphen viele parallele Distanzkanten enthalten sind. Erste
Versuche haben jedoch auch gezeigt, dass der Algorithmus ebenfalls bei einer
kleineren Anzahl paralleler Kanten effizienter ist, wenn im Distanzgraphen
durch den Kantengewichtsvergleich absteigende und aufsteigende Wege iden-
tifiziert werden konnten. Daher wire zu quantifizieren, in welchem Mafe der
Kantengewichtsvergleich zu einer Verbesserung der Laufzeit beitréigt.

- In einigen aktuellen Arbeiten werden mogliche Erweiterungen der Double Des-
cription Method, auf der auch unsere Algorithmen 1 und 2 basieren, diskutiert.
Ein Thema ist dabei der Einfluss der Reihenfolge, in der die Ungleichungen
bearbeitet werden. Dies haben wir fiir die Matrix P; im Kapitel 3.3.2 ebenfalls
thematisiert. Auch der Einsatz alternativer Adjazenztests wird diskutiert. Es
wire daher zu untersuchen, inwieweit diese Ansédtze im Kontext des IKWPK
zu verbesserten Laufzeiten fiihren.

Hinsichtlich der letzten Fragestellung verweisen wir auf die folgenden Arbeiten:

- Zolotykh, Nikolai Yu: New modification of the double description method for
constructing the skeleton of a polyhedral cone, 2012.

- Genov, Blagoy: The Convex Hull Problem in Practice : Improving the Running
Time of the Double Description Method, 2015.

- Semenov, Sergey O.; Zolotykh, Nikolai Yu : An FEzperimental Analysis of Dy-
namic Double Description Method Variations, 2022.
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Anhang

Der iibermittelte Anhang enthélt die fiir die Simulation in Kapitel 4 verwendeten
Algorithmen, Testinstanzen und Ergebnisse. Der Anhang umfasst die folgenden Da-
teien.

Dateiverzeichnis

Ergebnisformatierer.jl Konvertiert JSON-Ergebnisdateien in eine CSV-Datei.
Simulationsbeispiel_input.json Enthélt die Instanzen des Beispiels 14.
Simulationsergebnisse.csv Enthilt die Simulationsergebnisse fiir die Analyse.
Testinstanzengenerator.jl Algorithmus zum Erstellen der Testinstanzen.
V1_IKWPK. jl Version 1 des Losungsalgorithmus fiir das IKWPK.

V2_IKWPK.jl Version 2 des Ldsungsalgorithmus fiir das IKWPK.

V2_Simulationsbeispiel_output.json Enthilt die Ergebnisse des Beispiels aus
Abbildung 14 fiir die Version 2.

V3_IKWPK. jl Version 3 des Losungsalgorithmus fiir das IKWPK.

V3_Simulationsbeispiel_output.json Enthilt die Ergebnisse des Beispiels aus
Abbildung 14 fiir die Version 3.

Zusétzlich sind fiir die in der Simulation untersuchten Kombinationen aus Version x
und Knotenanzahl n die folgenden Dateien vorhanden:

Instanzen_n.json Enthélt die verwendeten Testinstanzen fiir eine gegebene Kno-
tenanzahl n.

Vx_Instanzen_n_output.json Enthélt die Ergebnisse der Berechnungen fiir die
entsprechenden Testinstanzen mit Knotenanzahl n fiir Version zx.
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