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Abstract

This thesis is about the limits of the computatnional complexity of Fair Correlation Clustering. Fair
Correlation Clustering is a generalization of the Correlation Clustering problem. The Correlation
Clustering problem is a problem of pattern matching in which a set is partitioned in a way, that similar
objects are clustered together and dissimilar are clustered apart. The Fair Correlation Clustering adds
the requirement, that the color ratio of the set must be transferred to the clusters. The requirement
of fairness arises from the increasing applications of clustering algorithms within modern society and
the concern about discrimination that could be caused by those practices. Fair Correlation Clustering
provides a solution to those concerns, but is not efficiently computable.

A recent publication [12] provided crucial insights and showed that problem instances in form of
forests with two colors in a ratio of 2:1 are efficiently solvable. In this thesis a specialization of the
problem is defined that regards inputs in form of cactus graphs, colored with only two colors and a
coloring ratio of 2:1. An algorithm is designed to solve the problem and on the algorithm’s basis it
is proven, that the problem is computable in polynomial time. Efficiently solvable problem instances
are thus not restricted to forests, but reach at least into the territory of cactus graphs. Based on the
algorithm for the specialized problem an algorithm for the more general problem of Fair Correlation
Clustering for inputs in the form of cactus graphs with an arbitrary amount of colors as well as
an arbitrary coloring ratio is formulated. It is proven, that the general problem is not solvable in
polynomial time.



Zusammenfassung

In dieser Arbeit werden die Grenzen der Komplexitéit des Fair Correlation Clusterings erforscht. Fair
Correlation Clustering ist eine Generalisierung des Correlation Clusteringproblems. Beim Correlation
Clustering wird nach einer Partition einer Menge gesucht, in welcher &hnliche Objekte zusammen grup-
piert werden und unéhnliche in unterschiedliche Cluster eingeteilt werden. Das Fair Correlation Clus-
tering verarbeitet gefarbte Mengen und fordert, dass die Farbverhéltnisse auf die Cluster iibertragen
werden. Diese Anforderung entstammt dem zunehmenden Einfluss von Clustering Algorithmen in
Verbindung mit maschinellem Lernen auf die Gesellschaft, sowie der damit verbundenen Sorge um
Diskriminierung. Das Fair Correlation Clustering bietet einen Ansatz zur Losung dieser Sorgen, ist
aber nicht effizient 16sbar.

Die kiirzlich versffentlichte Publikation von Casel et. al. [12] zeigt, dass Probleminstanzen in Form
von Wéldern mit zwei Farben in einem Verhiltnis von 1:2 effizient 16sbar sind. In dieser Arbeit wird
eine Spezialisierung des Fair Correlation Clustering definiert, welche sich auf Eingaben in Form von
Kaktusgraphen mit zwei Farben in einem Verhéltnis von 2:1 beschrénkt. Fiir dieses Problem wird ein
Algorithmus basierend auf einem dynamischen Programm formuliert. Auf Basis dieses Algorithmus
wird bewiesen, dass auch dieses Problem in polynomieller Zeit 16sbar ist. Effizient 16sbare Problemin-
stanzen sind somit nicht auf Wéalder begrenzt, sondern erstrecken sich mindestens auf Kaktusgraphen.
Der Algorithmus wird auf das generellere Problem des Fair Correlation Clustering mit Beschrankung
auf Kaktusgraphen mit beliebig vielen Farben in beliebigem Verhéltnis erweitert und gezeigt, dass
dieser Algorithmus nicht in polynomieller Zeit ausfiihrbar ist.
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Kapitel 1

Einleitung

In den Vereinigten Staaten wird die wiihlende Bevolkerung variierend nach Staat ca. alle 10 Jahre, nach
der Volkszihlung (engl. Census) in neue Wahlkreise eingeteilt. Bei Wahlen wird die Bevolkerung eines
Wahlkreises durch genau eine Stimme reprasentiert. Die Stimme des Wahlkreises wird durch einfache
Mehrheit bestimmt. Die Aufgabe, die Wihlerschaft in neue Wahlkreise zu gruppieren, wird von der
Partei iibernommen, die zu diesem Zeitpunkt an der Macht ist.

Bei der sogenannten Wahlkreisschiebung (engl. Gerrymandering) werden Regionen so in Wahlkreise
aufgeteilt, dass eine Partei allein durch die Gruppierung der Biirger einen Vorteil erhélt. Dazu wer-
den anhand von Stichproben Prognosen fiir die Stimmen von Nachbarschaften erstellt. Mithilfe dieser
Prognosen wird die Bevolkerung so gruppiert, dass die Wihler anderer Parteien durch eine geringe-
re Anzahl an Stimmen représentiert wird. In der Praxis kommen dazu verschiedene Methoden zum
Einsatz. Eine dieser Methoden zielt darauf ab, die Wihler der eigenen Partei in méglichst viele kleine
Wahlkreise einzuteilen, sodass diesen moglichst viele Stimmen zugeordnet werden und die Wahler an-
derer Parteien in moglichst wenige grofle Bezirke, sodass diesen weniger Stimmen zugeordnet werden,
auch wenn sie evtl. einen grofleren Anteil der Bevolkerung darstellen.

Das Problem der Wahlkreisschiebung beruht darauf, dass aufler dem geographischen Zusam-
menhang von Wahlkreisen fiir die Gruppierung nicht viele Anforderungen gestellt werden. Damit
ist die Definition von Wahlbezirken offen fiir nahezu jede erdenkliche Gréfle und Form. Wahlkreis-
schiebung findet nicht nur in den Vereinigten Staaten statt, sondern auch in anderen Landern, wie
Groflbritannien, Frankreich und Deutschland. Um die Wahlkreisschiebung hat sich eine regelrechte
Industrie gebildet. In dieser werden professionelle statistische Auswertungen und Methoden der
sogenannten Clusteranalyse verwendet, um die Gruppierung der Bevolkerung zu den eigenen Gunsten
zu optimieren. [40][34][26]

Die Klassifizierung oder Gruppierung von Objekten wird als Clustering (dt. Gruppierung) bezeichnet.
In der Disziplin der Clusteranalyse werden verschiedene Definitionen des Clusterings behandelt,
die flir verschiedene Anwendungszweck geeignet sind. Die Definitionen von Clusteringproblemen
konnen auf verschiedene Arten unterteilt werden. Sie lassen sich bspw. danach einteilen, wie vielen
Clustern ein Datenobjekt zugeordnet werden kann. Einerseits gibt es Probleme, bei deren Losungen
jedes Objekt genau einem Cluster zugeordnet wird, diese werden als ”hard-clustering”bezeichnet.
Andererseits gibt es solche, bei denen sie mehreren Clustern zugeordnet werden kénnen, was als
"soft-clustering” bezeichnet wird. Das soft-clustering kann noch weiter unterteilt werden, in Statisti-
sche, Hierarchische und Fuzzy Clusterings. Beim Statistischen Clustering wird zu jedem gegebenen
Datenobjekt/-punkt z und jedem Cluster C; ein Wert P(C;lx) € [0,1] angegeben, welcher die
Wahrscheinlichkeit angibt, dass dieser Punkt diesem Cluster zugeordnet wird. Beim Hierarchischen
Clustering werden Datenobjekte hierarchisch strukturierten Gruppen zugeordnet, so dass ein Objekt



einem Cluster und automatisch jedem hierarchisch dariiber liegenden Cluster zugeordnet wird. Ein
Beispiel dafiir ist die biologische Taxonomie, bei welcher Lebewesen einer Art und damit automatisch
einer Gattung, einer Familie, einer Ordnung, einer Klasse, einem Stamm, einem Reich und einer
Doméne zugeordnet werden. Beim Fuzzy-Clustering werden die Objekte anteilig Clustern zugeordnet.
Dadurch kénnen sich Cluster iiberschneiden. [20][31][23]

Es gibt iiber hundert Algorithmen zur Losung von Clusteringproblemen. Jede Definition und
jede Gruppierung kann in gewissem Kontext eine Berechtigung aufweisen. Welche Definition des
Clusterings verwendet wird, wird in Abh#ngigkeit des Kontextes vom Anwender entschieden. Die
Wahl des Clusteringproblems stellt eine potentielle Quelle fiir gezielten oder unbeabsichtigten Bias
(dt. Verzerrung von Ergebnissen) dar. Die meisten Algorithmen verwenden zudem Parameter, die
ebenfalls vom Anwender vorgegeben werden miissen. Unter anderem koénnen die Parameter angeben
wie viele Objekte in einer Gruppe enthalten sein diirfen oder wie viele Gruppen es insgesamt geben
soll. Als wiren das nicht genug Moglichkeiten zur Einflussnahme, werden in der Praxis oftmals mehrere
Ergebnisse berechnet und aus diesen das ”aussagekriiftigste” Ergebnis ausgesucht. [33][23][44][12][3]

In der Publikation ”Clustering: Science or Art?”[33] wird die Diskussion iiber die Existenz natiirlicher
absoluter Gruppierungen aufgegriffen. Der Einfluss des Anwenders wird als Argument genutzt, um die
Clusteranalyse von der Wissenschaft zur Kunstform zu degradieren. Am Ende der Publikation wird
die Bedeutung einer solchen Kategorisierung relativiert. Die Kritik an der Praxis des Clusterings bleibt
jedoch bestehen. Eine einheitliche Definition und einheitliche Vorgehensweisen kénnten dabei helfen,
dem Gebiet mehr Legitimitdt zu verleihen und Problemen wie der Wahlkreisschiebung entgegen zu
wirken.

Um Ergebnisse nachvollziehbarer zu gestalten, wird eine einheitliche Definition des Clustering-
problems benétigt. Alle Definitionen des Clusterings haben eine Gemeinsamkeit: Das Kernziel jedes
Clusteringproblems besteht darin, die Datenobjekte so zu gruppieren, dass die Objekte eines Clusters
moglichst ”&hnlich” zueinander sind und méglichst ”unterschiedlich” zu Objekten anderer Gruppen.
Durch diese Gemeinsamkeit ldsst sich eine Generalisierung aller Clusteringprobleme definieren. Die
Generalisierung ist bekannt unter dem Namen Correlation Clustering. [1][12][31]

In Kapitel 1.1.6 wird die formale Definition zum Problem des Correlation Clusterings gegeben.
Bei diesem Problem werden abstrakte Datenobjekte zusammen mit einem Maf} fiir ihre paarweise
Ahnlichkeit bzw. Unterschiedlichkeit als Eingabe vorgegeben und eine Gruppierung als Ergebnis
bestimmt. Aufler dieser Eingabe werden keinerlei Parameter vorgegeben. Der Einfluss des Anwenders
wird dadurch auf die Definition des Begriffs ” Ahnlichkeit” beschriinkt. Potentielle Quellen fiir Bias
durch die Wahl von Problemdefinition, Parametern und die gezielte Selektion von Ergebnissen werden
durch das Correlation Clustering umgangen. [44][12][3]

Fiir das Correlation Clustering bestehen jedoch eigene Herausforderungen. In der Mathematik
wird meist nach Algorithmen zur Losung moglichst genereller Probleme gesucht, da diese sich zur
Losung aller Spezialfiille verwenden lassen. Damit ist der Aufwand zur Erstellung von Algorithmen
geringer, weil nicht fiir jede Form von Eingaben ein Algorithmus gefunden werden muss. Der Nachteil
besteht darin, dass generellere Algorithmen niemals effizienter sein konnen als Algorithmen zur Losung
von Spezialisierungen. Das ist auch bei den Clusteringproblemen der Fall. Viele Clusteringprobleme
sind effizient losbar. Das Correlation Clustering ist nicht effizient losbar. Stattdessen miissen in
der Praxis Approximationsalgorithmen genutzt werden, welche Niherungen an exakte Losungen
berechnen. In Kapitel 1.1.3 wird eine Einfithrung zur Mathematik beziiglich des Ressourcenaufwands
zur Losung von Problemen gegeben. Kapitel 1.3.1 beleuchtet die Forschung rund um das Correlation
Clustering, welche sich hauptséchlich auf die Verbesserung des Ressourcenaufwands fokussiert.



Der Ressourcenaufwand ist allerdings nicht das einzige Problem des Correlation Clusterings. Clus-
teringprobleme werden im Bereich des maschinellen Lernens verwendet. Sie stellen einen Grundpfeiler
des maschinellen Lernens dar. Clusterings werden verwendet, um in Datensétzen unbekannte Muster
in Form von Gruppierungen zu entdecken. Das Clustering wird daher im Kontext des maschinellen Ler-
nens auch als Pattern Recognition bezeichnet und in die Klasse der uniiberwachten Lernalgorithmen
eingeordnet. Mit Hilfe der Algorithmen des uniiberwachten Lernens werden Muster in Daten gesucht
und dies mit so wenig menschlichem Zutun wie moglich. Diese Verfahren werden héufig zur Vorverar-
beitung von Daten verwendet, die Ergebnisse konnen dann fiir das Training von iiberwachten Lernal-
gorithmen genutzt werden. Die iiberwachten Lernalgorithmen approximieren das Clustering meist mit
dem Ziel neue, bisher unbekannte Datenobjekte klassifizieren zu kénnen.

Maschinelles Lernen zieht langsam aber sicher in allen Bereichen des menschlichen Lebens ein.
Clusteringalgorithmen werden vermehrt zur Klassifizierung von Personen verwendet. Die Wahlkreis-
schiebung ist dabei nur eines von vielen Beispielen fiir die Anwendung von Clusteringalorithmen
unter Verwendung personenbezogener Daten. Weitere Anwendungszwecke sind die Verarbeitung von
Versicherungsanspriichen im Bereich der Medizin, die Verteilung von Ressourcen beim Stédte- oder
Héuserbau, die Klassifizierung von Menschen in Gefahrenstufen, wie bspw. an Flughéfen, oder auch in
Geféngnissen zur Entscheidungsfindung bei Antrégen auf frithzeitige Entlassung. [31][35][36][41][43][2]

Aufgrund des unausweichlichen gesellschaftlichen Einflusses werden nicht nur vermehrt Aufrufe
fiir Nachvollziehbarkeit laut, sondern auch solche fiir mehr Fairness. Genauer ausgedriickt wird
die intensivere Behandlung von statistischem Bias gefordert und die Garantie, dass verwendete
Algorithmen frei von Diskriminierung sind. Kapitel 1.3.2 gibt eine Einfithrung in den aktuellen
Diskurs zu Fairness und Anséitze zur Definition algorithmischer Fairness.

Zwar ist die Vereinheitlichung der Clusteringprobleme ein Schritt, der zu einfacher nachvoll-
ziehbaren und damit einfacher iiberpriifbaren Ergebnissen fiihrt, jedoch werden die Anforderungen
an algorithmische Fairness, wie sie in Kapitel 1.3.2 definiert sind, in der Problemdefinition des
Correlation Clusterings nicht beriicksichtigt. Aus diesem Grund wurde das Fair Correlation Clustering
entwickelt. Eine formale Definition wird in 1.1.6 gegeben. Das Fair Correlation Clustering stellt eine
Generalisierung des Correlation Clusterings dar und kann somit keinen effizienteren Losungsweg
aufweisen, als das Correlation Clustering selbst.

Diese Arbeit widmet sich genau diesem Problem. Das Fair Correlation Clustering ist ein be-
sonders schwieriges Problem, fiir das es keine effiziente Losung gibt und fiir das bekannt ist, dass es
keine effiziente Losung geben kann. Die Aufgabe dieser Arbeit besteht darin, die Grenzen der effizient
lésbaren Probleminstanzen zu erforschen. Casel, Friedrich, Schirneck und Wietheger zeigen in [12],
dass Probleminstanzen, die auf Walder beschrinkt sind und zwei Farben im Verhéltnis 2:1 effizient
losbar sind. Die Aufgabe dieser Arbeit besteht darin zu {iberpriifen, ob die Grenzen der effizient
l6sbaren Probleminstanzen iiber Wilder hinausgeht und auch Kaktusgraphen mit zwei Farben im
Verhiltnis 2:1 effizient losbar sind. Dazu werden die von Casel et. al. [12] vorgestellten Algorithmen
auf Kaktusgraphen erweitert und deren Komplexitdt hergeleitet. Dazu werden die Ergebnisse von
Buchin [10] verwendet, welche dynamische Programmierung auf Kaktusgraphen anwendet, um ein
anderes Partitionsproblem zu 16sen. Die Algorithmen von Casel et. al. werden in Kapitel 2.1 vorgestellt
und die Erweiterungen sowie deren Komplexitéitsgrenzen in Kapitel 2.2. Dynamische Programmierung
wird in Kapitel 1.1.5 erldutert.

Das Ziel besteht darin die Grenzen des Ressourcenaufwands genauer zu bestimmen. Daher werden
neben der mathematischen Herleitung der Algorithmen auch deren Komplexitidtsgrenzen hergeleitet.
Im Zuge der Herleitung der Grenzen fiir die neuen Algorithmen werden auch genauere Grenzen
hergeleitet als die in [12] vorgestellten.



Damit diese Arbeit moglichst unabhingig von den mathematischen Kenntnissen des Lesers ist,
wird in Kapitel 1.1 eine Einfithrung in die hierfiir wichtigsten mathematischen Bereiche gegeben.
Danach wird im Kapitel 1.3 der aktuelle Stand der Wissenschaft prisentiert. In Kapitel 2 wird der
Hauptteil der Arbeit vorgestellt, gefolgt vom Fazit in Kapitel 3.

Am Ende jedes Kapitels ist unten rechts ein Link zum Inhaltsverzeichnis angegeben.

Inhaltsverzeichnis



1.1 Grundlagen

In diesem Kapitel werden die Symbole und Notationen erldutert, die in dieser Arbeit verwendet
werden. Nach dieser Einfithrung sollte die Basis zum Versténdnis der nachfolgenden Kapitel gegeben
sein. In Kapitel 1.1.1 werden die Grundlagen zur Mengenlehre, Logik und Abbildungen vermittelt, in
Kapitel 1.1.2 folgen Notationen, die weniger geliufig sind und sich auf diese Arbeit und die von Casel
et. al. [12] beschrinken. Das Kapitel 1.1.3 ist eine kurze Einfithrung in die Komplexitéitstheorie. Dem
folgt in Kapitel 1.1.4 eine kurze Einfithrung in die Grundlagen der Graphentheorie. Danach wird in
Kapitel 1.1.5 das dynamische Programm zur Anwendung auf Bdumen beschrieben.

Inhaltsverzeichnis

1.1.1 Mengenlehre, Logik und Abbildungen

Purkert et. al. bezeichnen in [37] die Mengenlehre zusammen mit der Logik als Grundstein der Ma-
thematik. Der Hauptteil dieser Arbeit (siehe Kapitel 2) stiitzt sich stark auf die Definitionen der Men-
genlehre und Logik und nimmt sich dabei einige Freiheiten bei der Notation, die folgend beschrieben
werden

Definition 1.1.1 (Identifikator) Ein Identifikator oder auch Bezeichner sei gegeben durch eine be-
liebige Folge an Symbolen, mit der keine Standardoperationen assoziiert werden. Identifikatoren werden
zur Benennung und zum Referenzieren von Objekten verwendet.

Mit Standardoperationen sind génge Symbole wie die der arithmetischen Operationen gemeint
(+a —ne =S, etc.)

Der Begriff des Identifikatoren wird in der Mathematik weniger hiufig verwendet. Es handelt sich
um einen Begriff der meist in der Informatik verwendet wird. Er unterscheidet sich vom Begriff der
Variable durch die Wertzuweisung. Er kann zu verschiedenen Zeitpunkten verschiedene Objekte oder
Werte darstellen.

Definition 1.1.2 (Wertzuweisung) Finem Identifikator a kann dber die Wertzuweisung + ein
Wert bzw. eine Identitit zugeordnet werden, a < 5. Diese kann auch verdndert werden. Dies setzt
eine zeitliche Reihenfolge voraus. Uber das Gleichheitszeichen " =" kinnen Aussagen zum Wert eines
Identifikators getroffen werden —(a = 6) (mit = zur Negation der Aussage)

Definition 1.1.3 (Mengen) Fine Menge M stellt eine Zusammenfassung (Komprehension) an Ob-
jekten dar. Eine Menge hat keine Ordnung und es kénnen keine Duplikate von Objekten enthalten sein.
In der Definition einer Menge miissen die Objekte so definiert werden, dass diese eindeutig identifiziert
werden kénnen. Zwei Mengen sind genau dann gleich, wenn sie die gleichen Objekte beinhalten. Men-
gen konnen durch die Auflistung der enthaltenen Objekte definiert werden, dies wird durch geschweifte
Klammern notiert

{01, 02,03, ..., On}
Wenn dazu wie folgt ein Identifikator angegeben wird M = {01, 02, ...,0,}, dann kann die Menge durch

M referenziert werden.
Zwei Mengen gleichen sich genau dann, wenn sie genau dieselben Objekte beinhalten.

Bekannte standardisierte Mengen sind die verschiedenen Zahlenmengen N, Z, Q, R, C. Bei diesen Men-
gen stellen die Objekte Zahlen dar. Sie werden hier nicht weiter erldutert.



Definition 1.1.4 (Elementbeziehung) FEin Objekt, dass sich in einer Menge befindet, wird als Ele-
ment dieser Menge bezeichnet. Wenn ein Element mit dem Identifikator o in einer Menge M enthalten
ist, kann dies wie folgt notiert werden o € M (gelesen als "o ist Element der Menge M”). Die Zu-
gehorigkeit mehrerer Objekte o1 und os zu einer Menge kann wie folgt notiert werden 01,09 € M.

Definition 1.1.5 (Kardinalitéit) Die Kardinalitit einer Menge M beschreibt die Anzahl der Ele-
mente in dieser Menge. Sie wird angegeben mit |M| € N.

Definition 1.1.6 (Teilmenge) T ist genau dann eine Teilmenge von O, wenn T mindestens ein
Objekt aus der Menge O beinhaltet und kein Objekt, das nicht auch in O enthalten ist. Die Beziehung
wird notiert als T C O bzw. O O T. O wird als Obermenge von T bezeichnet. Fine echte Teilmenge ist
eine Teilmenge, die weniger Objekte beinhaltet als die Obermenge, also |T'| < |O| und wird mit T C O
bzw. O O T angegeben.

Anhand von Mengen kann die Abbildung als Relation zwischen Elementen zweier Mengen definiert
werden.

Definition 1.1.7 (Abbildung) FEine (undire) Abbildung, auch Funktion genannt, ist eine Zuordnung
von Elementen einer Menge auf Elemente einer anderen oder derselben Menge. Seien die zwei Mengen
B und C gegeben. Eine Abbildung der Elemente von B auf Elemente von C wird wie folgt notiert

B—C

Dabei muss jedem Element von B genau ein Element von C zugeordnet werden. Einer Abbildung lisst
sich wie folgt ein Identifikator zuweisen

A:B—=C

Die Menge, deren Elemente auf die andere abgebildet wird (in gegebenem Fall A) wird als Urbild,
Quellmenge oder Definitionsbereich bezeichnet. Die Elemente dieser Menge werden als unabhingige
Variablen oder im Kontext der Informatik auch als Parameter bezeichnet. Die Menge, auf die abgebildet
wird, wird als Abbild, Ziel- oder Bildmenge oder als Wertebereich bezeichnet. Die Elemente dieser
Menge werden als abhdngige Variablen bezeichnet.

Wenn zur Definition der Abbildung Eigenschaften der unabhdngigen und der abhdngigen Variablen
bendtigt werden, wie bspw. die Kardinalitit eines Elementes, werden diesen wie folgt Identifikatoren
zugewiesen

Arx—y

oder
A:xzeB—yeC

Der Wert einer Abbildung fiir ein Objekt b € B wird wie folgt gegeben A(z). Eine Gleichung stellt
eine logische Aussage zur Relation zweier Objekte b € B und ¢ € C und der Abbildung dar und
kann wie folgt notiert werden A(b) = c. Diese Aussage impliziert, dass das Element b € B durch die
Abbildung A auf das Element ¢ € C' abgebildet wird.

Aus einer Abbildung a : A — B ist nicht immer eine Abbildung B — A ableitbar. Eine Abbil-
dung wird als surjektiv bezeichnet, wenn jedes Element der Bildmenge mindestens einem Element des
Definitionsbereichs zugeordnet wird. Sie wird als injektiv bezeichnet, wenn kein Wert der Bildmenge
mehr als einem Element des Definitionsbereichs zugeordnet wird. Eine Abbildung ist bijektiv wenn sie
sowohl sur- als auch injektiv ist. Nur wenn eine Abbildung a : A — B bijektiv ist, kann aus ihr eine
Abbildung B — A abgeleitet werden.

Definition 1.1.8 (Logikoperatoren) Seien A und B Aussagen, die entweder wahr oder falsch sein
kénnen, dann werden folgenden Operatoren als Logikoperatoren bezeichnet:



Negation: —A
A ist nicht wahr

Konjunktion: AN B
A und B sind wahr

Disjunktion: AV B
mindestens eine der beiden Aussagen A und B ist wahr

Kontravalenz: A ¢ B
entweder ist A oder B wahr

Implikation: A = B
wenn A wahr ist, dann ist B wahr

Aquivalenz: A < B
A und B haben denselben Wahrheitswert

Die Logikopertoren kénnen verwendet werden, um logische Aussagen {iber Elemente auszudriicken.

Definition 1.1.9 (Quantoren) Sei M eine Menge. Die folgenden Symbole werden verwendet, um
Aussagen zu einer Menge zu machen, statt nur fir einzelne Objekte in der Menge.

Existenzquantor: dm € M
FE's existiert mindestens ein Element in M.

Eindeutigkeitsquantor: 3'm € M
Es existiert genau ein Element in M.

Allquantor: Yvm € M
Jedes Element in M.

Quantoren werden Aussagen durch ”:” zugeordnet. Dabei kann sich die Aussage auf den Identifikator
beziehen. Sei A eine Aussage, dann kann diese Aussage mittels der Quantoren fir alle Elemente
Ym € M : A(m), mindestens ein Element 3m € M : A(m) und genau ein Element 3m € M : A(m)
getroffen werden.

Mit Hilfe von Quantoren und Logikopertoren kénnen Mengen auch als eine Sammlung an Eigenschaften
definiert werden.

Definition 1.1.10 (Eigenschaften) Mengen kinnen neben der Auflistung von Objekten auch als
eine Menge an FEigenschaften definiert werden, die als logische Aussagen dargestellt werden. Jedes
Objekt, dass alle Eigenschaften erfillt, ist in der Menge enthalten.

Sei M eine Menge. Seien die FEigenschaften durch eine Aussage A gegeben (mehrere Aussagen
kinnen durch Konjunktion zu einer einzigen zusammengefasst werden). Dann kann die Menge M
durch folgende Implikation iber der Obermenge O definiert werden.

VeeO: Alx) =z e M

Solche Implikation kénnen alternativ wie folgt notiert werden. Als erstes wird ein Identifikator vergeben.
Dem Identifikator folgt ein wvertikaler Strich und diesem die Auflistung der FEigenschaften, getremnt
durch Kommata oder A (logisches "und”).

M = {z € O|A(z)}



In der Definition wurde nur eine Aussage verwendet, was daran liegt, dass sich eine Menge an Aussagen
durch die Konjunktion zu einer einzigen Aussage vereinen lésst. Die folgende Implikation mit den zwei
Aussagen A und B

VeeO: (A(x) ANB(z)) =z e M

lasst sich alternativ wie folgt als Mengendefinition angeben
M = {x € O|A(z) A B(z)}

Es hat sich etabliert, die Konjunktionen in der Definition von Mengen durch Kommata zu ersetzen,
sodass alternativ

M = {z € OJ]A(z), B(z)}
notiert werden kann. Wenn auch fiir die effiziente Berechnung nicht ganz so vorteilhaft, kann die

Definition von Mengen mittels Eigenschaften auch ohne Angabe einer Obermenge erfolgen.

Hier zwei Beispiele fiir die Definition von Mengen.

Beispiel 1.1.1 Folgende Menge beinhaltet bestimmte Elemente aus der Menge der natiirlichen Zahlen
N.
{z € N|z > 5}

Die Menge beinhaltet alle natirlichen Zahlen die grofler sind als 5. Die Grofle der Zahlen lisst sich
wie folgt auch nach oben begrenzen.

M ={z eN|(z >5) A (z <12)}

oder dquivalent
M ={z e N|(z > 5),(z < 12)}

Die Elementbeziehung lisst sich als logische Aquivalenz ausdriicken
(meM) < ((meN)A (B <m<12))

Die Klammersetzung dient zur Verdeutlichung. Gleichungen, Aussagen und Operatoren werden folgend
nicht mehr in einzelne Klammern gesetzt.

In folgendem Beispiel wird verdeutlicht, dass Objekte auch komplexer sein kénnen, als einfache Zah-
lenwerte. Die gegebenen Eigenschaften treffen Aussagen zur Kardinalitdt der Objekte.

Beispiel 1.1.2 Die Menge M enthdlt alle Objekte der Obermenge O, die bestimmte Anforderungen
zur Kardinalitdt erfillen.
M ={0€0|3<|o|,5>|o|}

Die Objekte in M sind somit Mengen oder andere Objekte, die eine Kardinalitit besitzen, die zwischen
3 und 5 liegt.

Definition 1.1.11 (Potenzmenge) Sei die Menge M gegeben, dann ist die Potenzmenge P(M) de-
finiert als
P(M) ={m|m C M}

Definition 1.1.12 Das Symbol () stellt die leere Menge dar, eine Menge ohne Objekte. Sie wird formal
definiert als {} durch Auflistung aller Objekte darin oder dquivalent tiber Figenschaften O = {z|z ¢ x}.



Mit Hilfe der Logikoperatoren, der Definition von Mengen {iber deren Eigenschaften lassen sich die
Mengenoperationen wie folgt definieren.

Definition 1.1.13 (Mengenoperationen) Seien A und B zwei Mengen, dann wird M wie folgt de-
finiert:

Vereinigung: M = AUB = {¢elec AVee€ B}
M beinhaltet alle Elemente, die in A oder B enthalten sind.

Schnittmenge: M = ANB={eclec ANe € B}
M beinhaltet alle Elemente, die in A und B enthalten sind.

Differenz: M = A\B = {elec ANe ¢ B)}
M beinhaltet alle Elemente, die in A enthalten sind, aber nicht in B.

Symmetrische Differenz: M = AAB = {elec Ad¢ e € B}
M beinhaltet alle Elemente, die entweder in A oder in B enthalten sind.

Alle angegebenen Mengenoperationen sind symmetrisch, sodass AU B = B U A, davon ausgenommen
ist lediglich die Differenz. Ahnlich wie bei arithmetischen Termen werden die Operationen von links
nach rechts ausgewertet.

Folgende Darstellung (Quelle: https://de.wikipedia.org/wiki/Mengenlehre) gibt fiir jede Mengenope-
ration ein Beispiel im zweidimensionalen kontinuierlichen Raum, bei dem zwei Mengen A und B durch
deren Grenzen in Form von Kreisen dargestellt werden. Von links nach rechts werden die Vereinigung,
die Schnittmenge, die Differenz und die Symmetrische Differenz dargestellt.
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Abbildung 1.1: Mengenoperationen

Beispiel 1.1.3 In folgender Menge stellen Paare aus Mengen zusammen jeweils ein Element dar,
wenn diese Mengen die gegebenen FEigenschaften erfiillen

{z,y} € llany # 0N zAy # 0}

Die Elemente dieser Menge sind selbst Mengen, mit jeweils zwei Elementen, die eine gemeinsame
echte Teilmenge aufweisen. Das heifst die Mengen jedes Elements gleichen sich in einem Teil und
unterscheiden sich in einem anderen Teil. Die Obermenge I ist in diesem Beispiel nicht von Belang
und wird nicht weiter spezifiziert. Es sei zu beachten, dass die Elemente in {x,y} keine Reihenfolge
aufweisen.

Definition 1.1.14 (Tupel) FEin Tupel ist eine geordnete Zusammenfassung von Objekten, in welcher
Duplikate maglich sind. Tupel werden durch runde Klammern angegeben v = (01,02, ...,0,).

Runde Klammern werden nicht nur zur Definition von Tupeln verwendet, sondern auch zur Angabe
von Auswertungsreihenfolgen und zur Angabe von Parametern fiir Abbildungen, sowie zur Bildung
von Vektoren.



Definition 1.1.15 (Kartesisches Produkt) Das kartesische Produkt ist eine Operation zwischen
zwei oder mehr Mengen A und B, die definiert ist als

Ax B:={(a,b)lac ANbE B}

Seien n € N>o Mengen A; gegeben, wobei i eine Variable mit i € [n] (siehe Kapitel 1.1.2) sei und Teil
der Identifikatoren. Dann ist das kartesische Produkt dieser Mengen definiert als

Ay X Ay X ... X Ay i={(a1,02,...,a,)|Vi € [n] : a; € A;}

Das kartesische Produkt einer Menge mit sich selbst wird notiert wie die Potenz A x A = A?. Somit
gebe A™, mit n € N>o das n-fache kartesische Produkt mit sich selbst an. Es gelte A" = A x A1, fiir
allen > 2.

Das kartesische Produkt kann bei der Definition von Vektoren und der n-édrer Abbildungen verwendet
werden.

Definition 1.1.16 (Vektoren) Ein Vektor v ist ein Tupel, das ausschliefllich Zahlenwerte als Objekte
beinhalten. Ein Vektor mit n € N reellen Zahlen wird notiert als

veR?

Fiir Vektoren sind bestimmte Rechenoperationen definiert. In dieser Arbeit wird nur die Addition von
Vektoren verwendet, weshalb nur diese beschrieben wird. Die Addition von Vektoren vor, dass die
Vektoren dieselbe Kardinalitit aufweisen. Das i-te Element des ersten Operanden wird mit dem i-ten
Element des zweiten Addiert.

Definition 1.1.17 (n-dre Abbildung) Secien die Mengen X,Y und Z gegeben, sowie die Menge K
als das kartesische Produkt K = X x Y, dann kann eine undre Abbildung A der Menge K auf die

Menge Z notiert werden als
A K—>Z

oder dquivalent
A: X XY > Z

Aussagen zu bestimmten Werten als Parameter der Abbildung werden als A(x,y), mit x € X und
y €Y notiert.

Definition 1.1.18 (Partition) Sei eine Menge M gegeben, dann ist eine Partition P iiber M eine
FEinteilung in i Klassen P = {C1,C5,C5,...,C;}, mit 1 < i < |M| und VC; € P : C; # 0, sowie
V(C“CJ) S {(Ci,Cj) S P2|Ci 75 Cj} : C; ﬂCj =0 und UCiGP Ci =M.

Beispiel 1.1.4 Folgende Menge verdeutlicht die Anwendung von kartesischen Produkten in Kombina-

tion mit Tupeln
{(z,y) € Pz Ny #DAxAy # 0 A |z| < 5}

In diesem Fall handelt es sich bei der Obermenge J? = J x J um ein kartesisches Produkt. Die runden
Klammern geben an, dass es sich um ein geordnetes Objekt handelt. Die Anforderung |x| < 5 bezieht
sich somit immer auf das erste Element des Tupels.

Inhaltsverzeichnis
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1.1.2 Notationen

Die folgenden Notationen sind weniger geldufig, als die des vorhergehenden Kapitels. Da sich diese
Arbeit stark an der Publikation [12] orientiert, werden deren Notationen iibernommen.

Notation 1.1.1 Sei ein Wert a € N gegeben, dann sei [a] = {1,2,3,...,a}.
Notation 1.1.2 Sei eine Menge A gegeben, dann sei die Potenzmenge von A gegeben mit 241

Notation 1.1.3 Sei eine Partitionierung P iber einem Graphen gegeben, dann sei die Klasse, in der
ein gegebener Knoten v eingeteilt wird, mit P[v] gegeben.

Notation 1.1.4 Die Elemente eines Tupels werden wie folgt iber eckige Klammern angegeben, vli],
wobei v den Vektor und i € N die Position angibt (beginnend bei Position 1).

Notation 1.1.5 Sei M eine Menge und n € N5, dann sei (Aj) = {m € 2Mljn = |m|}.

Inhaltsverzeichnis

1.1.3 Komplexititstheorie

In diesem Kapitel werden die Grundlagen zur Diskussion der Komplexitit des Fair Correlati-
on Clusterings vermittelt. Im ersten Unterkapitel 1.1.3.1 werden Definitionen gegeben, die zum
Verstindnis essentiell sind, wie die eines Algorithmus, eines algorithmischen Problems und die von
Rechnermodellen. Danach werden im néchsten Unterkapitel 1.1.3.2 die unterschiedlichen Zielsetzungen
von Problemen beschrieben. Im darauf folgenden Unterkapitel 1.1.3.3 wird die Landau Notation
und das Mastertheorem vorgestellt, die zur Herleitung der asymptotischen Grenzen fiir die Laufzeit
von Algorithmen genutzt werden. Im letzten Unterkapitel 1.1.3.4 werden dann die verschiedenen
Komplexitétsklassen und die Reduktion zum Nachweis der Zugehorigkeit beschrieben.

Die Komplexitéatstheorie befasst sich mit dem Vergleich von Algorithmen. Algorithmen lassen
sich nur sinnvoll vergleichen, wenn sie zur Lésung desselben Problems dienen. Algorithmen zur Losung
desselben Problems werden iiber ihren Ressourcenaufwand miteinander verglichen. In der vorliegenden
Arbeit wird nur die Laufzeit als Ressource betrachtet. Der Speicherbedarf ist ebenfalls Gegenstand
der Komplexitétstheorie, wird hier aber nicht behandelt. Die Laufzeit eines Algorithmus wird durch
die Anzahl der verwendeten Operationen bestimmt. Die Operationen, die einem Algorithmus zur
Verfiigung stehen, miissen elementar sein. Sie werden in Rechnermodellen vorgegeben. Da derselbe
Algorithmus zur Losung verschiedener Eingaben unterschiedlich lang brauchen kann, wird mit Hilfe
der Landau Notation eine asymptotische Grenzfunktion hergeleitet, welche die maximale Anzahl der
Operationen in Abhéngigkeit der Eingabegrofie angibt.

Uber die Komplexitit des besten Algorithmus zur Losung eines Problems kann die Komplexitiit
des Problems selbst hergeleitet werden. Probleme werden aufgrund ihrer Komplexitdt in Komple-
xitdtsklassen eingeteilt. Probleme einer Klasse kénnen oftmals von Algorithmen fiir andere Probleme
derselben Klasse gelost werden. Diese Eigenschaft wird bei der Reduktion verwendet, um die Komple-
xitét verschiedener Probleme zu beweisen.

Neben der Klassifizierung nach Effizienz, werden Probleme auch danach eingeteilt, welche In-
formationen in der Losung gefordert sind, wie bspw. dem Entscheidungsproblem, bei dem ein Wert
”ja” oder "nein” gefordert ist oder dem Optimierungsproblem, bei dem es einen Wert zu maximieren
oder zu minimieren gilt. Aus Optimierungsproblemen, die nicht als effizient losbar gelten, werden
oftmals Approximationsprobleme hergeleitet. Approximationen sind Losungen, die nicht unbedingt
exakt sind, aber sich exakten Losungen anndhern. Die Approximationsproleme haben nur einen Sinn,
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wenn sie effizient 16sbar sind, daher werden sie nicht anhand ihrer Komplexitit klassifiziert, sondern
danach, wie nahe die Losungen mindestens an eine exakte Losung herankommen. Dies wird durch die
Approximationsgiite ausgedriickt.

Diese Zusammenhinge werden in den folgenden Unterkapiteln im Detail betrachtet. Fiir eine
tiefergehende Einfithrung sei auf das Bcuh von Wegener [42] und aus dem Buch von Ernst, Schmidt
und Beneken auf die Kapitel [21] und [22] verwiesen, welche als Quellen dieses Kapitels dienen.

Inhaltsverzeichnis

1.1.3.1 Algorithmen und algorithmische Probleme
Definition 1.1.19 (Alphabet) Eine endliche geordnete Menge wird als Alphabet bezeichnet.

Definition 1.1.20 (Symbol) Die Elemente eines Alphabets werden als Symbole bezeichnet.

Definition 1.1.21 (Transitive Hiille) Sei ein Alphabet ¥ gegeben, dann wird das x-fache kartesi-
sche Produkt von ¥ mit sich selbst als transitive Hiille ¥ bezeichnet, definiert als Xt = X%, mit
WS N>0.

Definition 1.1.22 (Kleensche Hiille) Die kleensche Hille ¥* eines Alphabets ¥ ist definiert als
Y =%t u{e}
, wobei € das leere Wort darstellt, das die Linge |¢| = 0 aufweist.

In der kleensche Hiille sind alle Kombinationen enthalten, die sich aus den Symbolen des Alphabets
bilden lassen zusammen mit dem leeren Wort.

Das leere Wort wird als Ausgangspunkt zur Erstellung anderer Worter genutzt, mittels sogenannter
Ableitungsregeln. Die Ableitungsregeln werden in Grammatiken definiert. Diese werden hier nicht
vorgestellt, weil sie zum Verstdndnis nicht notwendig sind.

Definition 1.1.23 (Formale Sprache) Sei ¥ ein Alphabet, dann wird die Teilmenge L der kleen-
schen Hiille iber diesem Alphabet L C ¥* als formale Sprache bezeichnet.

Definition 1.1.24 (Wort) Sei ein Alphabet 3 und eine formale Sprache L C ¥* gegeben, dann wird
jedes Element x € L als Wort bezeichnet.

Eine formale Sprache ist somit eine Menge an Symbolkombinationen, die als Worter bezeichnet werden,
und in der das leere Wort beinhaltet ist.

Beispiel 1.1.5 Widihrend die kleensche Hiille alle Symbolkombinationen bis zu einer bestimmten Ldnge
beinhaltet, die mit gegebenen Symbolen mdglich sind, beinhaltet eine Sprache ggf. nur eine echte Teil-
menge davon. So ist aefaeoij” eine Kombination an Symbolen aus dem deutschen Alphabet, die im
Deutschen kein Wort darstellt.

Definition 1.1.25 (Algorithmisches Problem) Sei L eine formale Sprache iiber dem Alphabet X.
Jedes Wort x € L werde als Fingabe bezeichnet und jeder Eingabe wird eine Menge zulissiger Ausga-
beworter w € Y C T'* oder auch Lisungen zugeordnet, S : L — 2Y1 wobei & C T und S(x) # 0. Das
Tupel (L, S : L — 2Y1) stellt ein algorithmisches Problem dar.
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Die Wérter © € L der Sprache L eines Problems (L, S — 2m) werden als Probleminstanzen, Ein-
gabeworter oder Eingaben bezeichnet. Die Worter y € Y werden als Ausgabeworter, Ausgaben oder
Losungen bezeichnet.

Beispiel 1.1.6 Das Ubersetzen von Texten von einer Sprache in eine andere Sprache kann als al-
gorithmisches Problem definiert werden. Ein Wort kann dabei ggf. in verschiedene Worter korrekt
iibersetzt werden. Daher wird ein Eingabewort von der Abbildung S : ¥ — 2Y1 auf eine Menge von
Ausgabewdrtern abgebildet.

Beispiel 1.1.7 Mathematik ist eine Sprache. Das bedeutet, dass Eingabewdrter auch durch mathema-
tische Symbole dargestellt werden konnen. Die Symbole des Alphabets kinnen (miissen aber nicht) auf
Zahlen beschrinkt sein. Damit kann eine Eingabe ein Vektor sein oder auch eine komplexere mathe-
matische Struktur, bspw. ein Tupel, wie es bei Graphen der Fall ist.

Beispiel 1.1.8 Sei die Menge der Eingabewdrter auf Vektoren beschrinkt und die Menge der Ausga-
beworter auf die beiden Worter “wahr” und “falsch”, dann ist ersichtlich, dass die Sprache L, die nur
Vektoren beinhaltet, die Warter von T' = {"wahr”) falsch”} nicht beinhaltet.

Definition 1.1.26 (Algorithmus) Sei eine endliche Menge elementarer Operationen gegeben, sowie
ein Problem L,S : L — 2Y), dann ist ein Algorithmus gegeben als eine endliche Sequenz an Operatio-
nen, welche eine Abbildung zur Berechnung eines Ausgabewortes zu gegebenem Fingabewort beschreibt,
die in endlich vielen Schritten ausgefiihrt werden kann. Es handelt sich also um die Beschreibung Ab-
bildung L — Y. Dazu dquivalent ist die Abbildung x — S(x), sodass ein Eingabe x € L auf eine Lisung
y € S(x) abgebildet wird.

Die endliche Menge elementarer Operationen, die zur Formulierung eines Algorithmus zur Verfiigung
gestellt werden, ist der Definition nach ein Alphabet. Dieses Alphabet wird vom sogenannten Rech-
nermodell definiert.

Definition 1.1.27 (Rechnermodell) Ein Rechnermodell (auch abstrakte Maschine genannt) stellt
eine Menge an elementaren Operationen dar und dazu eine unbeschrdinkte Anzahl an Speicherzellen.
In der Menge der Operationen sind mindestens die arithmetischen Operationen, sowie Operationen
zur Speicheradressierung und Wertzuweisung enthalten. Dazu ist eine Moglichkeit zur Reprdsentation
des Algorithmus gegeben, sowie ein Operationszihler, der die Position der ndchsten Operation im
Algorithmus angibt. Dazu muss mindestens eine Anfangsposition im Algorithmus und eine in den
Speicherzellen gegeben sein.

Wiéhrend Computer Eingaben binér darstellen, wird in den meisten Rechnermodellen in jeder Spei-
cherzelle genau ein Symbol gespeichert. In der Praxis ist eine Division sehr viel aufwendiger als bspw.
eine Addition. Die meisten Rechnermodelle abstrahieren davon und betrachten alle elementaren Ope-
rationen als gleichwertig (uniform cost model), um die Komplexitéitsanalyse zu vereinfachen. [42]

Es gibt verschiedene Rechnermodelle. Das wohl bekanntesten Rechnermodelle ist die Turingmaschine.

Definition 1.1.28 (Turingmaschine) FEine Turingmaschine ist ein Tupel (Q, qo, %, T,0,Q"). Dabei
sel

Q die Menge an "inneren Zustinden”

qo die Startposition des Lesekopfes auf einem unendlich langen Band an Speicherzellen

3. ein endliches Eingabealphabet

I' ein endliches Arbeitsalphabet, deren Sympbole auf das Band geschrieben werden kénnen, wobei
XUe CT, dabei sei € das leere Wort
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e Q) C Q die Menge an Haltezustinden, welche die Beendigung der Berechnung angibt
¢ 0:I'xQ—->TxQx{-1,0,+1} die Abbildung der Arbeitsschritte

Zu Beginn der Ausfiihrung stehen auf dem Band in den ersten n = |x| Zellen die Eingabe x € L. Alle
anderen Zellen enthalten das Leerzeichen e. Die Maschine weist den inneren Zutand qo auf und der
Lesekopf befindet sich iber der ersten Speicherzelle. In jedem Arbeisschritt kann die Turingmaschine
das Symbol der Speicherzelle lesen, auf welchem der Lesekopf steht. Die Arbeitsvorschrift § : T x Q —
I'xQx{-1,0,+1} gibt an, welches Symbol in die akuelle Zelle geschrieben wird, dazu wird der nichste
Zustand angegeben und wie sich der Lesekopf relativ zu seiner aktuellen Position bewegen soll (eins
nach links, eins nach recht, stehen bleiben). Sobald ein Haltezustand erreicht wird, stellen die ersten
m = |y| Symbole auf dem Band die y € I' Ausgabe dar.

Im Kontext einer Turingmaschine kann ein Algorithmus als die Abbildung § : ' x @ — T’ x @ X
{-1,0,+1} zusammen mit den Zustéinden gy und @ definiert werden. Das wird dadurch ersichtlich,
dass alle Eingabeworter, die bei der Ausfiihrung der Turingmaschine in einem Haltezustand enden,
Worter der akzeptierten Sprache sind. Alle anderen Worter, sind nicht Teil der Sprache.

Der Sachverhalt, dass ¥ C I' ldsst sich dadurch erkldren, dass der Text im Originalen als Eingabe
x € L, mit L C ¥* auf den ersten n = |z| Speicherzellen gespeichert wird. Bei Ausfithrung des Algo-
rithmus durch die Turingmaschine wird die Eingabe iiberschrieben. Wenn die Eingabe nur Teilweise
iiberschrieben wird, werden Symbole aus % beibehalten und kénnen dadurch in der Ausgabe vorhanden
sein. Demnach konnen alle Symbole des Eingabealphabets in Ausgaben vorhanden sein und es folgt
YCT.
Neben der Turinmaschine wird oft das Word-RAM Modell verwendet, welches, statt der schrittweisen
Traversion iiber das Band, mit genau einem Schritt jede beliebige Speicherzelle adressieren kann,
daher auch der Name Word-RAM (engl. random access machine). Dieser Unterschied verdeutlicht,
dass die Laufzeit eines Algorithmus auch vom gewihlten Rechnermodell abhéngt.

Inhaltsverzeichnis

1.1.3.2 Problemvarianten

Es wird zwischen verschiedenen Arten von Problemen unterschieden. Die wohl natiirlichste Problem-
variante stellt das Suchproblem dar. Bei diesem wird fiir gegebene Eingabe genau ein Element aus
der Losungsmenge s € S(x) gesucht. Eine andere géingige Variante ist das Entscheidungsproblem, bei
welchem fiir eine Eingabe x angegeben wird, ob diese eine zuléssige Losung hat bzw. ob das Wort z
Teil der Sprache L ist. Das Entscheidungsproblem wird héufig zur Auswertung der Komplexitét eines
Problems verwendet, da in den meisten Fallen die Komplexitdt des Entscheidungsproblems mit der
des Suchproblems iibereinstimmt. Das liegt daran, dass das Suchproblem das Entscheidungsproblem
16st und das Entscheidungsproblem oftmals durch die Losung des Suchproblems gelost wird.

Definition 1.1.29 (Suchproblem) Sei ein algorithmisches Problem (L,S : L — T') gegeben. Die
Lésung einer Eingabe x € L des Suchproblems stellt ein beliebiges Element s € S(zx) dar.

Definition 1.1.30 (Entscheidungsproblem) Sei eine formale Sprache F iiber dem Alphabet ¥ ge-
geben, mit F C ¥*. Dann sei ein Entscheidungsproblem zu dieser Sprache gegeben als das Tupel
(X*,8: L — {0,1}), wobei die Abbildung definiert sei als

S:e—{ye{0,1}{(ze F)=y=1,(x ¢ F)=y=0}
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Eine weitere interessante Variante ist das Optimierungsproblem. Optimierungsprobleme sind eine
hiufig behandelte Gruppe an Problemen, nicht zuletzt, weil NP-schwierige Optimierungsprobleme
durch Approximationen gelost werden kénnen, wenn in der Praxis keine exakte Losung benttigt wird.

Definition 1.1.31 (Optimierungsproblem) Sei ein Suchproblem (L,S : L — 21} gegeben, bei
welchem jeder Fingabe x € L eine Menge zulissiger Lésungen S(x) zugeordnet wird und jeder
Losung ein Wert durch eine Bewertungsfunkion v : Y — R. Optimierungsprobleme sind entweder
Minimierungs- oder Mazimierungsproblem, bei welchen nach einer zuldssigen Ldsung mit mdglichst
kleinem oder groffem Wert gesucht wird. Ein Minimierunsproblem zu dem Suchproblem (L, S) ist ge-
geben durch das Tupel (L, Spin : L — 20¥1), wobei

Smin(x) = {s € S(x)|Vs' € S(z) : v(s) < v(s)}
Analog wird ein Mazimierungsproblem definiert als (L, Spae : L — 2Y1), mit
Smaz(z) = {s € S(z)|Vs" € S(z) : v(s) > s}

Definition 1.1.32 (Approximationsproblem) FEin Approximationsproblem ist eine Optimierungs-
problem, bei dem die Menge der zulissigen Losungen S(x) nicht die Teilmenge mit minimalen bzw.
mazximalem Wert v(zx, s) beschrinkt werden, wie es bei exakten Lisungen von Optimierungsproblemen
der Fall ist. Es handelt sich daher streng genommen um ein Suchproblem, bei dem aber zwischen
Lésungen s € S(x) eine Ordnung besteht, die durch die Bewertungsfunktion gegeben wird, sodass bei
Minimierungsproblemen Ldsungen mit kleineren Werten bevorzugt werden.

Vs' € S(z):v(s) <wv(s') = s> 5
Analoges gilt fiir Mazimierungsprobleme.

Definition 1.1.33 (Approximationsgiite) Sei ein Optimierungsproblem (L,S) gegeben, dann sei
die Approzimationsgiite einer Lisung s € S(x) in Abhdngigkeit der Fingabe x gegeben als

maxy e g(z)(v(s'))

v(s)

r(x,s) =

mm Falle eines Mazximerungsproblems bzw.

v(s)

ming es(z) (v(s'))

r(z,s) =

im Falle einer Minimierungsproblems.

Aus der Approximationsgiite r(z,s) kann mit € = r(z,s) — 1 der Faktor hergeleitet werden, wie
viel schlechter die Bewertung einer Approximation maximal sein darf als eine optimale Losung. Im
Kapitel 1.3.1 werden Approximationsgiiten angegeben, mit r(z,s) < 1. Dabei handelt es sich um
den Kehrwert der in Definition 1.1.33 beschriebenen Approximationsgiite fiir Maximierungsprobleme.
Diese Schreibweise wird verwendet, weil dadurch die Unterscheidung zwischen Maximierungs- und
Minimierungsproblemen einfacher ist.

Inhaltsverzeichnis
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1.1.3.3 Komplexitidtsanalyse

Nach der Definition der Algorithmen und Probleme kann nun die Analyse der Komplexitéit erldutert
werden. Bei der Betrachtung der algorithmischen Komplexitét werden - vereinfacht gesagt - die Anzahl
der elementaren Operationen gezahlt, die der Algorithmus fiir die Ausfithrung benétigt. Die Anzahl
der Operationsschritte ist in den meisten Fillen abhéingig von der Eingabegréfie. Das bedeutet, dass
zu jeder Eingabegrofie die Anzahl der Operationen bestimmt werden muss. Die Eingabegrofie wird
grob als die Menge der Speicherzellen betrachtet, welche das Eingabewort z zur Repréisentation auf
den Speicherzellen einnimmt, also |x|.

Es lassen sich Algorithmen definieren, die mit kleinen (oder groflen) Eingaben sehr viel effizienter
arbeiten als mit groflen (bzw. kleinen). Dazu kommt, dass fiir viele Probleme Instanzen existieren,
deren Losung trivial ist. Demnach sind beim Vergleich der Laufzeit best-case Szenarios nicht besonders
aussagekriftig. Die durchschnittliche Laufzeit (engl. average-case) ist meist nicht ermittelbar, da die
Anzahl moglicher Probleminstanzen unendlich grof sein kann. Es bleibt daher nur der worst-case
zum Vergleich. Dadurch geniigt es, bei der Komplexitdtsanalyse eine asymptotische Grenzfunktion
zu schétzen. Diese Funktion gibt die maximale Anzahl an Operationsschritten in Abhéngigkeit der
Eingabegrofie an.

Definition 1.1.34 (Landau Notation) Die folgenden Mengen stellen die drei verschiedenen Typen
von asymptotischen Schranken dar.

o(f)={geR=R¥V(c>0):3ng:V(n>mng): g(n) <c-f(n)}

O(f)={geR—=R|F(c>0):3Ing:V(n>ng): g(n) <c-f(n)}

Q(f) ={9eR—=R[3(c>0):Tng:V(n =2 no):g(n) = c- f(n)}

Die asymptotischen Schranke O(f) gibt eine Menge an Funktionen an, welche ab einem bestimmten
Wert fiir ¢ und n den Wert der Funktion f iiberschreitet oder diesem gleicht (daher auch asympto-
tisch/annéhernd). O(f) stellt eine Menge an Abbildungen dar, es hat sich jedoch etabliert g = O(f)
statt g € O(f) zu schreiben. Im Gegensatz zur giingigen Verwendung ist das Gleichheitszeichen in der
Landau-Notation nicht symmetrisch, so gilt O(n) = O(n?), aber nicht O(n?) = O(n). Die Definition
dieser Menge erlaubt es bei der Abschéitzung der Grenzen nicht nur kleine Eingabeinstanzen zu ver-
nachléssigen, sondern auch Faktoren. In dieser Arbeit wird nur die obere Schranke O(f) verwendet.
o(f) stellt eine "harte” obere Grenze dar, die auch mit steigender Eingabegrofie niemals iiberschritten
wird. Q(f) stellt eine ”"weiche” untere Grenze dar.

Die asymptotische Schranke eines Algorithmus wird nach folgendem Schema hergeleitet. Einzelnen
Operationen wird eine ”konstante asymptotische Schranke” von O(1) zugeordnet. Das gleiche gilt fiir
eine Folge von Operationen, mit konstanter Lénge, weil laut Definition 1.1.34 konstante Faktoren
vernachlissigt werden kénnen. Das bedeutet, wenn mehrere Operationen auf eine Eingabe ausgefiihrt
werden, und die Anzahl der Operationen unabhingig von der Grofle der Eingabe ist, werden sie wie
eine einzige behandelt und mit O(1) gezihlt. Erst wenn die Anzahl der Operationen abhéngig von der
Eingabegrofle ist fallen sie starker ins Gewicht.

Sequenzen deren Lénge ein lineare Abhéngigkeit von der Eingabegrofle aufweisen liegen in O(n),
wobei sich n als die Angabe der Eingabegrofle etabliert hat. Dies ist bei einfachen Schleifen der Fall,
bei denen eine Menge an Operationen fiir jedes Element (Symbol) der Eingabe ausgefiihrt wird, sodass
die Laufzeit von der Eingabegriéfie abhédngt und mit dieser linear wéchst. Geschachtelte Schleifen liegen
je nach Tiefe in O(n*), wobei k die Verschachtelungstiefe angibt. Drei ineinander liegende Schleifen
haben somit eine asymptotische Schranke von O(n?). Zwei ineinander geschachtelte Schleifen gehen
fiir jedes Element in der Eingabe nochmal jedes Element der Eingabe durch.
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Logarithmische Schranken kommen meistens zum Tragen, wenn die Datenmenge in einer Schleife,
mit einem konstanten Faktor ¢ < 1 multipliziert wird. Das ist bspw. bei der Halbierung der Fall,
welche zum Beispiel bei der Suche in bereits sortierten Listen vorkommt.

Folgende Regeln gelten fiir die Landau Notation: [38]
e gn)=c-f(n)+d=0(f), mit c,d € R
e gin)=ap -nF+ap_;-nF1+ . +a-n=0mnF), mitVieckl:a >0
e n' =o(n?), mit i,5 € Rund j > i

e nd=o(r"), mitd,r cRund r >1,d >0

e g(n) + f(n) = O(g(n) + f(n)) und g(n) - f(n) = O(g(n) - f(n))
e g(n) =0(f), f(n) = O(h) fithrt g(n) = O(h) nach sich

Beispiel 1.1.9 Sei eine Funktion f(n) = c¢-n® und eine Funktion g = n¥ gegeben, mit ¢ > 1 und
x <y, dann gilt f = O(g) und das unabhingig davon wie grofi der Wert c ist.

Wie im Beispiel erkennbar, gibt es eine Hierarchie zwischen den Operationen. Folgende Tabelle aus [21]
verdeutlicht diese Hierarchie. Alle Schranken oben in der Tabelle werden von allen Schranken weiter
unten beinhaltet. [38]

konstant o(1)
logarithmisch O(log(n))
polylogarithmisch | O(logF(n))
linear O(n)
linearithmisch O(n - log(n))
polynomiell O(nF)
exponentiell O(k™)
faktoriell O(n!)

Tabelle 1.1: Komplexitétshierarchie
, mit k > 1.
Folgende Tabelle aus [21] verdeutlicht das unterschiedliche Wachstum der verschiedenen asym-

ptotischen Laufzeiten. In der linken Spalte werden beispielhafte Groen der Eingaben angegeben, in
den Spalten rechts davon werden Laufzeiten fiir verschiedene asymptotische Schranken angegeben.

n log(n) n n - log(n) n? 2m

10 lus 10pus 10us 100us ~ lms

100 2us 100us 200us 10ms ~ 4-10'Jahre
1000 3us 1ms 3ms 1s ~ 8- 10?8 Jahre
10000 4us 10ms 40ms 100s 0
100000 Sus 100ms 500ms 167min 00

Tabelle 1.2: Beispiele fiir asymptotisches Wachstum
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Die Komplexitéit eines Problems ergibt sich aus der Komplexitidt des schnellsten Algorithmus der
dieses Problem 16st. Die algorithmische Komplexitéit eines Problems stellt ein Supremum dar, also
eine untere Obergrenze. Mit der Entwicklung schnellerer Algorithmen kann diese Grenze nach unten
korrigiert werden.

Inhaltsverzeichnis

1.1.3.4 Komplexititsklassen

Probleme kénnen entsprechend ihrer Komplexitit in Komplexitéitsklassen eingeteilt werden. Es exis-
tiert eine Vielzahl an Komplexitéitsklassen, einige davon fiir die Approximationsprobleme. Fiir das
Verstiandnis dieser Arbeit werden hauptséchlich Kenntnisse iiber die zwei Klassen P und N P benétigt
und das vor Allem fiir das Kapitel 1.3.

Definition 1.1.35 (Komplexitiitsklasse P) Sei B ein Entscheidungsproblem, dann ist dieses nur
Element der Klasse P (polynomial time), wenn eine Liosung von einer deterministischen Turingma-
schine in polynomieller Zeit berechnet werden kann.

Definition 1.1.36 (nicht-deterministische Turingmaschine) FEine nicht-deterministische Tu-
ringmaschine ist eine Turingmaschine, bei welcher die Zustandsiibergang durch eine Abbildung in Form
von 6 : T xQx{0,1} =T xQ x{—1,0,+1} ersetzt wird. Dieser Abbildung wird ein ”Zufallsbit” (ein
zufilliger Wert b € {0,1}) dbergeben, sodass in jedem Arbeitsschritt zufillig eine von zwei mdglichen
Abbildungen ausgewdhlt wird.

Definition 1.1.37 (Komplexititsklasse NP) Sei L die Sprache eines Entscheidungsproblems.
Dann ist das Entscheidungsproblem genaw dann Element der Klasse NP (nondetermistic polynomial
time), wenn eine nicht-deterministische Turingmaschine eine Eingabewort x € L auf mindestens
einem der 29 méglichen Rechenwege in polynomieller Zeit q(n) lésen kann und jede falsche Eingabe
x ¢ L abgelehnt wird.

Aquivalent dazu ist das Entscheidungsproblem genau dann in NP, wenn fir eine gegebene Ein-
gabe x € L wund eine wvorgegebemen Liosung y wvon einer deterministischen Turingmaschine in
polynomieller Zeit als Losung der FEingabe wvalidiert werden kann, also bestimmt werden kann ob

y € S(z) oder y ¢ S(x).

Die Klasse P beinhaltet alle Probleme, die mit polynomieller Laufzeit gelost werden kénnen. Sie werden
als effizient 16sbar betrachtet. Die Klasse N P ist Obermenge von P. Sie beinhaltet aber auch Probleme,
die nicht in polynomieller Zeit 16sbar sind. Es wird vermutet, dass P C N P. Fiir den Beweis fiir oder
gegen das Theorem NP # P steht eine Belohnung vom Clay Mathematical Institute aus.

Fiir die Herleitung der Zugehorigkeit zur Klasse P geniigt es, einen Algorithmus mit polynomielle
Laufzeit anzugeben. Fiir die Zugehorigkeit eines Problems zur Komplexititsklasse NP wird eine Re-
duktion auf ein Problem erfordert, dessen Zugehorigkeit bereits bekannt ist. Eine Reduktion beschreibt
den Nachweis, dass ein Problem mindestens so schwierig ist wie ein anderes Problem.

Definition 1.1.38 (Turingreduktion) Sei ein Problem By und ein Problem Bs gegeben. Dann ist
das Problem By auf By (Turing-)reduzierbar, wenn jede Probleminstanz von By in eine Probleminstanz
von By umgewandelt werden kann, sodass alle Probleminstanzen von By von einem Algorithmus zur
Losung von By geldst werden kénnen und die Losung in eine Losung fir By uberfihrt werden kann.
FEs wird dann By <1 Bs notiert.

18



Definition 1.1.39 (Polynomielle Turingreduktion) Fin Problem By wird als polynomiell redu-
zierbar auf ein Problem By bezeichnet, wenn die Umwandlung jedes Ein- oder Ausgabewortes in poly-
nomieller Zeit méglich ist. Es wird dann By <, By notiert.

Fiir die Reduktionen gilt Transitivitét. Seien drei Probleme A, B, C gegeben dann folgt aus B <, C
und A <, B, dass A <, C. Folgende relativen Schwierigkeiten werden unterschieden.

Definition 1.1.40 (C-Einfach) Sei C eine Komplezititsklasse und A ein algorithmisches Problem.
Dann wird das Problem A als C-einfach beziiglich der polynomiellen Reduktion bezeichnet, wenn YC €
C:AL,C.

Definition 1.1.41 (C-Schwierig) SeiC eine Komplezititsklasse und A ein algorithmisches Problem.
Dann wird das Problem A als C-schwierig beziiglich der polynomiellen Reduktion bezeichnet, wenn

VO eC:C<, A

Definition 1.1.42 (C-Aquivalent) Sei C eine Komplezititsklasse und A ein algorithmisches Pro-
blem. Dann wird das Problem A als C-dquivalent beziiglich der polynomiellen Reduktion bezeichnet,

wenn VC € C: A <, CNC <, A, Es wird A =, C notiert.

Definition 1.1.43 (C-Vollsténdigkeit) Sei C eine Komplezititsklasse und A ein algorithmisches
Problem. Dann wird das Problem A als C-vollstandg beziiglich der polynomiellen Reduktion bezeichnet,
wenn A als C-schwierig gilt und A € C.

Die Komplexititsklasse P nimmt eine besondere Rolle in der Komplexitéitstheorie ein. Probleme
dieser Klasse werden als effizient 16sbar bezeichnet. Dies beruht darauf, dass sich alle Rechnermodelle
mit maximal polynomiellem Mehraufwand gegenseitig simulieren kénnen. Das zieht nach sich, dass die
Wahl des Rechnermodells einen Einfluss auf die Komplexitdt hat. Algorithmen kénnen somit durch
die Anpassung an Rechnermodelle verbessert werden, was die Aussagekraft von Vergleichen zwischen
Algorithmen innerhalb von P schmilert.

Die Betrachtung von Approximationsproblemen und der damit einhergehende Verzicht auf eine exakte
Losung wird meistens dann in Kauf genommen, wenn ein Optimierungsproblem nicht effizient 16sbar
ist. In diesem Fall liegt die Hoffnung darin, durch den Kompromiss zu einer polynomiellen Laufzeit zu
gelangen. Aus diesem Grund werden Approximationsalgorithmen nicht nach ihren Laufzeiten, sondern
entsprechend ihrer Approximationsgiite klassifiziert.

Definition 1.1.44 (Komplexititsklasse APX) Sei A ein Approximationsalgorithmus, x eine Ein-
gabe und sa(xz) die Lisung von A, mit der Eingabe x, dann seira(x) = r(xz,sa(x)) (siehe Definition
1.1.83). Sei dazu die Abbildung r4 : N — R>q gegeben, welche dem Algorithmus A eine mazimale Ap-
proxzimationsgiite in Abhingigkeit der Eingabegrifie n € N zuordnet, mit ra(n) = sup{ra(z)n > |z|}.
Ein Approximationsproblem B liegt in der Komplexititsklasse APX (c), mit ¢ > 1, wenn es einen Al-
gorithmus A zur (approximativen) Liosung von B gibt, mit polynomieller Laufzeil und einer mazimalen
Approximationsgiite von r(n) < c}.

Unter einem c-Algorithmus wird meist ein Algorithmus der Klasse APX(c) verstanden, also einem
Algorihtmus A mit einer Approximationsgiite 74 (x) = c.

Definition 1.1.45 (Polynomielles Approximationsschema) Ein polynomielles Approzimations-
schema (engl. polynomialtime approzimation schema, PTAS) bezeichnet Approzimationsalgorithmen,
denen neben der Probleminstanz x ein Parameter e € Q tbergeben wird, der die Approximationsgiite
vorgibt, wobei der Algorithmus eine polynomielle Laufzeit in Abhingigkeit von |x| und € aufweisen
muss. Dabei gelte € > 0 und ra(x) =1+e€.
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Die Approximationsklassen werden nur fiir das Kapitel 1.3 benotigt. Der Hauptteil dieser Arbeit
beschéftigt sich mit der exakten Losung des Fair Correlation Clusterings.

Inhaltsverzeichnis

1.1.4 Graphentheorie

In der Graphentheorie werden Relationen verwendet, um mdoglichst effiziente Algorithmen fiir Probleme
der linearen Programmierung (auch als lineare Optimierung bekannt) zu erstellen.

Definition 1.1.46 (Einfacher Graph) FEin 2-Tupel G = (V, E) wird als Graph bezeichnet, wenn V
eine Menge an Objekten darstellt und E eine Menge an Relationen zwischen jeweils zwei Objekten
aus V. Damit sei E C V2. Wenn zusdtzlich gilt, dass e = (v1,v2) = (v2,v1) € E, handelt es sich um
einen einfachen Graphen. Die Objekte V werden als Knoten bezeichnet und die Relationen in E als
Kanten. welche eine Teilmenge des kartesischen Produktes der Knotenmenge mit sich selbst darstellt,
also E C V2. Fiir jedes Knotenpaar darf in einem einfachen Graphen nur eine Kante (2-Tupel) in
E enthalten sein. Daraus folgt |E| < |V2|, oder mit Landau-Notation |E| = O(|V?|) (siehe Kapitel
1.1.8).

Die Knoten- oder Kantenmenge eines Graphen G; = (A, B) sei neben den genauen Bezeichnern auch
durch die Notation V(G1) oder E(Gy) referenzierbar.

Folgend ist ein Beispielgraph auf verschiedene Arten dargestellt. Die Objekte der Knotenmenge
werden als Kreise dargestellt und die Kanten als Linien, die jeweils zwei Knoten verbinden. In zwei
der drei Darstellungen sind die Kanten so dargestellt, dass sie sich gegenseitig iiberschneiden. Es
ist erkennbar, dass nicht jeder Knoten von einer oder mehr Kanten referenziert werden muss. Die
iibersichtliche Darstellung von Graphen ist ein eigenes Forschungsgebiet innerhalb der Graphentheorie.
Die hier dargestellten Graphen sind planar (pldttbar). Das bedeutet, dass sie sich im zweidimensiona-
len Raum ohne Uberschneidung der Kanten darstellen lassen. Es gibt Graphen, bei denen dies nicht
moglich ist. Diese Arbeit widmet sich Wéldern und Kaktusgraphen, diese sind immer planar.

EE

Abbildung 1.2: Beispielgraph in verschiedenen Darstellungen

Definition 1.1.47 (Adjazenz) Sei ein Graph G = (V, E) gegeben, dann sind zwei Knoten u,v € V
adjazent oder auch benachbart zueinander, wenn Je € E : u,v € e.

Definition 1.1.48 (Inzidenz) Sei ein Graph G = (V, E) gegeben, dann sei eine Kante e € E zu
einem Knoten v € V inzident, wenn gelte v € e.
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Knoten, die zu einer Kante inzident sind, werden als Endknoten dieser Kante bezeichnet.

Notation 1.1.6 (Nachbarschaft) Sei ein Graph G = (V, E) gegeben, dann sei mit der Abbildung
n : V — 2Bl die Nachbarschaft eines Knoten gegeben, also alle zu gegebenem Knoten adjazenten
Knoten.

Folgende Darstellung zeigt drei griine Knoten und deren Nachbarschaft in Form von roten Knoten.

e} o \ e}

o/O/ \/®0
Abbildung 1.3: Nachbarschaft
Definition 1.1.49 (Grad) Der Grad (engl. degree) eines Knoten ist durch eine Abbildung deg : V —

N gegeben, welche jedem Knoten die Anzahl der Kanten zuordnet, die inzident zu diesem Knoten sind.

Definition 1.1.50 (Teilgraph) Fir einen belicbigen Graphen G = (V, E) stellt G' = (V', E") nur
dann einen Teilgraph von G dar, wenn gilt, dass V' CV und E' C E.

Definition 1.1.51 (Pfad) Se: ein Pfad [ definiert als eine geordnete Kantenmenge [ =
(e1,€2, ..., €m), mit m > 2, wobei
Ve; € f e = (vi,viq1)
und
V(i,j) € {(i,j) e N*[1<i<j<mAi#j}:v #v;

Folgende Darstellung zeigt verschiedene Beispielpfade mit rot gefarbten Kanten und Knoten.

(0] O (0]

S S S

Abbildung 1.4: Pfade

Die Distanz zwischen zwei Knoten sei gegeben als die Anzahl an Kanten im kiirzesten Pfad zwischen
den beiden Knoten. Wenn die Knoten nicht derselben Komponente angehoren ist die Distanz mit co
gegeben.
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Definition 1.1.52 (Kreis) FEin Kreis k sei definiert iber die geordnete Kantenmenge E(k) =
(€1,€2, .0 €m), mit m > 2, wobei Ve; € E(k) : e; = (v, V(i41)%m) und

V(i,5) € {(i,5) e N*[1 <i < j<m}:v; #vj
, sowie die geordnete Knotenmenge V (k) = (v1,va, ..., U ), wobei
Yv; € V(k‘) 1 de; € E(k) e = (’l}i7’()i+1)

Folgende Darstellung zeigt verschiedene Kreise mit rot gefirbten Kanten und Knoten.

e} o e}

o o o

Abbildung 1.5: Kreise

Definition 1.1.53 (Zusammenhangskomponente) Sei die Abbildung F : V x V — 2IF] gegeben,
die jedem Knotenpaar die Menge aller Pfade zuordnet, die zwischen ihnen bestehen, sodass zwei Knoten
v1,v2 € V nur dann in derselben Zusammenhangskomponente enthalten sind, wenn F(vy,vs) # 0.

Im Beispielgraph (Darstellung 1.2) sind drei Zusammenhangskomponenten zu sehen, eine bestehend
aus einem einzelnen Knoten, eine bestehend aus vier Knoten und eine bestehend aus den restlichen
Knoten.

Definition 1.1.54 (Induzierter Teilgraph) Sei ein Graph G = (V, E) gegeben, sowie eine Teil-

menge V' C V', dann sei der Graph
V/
V') = {vl,m (2>}

der durch V' induzierte Graph iiber G.

Folgende Darstellung zeigt verschiedene induzierte Graphen. Die Knotenmenge V' wird explizit ange-
geben und alle Kanten, von denen beide Endknoten in V' enthalten sind, sind auch im induzierten
Graph enthalten. Die enthaltenen Knoten und Kanten werden mit durchgezogenen Linien dargestellt.
Alle im induzierten Graphen nicht enthaltenen Knoten und Kanten werden mit unterbrochenen Linien
dargestellt.
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Abbildung 1.6: Induzierte Graphen

Definition 1.1.55 (Baum) Ein Graph G = (V,E) ist nur dann ein Baum, wenn er nur eine Zu-
sammenhangskomponente und keine Kreise beinhaltet.

Definition 1.1.56 (Wald) Sei ein Graph G = (V, E) gegeben. G ist nur dann ein Wald, wenn jede
Zusammenhangskomponente einen Baum darstellt.

Definition 1.1.57 (Kaktusgraph) Sei ein zusammenhingender Graph K = (V,E) gegeben. K ist
nur dann ein Kaktus, wenn alle Kreise paarweise hochstens einen Knoten gemeinsam haben.

Definition 1.1.58 (Gefirbte Elemente) Eine Menge M wird als gefirbt bezeichnet, wenn es k €
Nso gibt, die als Anzahl der Farben bezeichnet wird, zusammen mit einer Abbildung ¢ : M — [k], die
als Firbung bezeichnet wird, fir die gilt, dass Vi € [k] : Im € M : ¢(m) = i.

Die Fiarbung der Elemente m € M impliziert eine Partition iiber der Menge M, mit P = {C; C
M|vm € C; : ¢(m) = i}. Die Anzahl der verschiedenen Farben gleicht dann der Kardinalitit der
Partition P, also k = |P)|.

Definition 1.1.59 (Mengenfirbung) Sei S eine Menge gefirbter Elemente, wobei die Firbung der
Elemente mit ¢ : S — [k] gegeben sei. Die Firbung der Menge S sei gegeben durch den Vektor C(S) €
N’;O, wobei jedes Element des Vektors die Summe der Elemente dieser Farbe in S angibt, also gilt

C(S)li] = s € Sle(s) = i}

Inhaltsverzeichnis

1.1.5 Dynamische Programme fiir Baume

Die im Hauptteil dieser Arbeit vorgestellten Algorithmen basieren auf dynamischen Programmen fiir
Baume. Zum Verstéindnis wird in diesem Abschnitt daher das dynamische Programm zur Losung des
Problem der minimalen Knoteniiberdeckung fiir Baume vorgestellt. Ein dynamisches Programm kann
als eine Form von Rekursion betrachtet werden, bei welchem Zwischenergebnisse gespeichert verwendet
werden, um die Laufzeit auf Kosten des Speicherbedarfs zu verringern.

Definition 1.1.60 (Knoteniiberdeckungsproblem) Sei ein Graph G = (V, E) gegeben. Eine Kno-
teniiberdeckung sei definiert als eine Menge V' C V| fiir die gilt, dass von jeder Kante in E mindestens
ein Endknoten enthalten ist, also

Ve=(u,v) € E:ueV' vveV’

oder dquivalent
Vec E:enV' #£0
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Definition 1.1.61 (Minimale Knoteniiberdeckung) Sei ein Graph G = (V, E) gegeben, zusam-
men mit einer Abbildung w : V — R. Fine minimale Knoteniiberdeckung ist eine Knoteniiberdeckung,
in welcher es das Gewicht

w(V') = Zpevr (w(v))

zu minimieren gilt.

Das Problem der Minimalen Knoteniiberdeckung ist NP-vollstédndig fiir generelle Graphen (fiir den
Beweis siche [38]).

Lemma 1.1.1 Fir Eingabegraphen in Form von Bdumen ist das Problem tiber dynamische Program-
mierung in polynomieller Zeit O(|E|) lésbar.

Beim dynamischen Programm zur Losung des Problems wird eine Spezialisierung des Problems auf
allen Teilbdumen gelost. Dazu wird der Baum in Teilbdume aufgeteilt, die folgend definiert werden.

Definition 1.1.62 (Teilbaum T),) Sei ein Baum T = (V, E) gegeben, mit einem Knoten r € V als
Wurzel von T. Sei die geordnete Menge der Kinder von v € V' gegeben durch

Uw)={ueV|Te€ E:u,ve€end(u)>dw)})

, wobei die Abbildung d : V — N die Distanz eines Knoten zur Wurzel r angibt. Dann sei fiir jeden
Knoten v € V', mit v # r ein Teilbaum

T,=T|{v}u| |J (Tw)

u€eU (v)
definiert, wobei T[S C V] den induzierten Graphen von S angebe.

Geordnete Mengen werden hier weiterhin mit geschweiften Klammern definiert, weil die Angabe von
Eigenschaften in Tupeln nicht etabliert ist.

Um nicht sténdig die formale Definition angeben zu miissen, wird in dieser Arbeit teilweise vom
Teilbaum "unter” gegebenem Knoten gesprochen, sodass mit dem Teilbaum unter v der Teilbaum T,
gemeint ist.

Fiir den Beweis des Lemmas 1.1.1 werden folgend zwei Spezialisierungen des Knoteniiberdeckungs-
problems gegeben.

Definition 1.1.63 (Spezialisierung Knoteniiberdeckungsproblem) Bei der ersten Spezialisie-
rung wird als Parameter ein Knoten tibergeben, der in der Knotenmenge der Knoteniberdeckung ent-
halten sein muss. Es sei mit 7 : v € V — R das Gewicht gegeben, das eine minimale Knoteniiberdeckung
tiber dem Teilbaum T, gegeben, das den angegebenen Knoten in der Knoteniiberdeckung beinhaltet.

Die zweite Spezialisierung verlangt nach einer Knoteniberdeckung, in welcher der angegebene Kno-
ten nicht enthalten ist. Mit " : v € V — R sei das Gewicht einer Knoteniiberdeckung iiber dem
Teilbaum T, gegeben, in der der Knoten v nicht enthalten ist.

Mit Hilfe dieser Spezialisierungen kann nun der Beweis zu Lemma 1.1.1 gefiihrt werden.
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Beweis: [Lemma 1.1.1] Sei der Baum G = (V, E) gegeben, zusammen mit dem Wurzelknoten r € V.
Fiir jeden Knoten v € V wird das Gewicht 7(v) und 7/(v) bestimmt, sodass fiir jeden Teilbaum 7, das
Gewicht mit bzw. ohne die Wurzel in der Knoteniiberdeckung gegeben ist.

Wenn ein Teilbaum T, betrachtet wird, gibt es nur zwei Moglichkeiten: entweder wird der Knoten
v in der Losungsmenge V' beinhaltet, oder nicht. Wenn v nicht enthalten ist, dann miissen auto-
matisch alle Kindknoten v € U(v) enthalten sein. Wenn ein Kindknoten «' € U(v) nicht in der
Knoteniiberdeckung enthalten wire, dann wiirde die Kante (u’, v) nicht abgedeckt.

Wenn v in der Knoteniiberdeckung enthalten ist, sind automatisch alle Kanten von v zu dessen
Kindern v € U(v) abgedeckt. In diesem Fall kénnen die Kinder u € U(v) in der Knoteniiberdeckung
enthalten sein, miissen aber nicht. Ob sie in die Losungsmenge aufgenommen werden, wird {iber das
Gewicht der Knotenmenge 7(u) bzw. 7'(u) entschieden. Das Gewicht der beiden Lésungen wird fiir
jeden Knoten wie folgt hergeleitet

7(v) = ZMGU(v)T/(u))
und
7'(v) = w(v) + Byev () (min (7(u), 7' (w)))

Die Bestimmung von 7(v) und 7/'(v) basiert somit auf den Werten 7(u) und 7/(u) mit v € U(v).
Demnach kann die Losung nur fiir solche Knoten hergeleitet werden, deren Kinder bereits bearbeitet
wurden.

In Biumen gibt es der Definition nach keine Kreise, weshalb es in Biumen mit |V| > 2 mindestens
einen Knoten geben muss, der nur einen Nachbarn hat. Alle Knoten b € V| mit |n(b)] < 1 werden
als Blatter bezeichnet. Fiir Blatter ist die Herleitung der Losungen trivial, da die Teilbdume 7} nur
das Blatt selbst beinhalten. Die Gewichte sind wie folgt definiert 7(b) = 0 und 7/(b) = w(b). Die
Bléatter stellen in diesem Fall die Rekursionsanker dar. Nach den Bléttern werden die Losungen der
Teilbdume der Elternknoten berechnet und dann die derer Elternknoten. Zuletzt wird die Losung
des Wurzelknoten r berechnet. Die Losung einer der beiden Spezialisierungen des Problems stellt die
Losung des generellen Problems dar. Mit min (7(r),7'(r)) steht somit das Gewicht der minimalen
Knoteniiberdeckung fiir den Eingabegraphen G fest.

Fiir jeden Knoten v € V muss fiir jeden Kindknoten v € U(v) das Minimum zwischen 7(u) und
7/(u) bestimmt werden. Die Minimierung iiber zwei Werte stellt eine elementare Operation dar und
ist somit in O(1) ausfithrbar. Diese Operation muss fiir jedes Knotenpaar (v, u) ausgefiihrt werden.
Somit wird dieser Vergleich fiir jede Kante genau einmal ausgefiithrt, womit die Komplexitdt des
Algorithmus in O(|E|) liegt.

Wenn bei der Berechnung von 7(v) und 7/(v) fiir jede Kante notiert wird, welcher Wert 7(u)
oder 7/(u) mit u € U(v) verwendet wird, kann fiir die Kinder hergeleitet werden, ob diese in der

Knoteniiberdeckung enthalten sind. Auf diese Weise kann die Losungsmenge der Knoteniiberdeckung
rekonstruiert werden und das mit einem Aufwand von O(|E|). O

Inhaltsverzeichnis
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1.1.6 Problemdefinition

In diesem Kapitel werden die Problemstellungen des Correlation Clusterings und des Fair Correlation
Clusterings genauer definiert. Die Definitionen folgen denen von Casel et. al. [12].

Inhaltsverzeichnis

1.1.6.1 Correlation Clustering

Definition 1.1.64 (Correlation Clustering) Sei ein Graph G = (V, E) gegeben. Die Lésung fiir
das Correlation Clustering ist definiert als eine Partition P iber G, sodass die Summe der Kanten
deren Endknoten in verschiedenen Clustern liegen zusammen mit der Summe der Knotenpaare, die
in einem Cluster liegen, sich aber keine Kante teilen, minimiert wird. Es gilt demnach die folgende
Kostenfunktion zu minimieren

cost(G,P) = | { () € (5 )\E| Plul= PL} 1+ {0} € | Pl # PRD)

, wobei P[v] das Cluster angebe, in dem sich der Knoten v befindet.

Der erste Summand wird als intra-cluster Kosten bezeichnet (intra: lat. innerhalb), also die Anzahl
der Knotenpaare innerhalb eines Clusters, die nicht adjazent zueinander sind.

v=1{twore ()18 | Pl = PLi}]

Der zweite Summand wird als inter-cluster Kosten (inter: lat. zwischen) bezeichnet. Er gibt die Anzahl
der Kanten an, deren Endknoten in verschiedenen Clustern liegen. Die Kanten, die zu den inter-cluster
Kosten beitragen werden als geschnitten bezeichnet.

x = [{{w,v} € E| Plu] # P[v]}|

Es sei zu beachten, dass es sich bei der gegebenen Definition um ungewichtete vollstdndige Graphen
handelt. In vielen Publikationen werden die Kanten mit '+’ und ’-’ kategorisiert, um ” Ahnlichkeit” und
”Unahnlichkeit” anzugeben. In der hier verwendeten Definition wird die Existenz eine Kante zwischen
Knotenpaaren zur Angabe von Ahnlichkeit verwendet. Alle Knotenpaare, die nicht Endknoten einer
gemeinsamen Kante sind, werden als nicht &hnlich zueinander interpretiert. [12]

Das Problem des Correlation Clusterings ldsst sich auch mit gewichteten Kanten ausfithren, dabei
werden statt der Anzahl der geschnittenen Kanten, die Gewichte der Kanten aufsummiert. [19]

Inhaltsverzeichnis

1.1.6.2 Fair Correlation Clustering

Das Fair Correlation Clustering stellt eine Generalisierung des Correlation Clusterings dar, das auf
gefdrbten Graphen ausgefiihrt wird. Bei diesem Problem wird die Anforderung gestellt, dass das
Verhiiltnis zwischen den Farben im Graphen auf jedes Cluster der Losungsmenge iibertragen wird.
Eine Teilmenge S einer gefarbten Menge V wird als fair bezeichnet, wenn das Verhéltnis der Farben
in V auf S iibertragen wird.
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Definition 1.1.65 (Faire Teilmenge) Sei V' eine Menge gefirbter Elemente, mit k € N5y Farben.
Sei die Firbung eines Elements aus V' durch die Abbildung c: V — [k] gegeben, mit [k] = {1,2,...,k}.
Die Teilmengen V; seien definiert als die Teilmenge aller Elemente v € V', welche die gleiche Farbe i
aufweisen, also V; = {u € Vl|c(u) = i}. Sei die Teilmenge S; C S analog zu V; definiert als S; = {u €

Sle(u) = i}. Jede Teilmenge S fir die gilt % = “‘/}l, ist eine faire Teilmenge von V.

Mit Hilfe der fairen Teilmenge kann das Problem des Fair Correlation Clusterings wie folgt definiert
werden.

Definition 1.1.66 (Fair Correlation Clustering) Sei G = (V, E) ein gefdrbter Graph, mit der
Firbung ¢ : V. — [k], mit k € Nsg. Jede Partition dber der Knotenmenge V, deren Cluster faire
Teilmengen von V' darstellen, wird als faires Clustering bezeichnet. Beim Problem des Fair Correlation
Clusterings wird nach einem fairen Clustering iber V- mit minimalen Kosten gesucht.

Das Fair Correlation Clustering stellt eine Generalisierung des Correlation Cluster dar und kann somit
nicht algorithmisch einfacher sein als das Correlation Clusterings selbst, welches NP-schwierig ist.

Inhaltsverzeichnis
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1.2 Beitrag

Der Beitrag dieser Arbeit zum Wissenschaftlichen Diskurs besteht in der Entwicklung zweier Algorith-
men zur Losung des Fair Correlation Clusterings beschrankt auf Eingaben in Form von Kaktusgraphen.
Einer der beiden Algorithmen ist auf Kaktusgraphen mit zwei Farben im Verhéltnis von 2:1 beschrénkt,
wahrend der andere beliebig viele Farben in beliebigem Verhéltnis verarbeiten kann. Dariiber hinaus
wird die Komplexitéitsgrenze der Algorithmen bestimmt.

Als Basis der Algorithmen werden die von Casel et. al. in [12] vorgestellten Algorithmen verwendet.
Bei diesen handelt es sich um dynamische Programme, welche nur Eingabeinstanzen des Fair Corre-
lation Clustering in Form von Wildern verarbeiten. Auch bei diesen verarbeitet der eine Algorithmus
nur Eingaben mit zwei Farben im Verhiiltnis 2:1 und der andere Algorithmus beliebig viele Farben
in beliebigem Verhéltnis. Der Algorithmus mit stédrkeren Beschrinkungen ist in polynomieller Zeit
ausfithrbar, wihrend der andere nicht effizient ist.

Die Algorithmen werden so aufgearbeitet, dass das dynamische Programm zur Verarbeitung von
Kaktusgraphen implementiert werden kann, welches von Buchin in [10] zur Losung eines anderen
Partitionierungsproblems verwendet wird.

Als Ergebnis der Komplexititsanalyse stellt sich heraus, dass die Problemdefinitionen mit Be-
schrinkung auf Kaktusgraphen in denselben Komplexitéitsklassen liegen, wie die mit Beschriankung
auf Wiélder. Das Fair Correlation Clustering fiir Kaktusgraphen mit zwei Farben im Verhé&ltnis von
2:1 kann in polynomiell Zeit berechnet werden und Kaktusgraphen mit beliebig vielen Graphen mit
beliebigem Verhéltnis nicht. Damit wird die Menge der bekannten effizient 16sbaren Probleminstanzen
erweitert. Als Nebenprodukt der Umformulierung der Algorithmen aus [12] werden auch fiir diese
neue Komplexitéitsgrenzen erkennbar, welche keinen Einfluss auf die Komplexitétsklassen haben.

Inhaltsverzeichnis
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1.3 Verwandte Arbeiten

In diesem Kapitel werden die Ergebnisse verwandter Arbeiten zusammengefasst. Im ersten Un-
terkapitel 1.3.1 wird der Forschungsstand zu Correlation Clustering vorgestellt, mit Fokus auf die
verschiedenen Ansétze zum Umgang mit der NP-Vollstandigkeit. Im darauf folgenden Unterkapitel
1.3.2 werden die unterschiedlichen Definitionen der algorithmischen Fairness vorgestellt. Im letzten
Unterkapitel 1.3.3 wird das Fair Correlation Clustering und die Komplexitédtsgrenzen verschiedener
Eingabeformen vorgestellt.

Inhaltsverzeichnis

1.3.1 Correlation Clustering

Der Name Correlation Clustering wurde erstmals von Bansal, Blum und Chawla in [6] verwendet.
Ahnliche Problemdefinitionen werden bereits seit den 1960er-Jahren behandelt. Das Problem des Cor-
relation Clustering ist ebenfalls unter dem Namen Cluster Editing bekannt. [12]

Die mathematische Definition fiir das Correlation Clustering wird in Kapitel 1.1.6.1 gegeben.

In [6] stellen Bansal et. al. das Correlation Clustering fiir vollstindige ungewichtete Graphen
vor. Jeder Kante wird ein Label mit Wert "+” oder ”-” zugeordnet. Die Label geben an, ob die
Endknoten sich dhneln oder unterscheiden. Es werden zwei unterschiedliche Zielsetzung beschrieben:
das Min-Disagreement, bei welchem versucht wird, die Anzahl an Endknoten von ”+”-Kanten zu
minimieren, die sich in unterschiedlichen Clustern befinden, und das Max-Agreement, bei welchem das
Ziel darin besteht, die Anzahl der Endknoten von ”+”-Kanten in identischen Clustern zu maximieren.
Anders ausgedriickt stellt das Min-Disagreement die Minimierung der inter-cluster Kosten und das
Max-Agreement die Minimierung der intra-cluster Kosten dar.

Uber die Problemdefinition hinaus wird in [6] bewiesen, dass das Correlation Clustering NP-
schwierig ist. Dazu wird eine Reduktion des X3C-Problems auf das Correlation Clustering vorgestellt.
Das X3C-Problem (exact 3 cover) ist eine NP-schwierige Spezialisierung des NP-vollstindigen Pro-
blems der exakten Uberdeckung. Die exakte Uberdeckung ist eines der 21 klassischen NP-vollstiindigen
Probleme, die in [28] definiert werden. Das Problem gibt eine Menge V' vor sowie eine Menge an
Teilmengen S C 2V, fiir die wiederum eine Teilmenge T' C S gesucht wird, fiir die gilt, dass alle
Elemente in T paarweise disjunkt sind, also V(t1,t2) € {(t1,t2) € T?|t; # to} : t; Nt; = O und
User(t) = Useg(s). Die Spezialisierung X3C verlangt, dass fiir jede Teilmenge in s € S gelte [s| = 3.
Fiir die Reduktion selbst sei auf [6] verwiesen.

Durch die algorithmische Komplexitidt des Problems widmen sich die meisten Arbeiten zu Cor-
relation Clustering entweder Approximationsalgorithmen fiir das Correlation Clustering selbst,
exakten Berechnungen zu Spezialisierungen des Correlation Clustering oder Approximationsalgorith-
men fiir Spezialisierungen.

Das Min-Disagreement und das Max-Agreement beschreiben zueinander duale Probleme. Die
Ergebnisse der beiden dualen Ansitze sind in Hinblick auf die Optimalitéit dquivalent zueinander, weil
aus der Minimierung des einen automatisch die Maximierung des anderen hervorgeht und umgekehrt.
Fiir Minimierung und Maximierung wurden jedoch unterschiedliche Komplexitiatsgrenzen ermittelt.
[6][7][39]

Folgend werden die Arbeiten zu Approximationsalgorithmen fiir das Max-Agreement zusam-
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mengefasst. Danach folgen die Ergebnisse zu Min-Disagreement (die vorliegende Arbeit lost das Fair
Correlation Clustering tiber das Min-Disagreement, also die Minimierung der inter-cluster Kosten).

Fiir die Maximierung ist eine triviale Approximation mit einer Approximationsgiite von 0,5
moglich (die Definition des Begriffs Approximationsgiite ist in Kapitel 1.1.3 gegeben).

Zur Berechnung der trivialen Approximation werden entweder alle Knoten zusammen in genau ein
Cluster oder jeder Knoten einzeln in ein eigenes Cluster gruppiert. Aus diesen beiden Alternativen
wird die Losung danach ausgewihlt, welche die geringeren Kosten aufweist. Dieser Approximations-
algorithmus funktioniert nicht nur mit Eingaben in Form von vollsténdigen ungewichteten Graphen,
sondern auch mit generellen gewichteten Graphen.

Die in [6] gegebene Definition bezieht sich auf ungewichtete Graphen. Die gegebene Definition
kann jedoch als Spezialfall gewichteter Graphen interpretiert werden, bei welcher die Gewichte auf
die beiden Werte {+1,—1} beschrinkt werden. Dementsprechend kann das Correlation Clustering
auch fiir gewichtete Graphen mit beliebigen Kantengewichten definiert werden. Da es sich um eine
Spezialisierung handelt kann die in [6] gegebene Problemstellung auch von Algorithmen fiir generelle
gewichtete Graphen gelost werden. Daher werden in vielen Publikationen auch Algorithmen zur
Losung des Correlation Clusterings fiir gewichtete Graphen erwéhnt. Bei gewichteten Graphen wird
die Hohe der Kantengewichte als MaB fiir Ahnlichkeit interpretiert und die inter- und intra-cluster
Kosten werden durch die Summe der positiv und negativ gewichteten Kanten gebildet (siehe Definition
in Kapitel 1.1.6).

Bansal et. al. geben in [6] neben der Definition des Correlation Clusterings und dem Beweis
fiir dessen NP-Schwierigkeit auch ein (e - |V|?)-PTAS-Algorithmus fiir das Maximierungsproblem.
Der Algorithmus basiert darauf, Dreiecke zu identifizieren, in denen zwei "+”-Kanten und eine
7-7-Kante vorhanden sind. Dieser Ansatz basiert auf der Eigenschaft, dass Eingabegraphen, welche
die Transitivitéit erfiillen ein perfektes Clustering ermoglichen, also eines mit inter- und intra-cluster
Kosten von jeweils Null. Fiir solche Eingabegraphen ist die optimale Losung gegeben durch ein
Clustering, in dem jede Zusammenhangskomponente ein Cluster darstellt (die Definition fiir Zusam-
menhangskomponenten wird in Kapitel 1.1.4 gegeben). Dieser Algorithmus ist angelehnt an einen
Algorithmus zur Losung des MAXCUT-Problems auf dichten oder vollstdndigen Graphen.

Dariiber hinaus wird ein Approximationsalgorithmus mit konstanter Approximationsgiite fiir das
Min-Disagreement gegeben. [39]

Laut Becker [7] geben Charikar, Guruswami und Wirth in [13] einen 0,7664-Approximations-
algorithmus fiir generelle Eingabegraphen. Laut Cambus, Choo, Miikonen und Uitto [11] wird der
beste Approximationsalgorithmus fiir das Maximierungsproblem von Swamy in [39] vorgestellt. Dieser
hat eine Approximationsgiite von 0, 7666 und funktioniert fiir generelle gewichtete Eingabegraphen.
Laut [7] liegt die beste Approximationsgiite fiir das Maximierungsproblem fiir generelle ungewichtete
Graphen bei konstanten 0, 7776, der zugehorige Algorithmus wird in [39] vorgestellt. Die Spezialisie-
rung ermoglicht also eine genauere Approximation.

Unabhéingig voneinander beweisen Charikar et. al. in [13] parallel zu Demaine, Emanuel, Fiat
und Immorlica in [18], dass das Min-Disagreement APX-schwierig ist. [30][39]

Obendrein geben Charikar et. al. einen 4- Approximationsalgorithmus fiir das Minimierungsproblem
fiir Eingaben in Form von vollstdndigen Graphen. Charikar et. al. und Demaine et. al. geben parallel
einen O(log(n))-Approximationsalgorithmus fiir gewichtete Graphen. [7]

Demaine und Immorlica betrachten in [19] eine Variante, bei der die Kanten neben dem Label
{"+")" ="} zusétzlich positive Gewichte aufweisen. Diese Definition lésst sich vereinfachen, indem
die Label als Faktoren {+1,—1} mit den Gewichten multipliziert werden; danach kénnen die Label
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vernachléssigt werden und es kann rein mit den Gewichten gearbeitet werden.

Laut Casel, Friedrich, Schirneck und Wietheger [12] hat der aktuell beste Approximationsal-
gorithmus fiir das Minimierungsproblem eine Approximationsgiite von 1,994 + e, vorgestellt von
Cohen-Addad, Lee und Newman in [15]. In [13] wurde bewiesen, dass das Problem der Minimierung
APX-schwierig ist, es also keinen PTAS-Algorithmus mit beliebig guter Approximationsgiite geben
kann.

In [27] betrachten Kalhan, Makarychev und Zhou das Correlation Clustering mit local Objec-
tives (dt. lokale Zielsetzungen). Bei diesem wird die Kostenfunktion durch die sogenannten I,
Normen definiert. Zu dieser Spezialisierung behandeln sie das MIN-Disagreement fiir vollstdndige
Graphen. Dazu wird ein Disagreement-Vektor x € N" definiert, dessen i-tes Element die Anzahl
der Disagreements am i-ten Knoten angibt. Mit diesem Vektor wird dann die I, Norm gebildet

und als Kostenfunktion verwendet, wobei die I, definiert ist als ||z||, = (EU(Z‘Z))% Fiir dieses
Problem wurde ein 5-Approximationsalgorithmus angegeben und fiir generelle gewichtete Graphen

ein O(néf % - log? "% (n))-Approximationsalgorithmus.

In [1] wird Correlation Clustering als die natiirlichste Form des Clusteringproblems beschrie-
ben. Laut [12] gibt es jedoch eine noch generellere Darstellung des Correlation Clustering, bei welchem
jeder Kante zwei Werte zugeordnet werden, einer als Maf fiir die Ahnlichkeit und einer als Ma8 fiir
die Unterschiedlichkeit eines Knotenpaares.

Der Vorteil des Correlation Clustering gegeniiber &lteren Clusteringproblemen besteht darin,
dass potentielles Bias auf die Definition der Ahnlichkeit zwischen Datenobjekten beschriinkt wird.
Ausgenommen davon sind unvollstéindige Eingabegraphen, bei denen die Metrik der Ahnlichkeit nicht
fiir jedes Knotenpaar berechnet wird.[7][39]

Inhaltsverzeichnis

1.3.2 Algorithmische Fairness

Dénzer beschreibt in [17], dass Intuitives Versténdnis von Fairness haben. Die genaue Definition des Be-
griffes ist in den Geisteswissenschaften viel diskutiert. Auch die mathematische Definition von Fairness
ist daher gar nicht so offensichtlich.

Die Frage nach einer mathematischen Definition fiir Fairness entstammt Konflikten bei der Anwen-
dung statistischer Analysen mit Gesetzen gegen Diskriminierung. In den Vereinigten Staaten werden
zunehmend Algorithmen zur Entscheidungsfindung verwendet, um Personengruppen direkt und indi-
rekt Ressourcen zuzuordnen. Damit die Anwendung der Algorithmen nicht mit dem Gesetz in Konflikt
gerit, diirfen seit der Verabschiedung des Gesetzes zum ”disparate impact” bestimmte personenbezo-
gene Merkmale in solchen Anwendungsfillen keinen Einfluss auf die Entscheidungsfindung haben.
Unter den geschiitzten Merkmalen sind unter anderem die ethnische Zugehorigkeit, das Geschlecht,
die Religion und die Nationalitdt. [4][41]

Die Literatur zum Thema algorithmische Fairness verzeichnet in den letzten Jahren einen starken
Zuwachs, speziell im Kontext des maschinellen Lernens. Das Ziel der Forschung besteht darin Kriterien
und Algorithmen zu entwickeln, die gewéhrleisten, dass Objekte mit vorgegebenen Merkmalen in
keinem Cluster unter- oder iiberreprisentiert werden. [4][35]

Pessach und Shmueli unterscheiden in [35] zwei Arten von unfairer Benachteiligung. Das ist
zum einen das ”disparate treatment” (dt. unterschiedliche Behandlung), welche die absichtliche Be-
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nachteiligung beschreibt und zum anderen der ”disparate impact” (dt. unterschiedliche Auswirkung),
welche die nicht vorhergesehene Benachteiligung beschreibt, die bspw. durch die Unterreprésentation
im Datensatz hervorgerufen werden kann. Eine géingige Strategie zur Bekdmpfung von absichtlicher
Benachteiligung liegt darin, Merkmale zu definieren, die geschiitzt werden sollen und diese aus den
Daten komplett zu entfernen. In diesem Fall kann jedoch die nicht beabsichtigte Benachteiligung
immer noch greifen und ggf. noch fiir nicht geschiitzte Merkmale verstiarkt werden.

Pessach und Shmueli geben folgende Definitionen fiir das Mafl von Fairness:

Definition 1.3.1 (Disparate Impact) Sei S das zu schiitzende Attribut, wobei Datenobjekte mit
S =1 die privilegierte Gruppe und solche mit S = 0 die unterprivilegierte Gruppe darstelle. Sei Y=1
eine als positiv betrachtete Ausgabe (bspw. eine Zusage zu einem Job, oder die Einteilung in eine
Gruppe mit niedrigerer Gefahrenstufe). Sei mit

PY =1|5 #1]

die Wahrscheinlichkeit gegeben, dass ein Datenobjekt mit S # 1 in die positive Klasse V=1 einge-

o~

ordnet wird, bzw. eine positive Ausgabe gegeben wird. Dabei gelte 0 < P[Y = 1|S # 1] < 1. Dann gilt
ein Clustering als fair, wenn die Wahrscheinlichkeit, eines positiven Ausgangs, fiir Objekte mit dem
geschiitzten Attribut im Verhdltnis zur Wahrscheinlichkeit eines positiven Ausgangs fiir Objekte ohne
dieses Attribut eine untere Grenze hat, die mit ¢ > 0 vorgegeben werden kann, also

P[Y =1]S #1]

— >1—¢€
PlY =1|S =1]

Das gesetzlich in den Vereinigten Staaten vorgegebene Verhiiltnis liegt bei 80%, sodass € < 0, 2. [24]

Definition 1.3.2 (Demographic Parity) Die Demographic Parity (dt. demographische Paritdt, de-
mographische Gleichheit) ist analog zum Disparate Impact definiert, mit dem Unterschied, dass statt
des Verhdltnisses der Betrag der Differenz als Maf der Fairness genutzt wird

|IP[Y =1|S=1] - P[Y =1|S #1]| < ¢

Im Gegensatz zu den bisherigen Maflen fiir Fairness muss fiir die folgenden beiden Definitionen die
tatséichliche Klassifizierung bekannt sein.

In der Statistik wird mit dem Alphafehler oder auch Fehler 1. Art eine positive Prognose be-
zeichnet, die eigentlich hétte negativ ausfallen miissen.

Definition 1.3.3 (Equalized Odds) Nach dem Maf der Equalized Odds (dt. gleichgesetzte Wahr-
scheinlichkeiten) gilt eine Klassifizierung als fair, wenn der Betrag der Differenz zwischen der Wahr-
scheinlichkeit eines Alphafehlers fiir Objekte mit S = 1 und der Wahrscheinlichkeit eines Alphafehlers
fiir Objekte mit S # 1 nach oben beschrinkt sind

PIY =1|S=1,Y =0| - P[Y =1|S £ 1,Y =0]| < ¢

, sowie der Betrag der Differenz zwischen der Wahrscheinlichkeit einer korrekten positiven Klassifizie-
rung fir Objekte mit S =1 und solche mit S # 1

IPlY =1|S=1,Y =1]-P[Y =1|S#1,Y =1]| < ¢

, mit € > 0, wobei Y den tatsichlichen Wert angebe, den es zu prognostizieren gilt.
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Definition 1.3.4 (Equal Opportunity) Sei S ein Merkmal und Objekte mit S = 1 privilegiert so-
wie Objekte mit S # 1 nicht privilegiert. Beim Equal Oppurtunity werden Klassifikationen als fair
bezeichnet, wenn die zweite Formel des FEqualized Odds erfillt wird, also die Differenz zwischen der
Wahrscheinlichkeit einer korrekten positiven Ausgabe fiir ein Objekt mit S = 1 und solchen mit S # 1
nach oben begrenzt ist

PIY =1|S=1,Y =1]-P[Y = 1|S#1,Y = 1]| < ¢
,mite >0

Die bisherigen Mafe fiir Fairness in Klassifikationen beziehen sich ausschliefflich auf die Verhiltnisse
bzw. Differenzen zwischen Objekten mit und ohne das zu schiitzende Merkmal.

Definition 1.3.5 (Individual Fairness) Sei die Abbildung d : N x N — R gegeben, welche die
Ahnlichkeit zweier Objekte in Form einer Distanz angibt, sodass zueinander nahe Objekte als dhnlich
zueinander definiert seien. Sei SU) das sensible Attribut und X ) die restlichen Attribute, wobei - durch
einen Wert i,j € N ersetzt wird, um ein bestimmtes Objekt des Datensatzes zu adressieren. Die Klas-
sifikation gelte genau dann als fair, wenn der Betrag der Differenz der Wahrscheinlichkeiten zweier
sehr dhnlicher Objekte in derselben Gruppe klassifiziert zu werden, nach oben beschrinkt werden kann

|IP(Y® = y|Xx® 80y — p(Yy) = y| XD §5))| <€, wenn d(i,j) =0
, mit € > 0.

Die gegebenen Definitionen setzen voraus, dass der Anwender Merkmale vorgibt, fiir die alle Objek-
te, die dieses Merkmal aufweisen, in den Clustern weder iiber- noch unterreprésentiert werden sollen.
Laut [2] ist nachweisbar, dass der Schutz eines Merkmals zur erhshten Diskriminierung anderer Merk-
male fiihrt. Das bedeutet, dass durch den Ausschluss von Merkmalen, die als schiitzenswert gelten,
nicht nur kein Garant dafiir gegeben werden kann, dass nicht trotzdem aufgrund korrelierender Eigen-
schaften diskriminiert wird, sondern gerade durch deren Ausschluss nicht geschiitzte Gruppen aktiv
benachteiligt werden. [12][2]

Algorithmische Fairness nach dem Gesetz des desparate impact ist somit weniger fair. Es gibt
jedoch Szenarien in denen algorithmische Fairness ihr Ziel erreichen kann. Algorithmischer Bias kann
vor allem dann entstehen, wenn nur wenige Objekte mit dem gleichen Merkmal im Datensatz vorhan-
den sind, sodass wenige Objekte einen unverhéltnisméfBig grofien Einfluss auf die Gruppierung aller
Objekte mit diesem Merkmal haben kénnen. Wenn also bspw. in einer bestimmten Personengruppe nur
zwei Personen mit einem bestimmten Merkmal erfasst wurden und eine dieser Personen als gefahrlich
gilt, wiirde dadurch ohne Intervention abgeleitet werden, dass Personen mit diesen Merkmalen
mit 50%-iger Wahrscheinlichkeit gefihrlich sind. Schiitzenswerte Merkmale miissen demnach in vor-
liegenden Datensétzen identifiziert werden, indem deren Unterreprisentation nachgewiesen wird. [12][2]

Laut [35] muss bei allen Clusteringproblemen stets ein Kompromiss zwischen Fairness und Prézision
geschlossen werden. Dieser Kompromiss wird in den Studien [32] und [16] behandelt.

Es konnen nicht mehrere Mafle fiir Fairness parallel maximiert werden. Die Definition fiir algo-
rithmische Fairness muss daher vom Anwender gewihlt werden. [35]

Uber die Definitionen von Fairness hinaus gibt [35] auch noch Methoden zur Steigerung von
Fairness in maschinellem Lernen an. Diese werden in drei Gruppen eingeteilt: pre-process (vor
der Ausfiihrung), in-process (wéhrend der Ausfithrung), und post-process (nach der Ausfiihrung).
Methoden der Gruppe pre-process verdndern die Daten vor der Verarbeitung durch einen Klas-
sifizierungsalgorithmus. Das umfasst das Ausschlieen von Datenobjekten, das Ausschlieffen von
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Merkmalen, und das Verdndern von Werten, um die Daten einheitlicher erscheinen zu lassen. Dazu
konnen bspw. die Merkmale so manipuliert werden, dass Datenobjekten zuféllig in privilegierte und
unterprivilegierte Gruppen eingeordnet werden. Methoden der Gruppe in-process beziehen sich auf
die Anpassung der Lernalgorithmen. Dazu werden bspw. Kosten in Abhéingigkeit des Fairnessma-
Bes verwendet, welche es zu optimieren gilt. Methoden der Gruppe post-process umschreiben die
nachtragliche Manipulation der Clusterings. Dazu werden nachtréglich so viele zufillige Datenobjekte
in andere Gruppen eingeteilt, bis die Anforderungen fiir Fairness erfiillt sind.

Die Forschung zum Thema algorithmische Fairness im Zusammenhang von Clusteringalgorith-
men wird erstmals von Chierichetti, Kumar, Lattanzi und Vassilvitskii in [14] behandelt. Dort wird
die Definition fairer Teilmengen und fairer Clusterings, sowie Algorithmen zur Approximation fairer
Losungen des fair k-median- und des fair k-center-Clustering vorgestellt, zweier Clusteringalgorithmen,
bei denen die Anzahl der Cluster im Ergebnis durch Parameter vorgegeben wird. [4][35]

In [14] werden die Eingaben fiir das k-median- und das k-center-Clustering zuerst in sogenannte
Fairlets unterteilt, faire Teilmengen, die als geeignet betrachtet werden, das Clusteringproblem zu
l6sen. Nachfolgende Arbeiten haben die Ergebnisse aus [14] auf andere Clusteringprobleme iibertragen,
wie das k-means-Clustering. [3][9][8][5][29]

Das Fair Correlation Clustering nutzt faire Teilmengen, welche der Definition des Disparate
Impact gleichen, mit € = 0 (siche Kapitel 1.1.6.2). [12]

Inhaltsverzeichnis

1.3.3 Fair Correlation Clustering

Beim Fair Correlation Clustering handelt es sich um eine Generalisierung des Correlation Clusterings,
bei dem die Knotenmenge gefirbt ist und jedes Cluster das Verhiltnis der Farben aus der Knotenmenge
bewahren muss. Die mathematische Definition des Fair Correlation Clustering wird in Kapitel 1.1.6
gegeben.

Das Correlation Clustering stellt demnach eine Spezialisierung des Fair Correlation Clusterings
dar, bei welchem alle Knoten dieselbe Farbe haben. Fiir das Fair Correlation Clustering kann es
daher keinen effizienteren Algorithmus geben, als fiir das Correlation Clustering. Das Fair Correlation
Clustering ist somit mindestens NP-schwierig. Die meisten Arbeiten zu Fair Correlation Clustering
beschrénken sich deshalb auf die Verbesserung von Approximationsalgorithmen oder exakte Losungen
fiir Spezialisierungen des Problems, wie auch beim Correlation Clustering. Folgend werden zunéchst
ausgewiihlte wissenschaftliche Beitrdge zur Losung auf generellen Graphen vorgestellt, bevor Ergeb-
nisse zu Algorithmen und Komplexitidtsgrenzen beziiglich Eingabegraphen in Form von Wildern
prisentiert werden.

Inhaltsverzeichnis

1.3.3.1 Fair Correlation Clustering fiir generelle Graphen

Laut Casel et. al. [12] wird das Thema Fair Correlation Clustering erstmals parallel in den beiden
Publikationen von Ahmadi et. al. [1] und Ahmadian, Epasto, Kumar und Mahdian [4] behandelt.
Deren Ergebnisse beziehen sich auf vollstdndige ungewichtete Graphen.

In Ahmadian et. al. [4] und [3] wird die Fairness iiber einen Faktor « definiert, welcher fiir
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jede Farbe einheitlich vorgibt, wie viele Knoten in jedem Cluster enthalten sein miissen. Diese
Definition des Fair Correlation Clustering deckt sich nicht mit der Definition von Casel et. al. [12]
und somit auch nicht mit der in dieser Arbeit verwendeten Definition. Fiir Eingaben mit k& Farben
und a =  stellt die Definition aus [1] einen Sonderfall der Definition dar, die in [12] verwendet
wird. Es handelt sich um den Spezialfall, dass das Verhéltnis ¢; der Farben im Eingabegraphen mit
Vi € [k] : ¢; = 1 gegeben ist, jeder Farbe also gleich viele Knoten zugeordnet werden. In [1] wird fiir
diesen Fall ein 16,48 - k2-Algorithmus und fiir den Spezialfall £ = 2 sogar ein Algorithmus mit einer

Approximationsgiite von 256 vorgestellt.

In [1] wird ein O(c?)-Approximationsalgorithmus fiir Eingaben mit zwei Farben und einem
Verhiltnis von 1 : ¢ vorgestellt. Dariiber hinaus wird fiir Eingaben genereller Graphen mit zwei
Farben im Verhéltnis 1 : 1 ein Algorithmus mit einer Approximationsgiite von 33 + 4 vorgestellt.
Das Ergebnis dieses Approximationsalgorithmus basiert auf dem Ergebnis einer Approximation fiir
das Correlation Clustering, aus dem dann ein Fair Correlation Clusterings erstellt wird. 8 stellt die
Approximationsgiite des verwendeten Algorithmus zur Approximation des Correlation Clusterings
dar. Fiir Eingaben mit beliebig vielen Farben und als einziger Beschrankung fiir die Verhiltnisse
c1 = 1 sowie Vi € [k] : ¢; € N, wird ein O(k? - max1<;<kc;)-Approximationsalgorithmus vorgestellt,
sowie ein O(k? - maza<i<kq;)-Approximationsalgorithmus fiir relaxed Fairness.

Nach [12] ist die zeitlich als nichstes publizierte Arbeit zu dem Thema die von Friggstad et.
al. [25]. In dieser wird ein 6, 18-Approximationsalgorithmus fiir Eingabegraphen mit zwei Farben in
einem Verhéltnis von 1 : 1 vorgestellt. In [2] wurden die erwidhnten Approximationsgiiten aus [1] unter
Verwendung von relaxed Fairness auf O(ﬁ) verbessert, wobei die Anforderung der Fairness
in jedem Cluster um maximal maz{l, e - |C| - maz;(c;)} Knoten iiberschritten werden darf. Dabei
wird € > 0 als Parameter vorgegeben. Fiir Eingaben mit Vi € [k] : a; = % erreicht der vorgestellte
Algorithmus eine Approximationsgiite von 4+ %, was im Vergleich zu den vorherigen 256 eine deutliche
Verbesserung fiir Werte € > %2 darstellt.

Im Bestreben die Probleme algorithmisch leichter definieren zu koénnen, wurde die relaxed (dt.
entspannte, gelockerte) Fairness erstmals von Ahmadian et. al. in [3] eingefiihrt. [1]

Definition 1.3.6 (Relaxed Fairness) Sei V' eine Menge gefirbter Elemente, mit k € N5 Farben.
Sei die Firbung eines Elements aus V' durch die Abbildung ¢ : V — [k] gegeben, mit [k] = {1,2, ..., k}.
Seien mit p;,q; € Q fiir jede Farbe eine untere und obere Grenze gegeben, mit i € [k|, fir die gelte
0<p; < Vil < q; <1, wobei V; = {u € V|c(u) = i}. Dann wird eine Teilmenge S C 'V nur dann als

V]
relaxed fair bezeichnet, wenn die untere und obere Grenze eingehalten werden, sodass p; < % =

v
%quw

Casel et. al. [12] haben jedoch gezeigt, dass die algorithmische Komplexitit des Fair Correlation
Clusterings nicht von der exakten Fairness herriihrt, sondern hauptséchlich von der Anzahl an Farben
und deren Verhéltnis zueinander abhéingt. Casel et. al. [12] und Ahmadi, Galhotra, Saha und Schwartz
[1] haben nachgewiesen, dass das Problem des Fair Correlation Clustering fiir generelle Graphen
bereits fiir zwei Farben mit einem Verhéltnis 1:p, mit p > 2 als NP-schwierig gilt, sowie fiir Farben
k> 3.

Inhaltsverzeichnis
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1.3.3.2 Fair Correlation Clustering fiir Wilder

Casel et. al. [12] beschiftigen sich hauptséchlich mit der Herleitung von Komplexitétsgrenzen fiir eine
Spezialisierung des Fair Correlation Clusterings, welches sich auf Eingaben in Form von Wéildern
beschrankt. Wélder stellen eine der einfachsten Form von Graphen dar. Problemspezialisierungen, bei
denen die Eingaben auf Wilder beschrinkt werden, sind oftmals effizient l6sbar, auch wenn das fiir
generelle Eingaben ggf. nicht der Fall ist. Aus diesem Grund werden fiir viele Probleme zuerst Spezia-
lisierungen mit Beschriankung der Eingaben auf Graphen in Form von Wilder behandelt. Meist ist es
moglich aus deren Behandlung Einsichten zu erhalten, die bei der Losung des generelleren Problems
hilfreich sind. Folgende Ergebnisse zur algorithmischen Komplexitét beziehen sich ausschliefllich auf
das Fair Correlation Clustering mit Eingabegraphen in Form von Wildern.

In [12] wird die Abhingigkeit der Komplexitit der Probleminstanzen verschiedener Spezialisie-
rungen von bestimmten Eigenschaften bewiesen. Darunter sind neben der Anzahl der Farben und
deren Verhéltnissen auch der Grad und der Durchmesser eines Graphen.

Den einfachsten Fall stellen Eingaben mit zwei Farben im Verhiltnis 1:1 dar. Casel et. al. [12]
zeigen, dass sich diese Spezialisierung auf das Problem des maximalen Matchings auf bipartiten
Graphen reduzieren lésst, womit eine Laufzeit O(|V| 4 |E|) = O(n) mdoglich ist, mit n = |V|. In
folgender Tabelle aus [12] werden die Ergebnisse beziiglich der algorithmischen Komplexitét des
Fair Correlation fiir Eingaben in Form von Wildern mit zwei Farben in verschiedenen Verhéltnissen
angegeben. In der oberen Spalte sind die Verhéltnisse der beiden Farben angegeben und darunter die
Komplexitit, die sich daraus ergibt. Dabei stellt f(p) eine polynomielle Funktion dar. [12]

1:1 1:2 1:(5-1)
O(n) O(n°)  Om/®)

Tabelle 1.3: Komplexitéiten Fair Correlation Clustering fiir Walder

In der vorliegenden Arbeit wird fiir das Verhiltnis 1 : 2 eine tiefere Komplexititsgrenze von O(n?)
hergeleitet (siehe Kapitel 2.1.1).

Uber eine Reduktion des 3-Partition Problem auf das Fair Correlation Clustering beweisen Ca-
sel et. al., dass die Komplexitét fiir Eingaben in Form von Wéldern mit einem Verhéltnis von 1 : ¢, mit
¢ > 3 bereits ab einem Durchmesser von > 4 NP-schwierig ist. (Fiir den Beweis sei auf [12] verwiesen,
mit dem Zusatz, dass fiir die Summe dreier Zahlen a; € N5, mit ¢ € {1, 2,3} gilt E?zlai > 3, woraus
¢ > 3 hervorgeht.)

Casel et. al. beweisen ebenfalls durch die Verwendung der Reduktion des 3-Partition Problems,
dass das Fair Correlation Clustering fiir Wilder mit zwei Farben in einem Verhéltnis von 1 : ¢, mit
¢ > 3 bereits ab einem Grad von > 5 NP-schwierig ist.

Die folgenden Lemmata werden in [12] hergeleitet und zur Entwicklung der exakten Algorith-
men verwendet. Es wird gezeigt, dass immer ein optimales faires Clustering existiert, bei dem alle
Cluster die gleiche Grofle aufweisen und diese GroBle vom Verhéltnis der Farben abhéngig ist.

Lemma 1.3.1 Sei ein Eingabegraph in Form eines gefirbten Waldes F = (V, E) gegeben, mit ¥_,¢; >
3, wobei ¢1, ca, ..., c die Verhdiltnisse der k Farben seien und der grifite gemeinsame Teiler aller c; sei
ggt(ci, ca, ..., ci) = 1. Dann haben alle Cluster eines Fair Correlation Clusterings in F die Kardinalitdit
d= Eleci.
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Beweis: Sei ein beliebiges Fair Clustering P von V' gegeben, dann lassen sich die Cluster in faire
Cluster der Grofle d aufteilen, ohne die Kosten zu erhohen. Jedes Cluster in P muss mindestens d
Knoten enthalten, da mindestens ¢; Knoten der Farbe i enthalten sein miissen. Sei ein Cluster S
gegeben, mit |S| > d, dann muss |S| = ad, mit a € N>o, und von jeder Farbe ¢ miissen genau a - ¢;
Knoten enthalten sein, damit das Cluster fair ist. Sei P’ die Partition, die erzeugt wird, wenn S in S}
und So aufgeteilt wird, wobei S; C S eine beliebige faire echte Teilmenge von S sei, mit der Grofle
d, sodass von jeder Farbe 4, ¢; viele Knoten enthalten sind und Sy = S\S;. Seien 1 die intra-cluster
Kosten von P iiber F[S], wobei F[S] der induzierte Graph iiber der Kantenmenge S iiber dem Graphen
F' darstelle. Fiir die intra-cluster Kosten gilt,
2 72

ad(ad — 1) ~lad—1) = a*d® — 3ad + 2

2 2
Das Cluster hat die Kardinalitdt ad und da es sich um einen Wald handelt, beinhaltet es maximal
ad — 1 Kanten. Im Extremfall schneidet P’ alle ad — 1 Kanten. Die Kosten der neuen Cluster S; und
S5 sind geringer als die von S, weil die Kosten der Partition P’ wie folgt begrenzt sind

cost(F[S],P) > ¢ >

cost(F[S],P") = x+4v
d(d—1) —1)d-((a—1)d—1)
< ad—1+ %0 4 (a-d(

2d*>+a?d®>—2ad*+ad—2
2

Die Differenz zwischen den Kosten der beiden Partitionen liegt bei

2ad? — 2d? — 4ad + 4)
2

Der Zugewinn in den intra-cluster Kosten bei der Trennung iiberwiegt ab einer Grofle von d > 3. Die
Kosten sind abhéngig von a und d, der Zugewinn wichst mit a, sodass die untere Grenze mit a = 2
gegeben ist. Die untere Grenze ergibt sich somit mit cost(F[S], P) — cost(F[S], P') > d? — 4d + 2.
Damit héingt die untere Grenze der Differenz der Kosten nur von d ab. Jedes Cluster mit einer Grofie
von mehr als d, mit d > 3 ist suboptimal.

Es bleibt nur noch fiir den Fall d = 3 zu beweisen, dass auch hier die Auftrennung in Cluster
der Grofie d optimal ist. Mit d = 3 ergibt die untere Grenze cost(F[S], P) — cost(F[S], P') > —1.
Die Kosten cost(F[S], P') kénnen verringert werden, indem darauf geachtet wird, bei der Aufteilung
von S in S; und S; mindestens eine Kante aus S auch in S; oder S; zu beinhalten. Dadurch tragt
diese Kante nicht zu den inter-cluster Kosten bei und zwei Knoten, die ansonsten zu den intra-cluster
Kosten beitragen wiirden, werden in zwei verschiedene Cluster aufgeteilt. Dadurch erhoht sich die
Differenz der Kosten von -1 um mindestens 2. Die einzigen beiden Farbverhiltnisse die mit d = 3
moglich sind, sind 1 : 1 : 1 und 1 : 2. Sei eine Kante e = {u,v} € S gegeben, mit e = {u,v}, mit
c(u) # ¢(v), wobei die Abbildung ¢ : V' — [k] die Farbe der Knoten angebe. Wenn das Cluster S in
die fairen Teilmengen {u,v,w} und S\{u,v,w} getrennt wird, dann sind die Kosten der Partition
P’ damit geringer als die von P. Wenn keine solche Kante {u,v} existiert, dann ist F[S] nicht
zusammenhédngend. Dies impliziert fiir einen Wald, bei einem Verhéltnis von 1:1:1, dass es hochstens
3a — 3 Kanten zwischen den a Knoten jeder Farbe, mit maximal ¢ — 1 Kanten inzident zu jedem
Knoten gibt. Fiir das Verhéltnis 1:2 wiirde es maximal 3a — 2 Kanten in S geben. Selbst wenn all
diese Kanten fiir die Trennung von S geschnitten wiirden, wiirde mit a = 2 hochstens eine Kante in
P’ geschnitten wodurch die Kosten um mindestens eins geringer wiren als mit P. O

cost(F[S], P) — cost(F[S], P") > =ad(d—2)—d*+2

Fiir bipartite Graphen, und damit insbesondere auch fiir Bdume, haben die intra-cluster Kos-
ten keinen Einfluss auf die Kosten des Clusterings. Dies wird in folgendem Lemma formalisiert.

Lemma 1.3.2 Die Kosten eines Fair Correlation Clusterings fiir bipartite Graphen sind unabhdngig
von den intra-cluster Kosten.
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Beweis: Die Kosten einer Partition seien mit cost(P) = 1/J+ x gegeben. Wenn eine Kardinalitét von d
fiir jedes Cluster angenommen wird, dann sind in jedem der | Cluster d(d L) Knotenpaare enthalten,
von denen jedes Paar intra-cluster Kosten von maximal 1 erzeugt Fiir d1e intra-cluster Kosten gilt
somit 1) = % . @. Eine Kante kann nur entweder zu den intra-cluster Kosten oder den inter-cluster
Kosten beisteuern, wodurch fiir die intra-cluster Kosten in Abhéngigkeit der inter-cluster Kosten gilt,
dass ¢ = ‘Vl d(dgl) — (|E| — x). Daraus ergibt sich cost(P) = x +v¢ = M |E| 4+ 2x. Wenn der
betrachtete Graph ein Baum ist, dann gilt |E| = |V|—1 und somit cost(P) = x+¢ = @=3) V] 3) V14 oy +1,
wobei P die Partition der optimalen Losung sei. O

Fir die exakte Losung von Eingaben mit beliebig vielen Farben in beliebigem Verhéltnis wird
in [12] eine Komplexitit von

O(RQSetvars+stmaz+2 setmaz)

- setvars
hergeleitet, wobei setmaz = XF_ ¢; und setvars = Hle(ci + 1). Auch fiir diesen Algorithmus wird

eine genauere Komplexititsgrenze hergeleitet.
Inhaltsverzeichnis
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Kapitel 2

Hauptteil

In diesem Kapitel werden die beiden Algorithmen zur Losung des Fair Correlation Clusterings be-
schrinkt auf Kaktusgraphen beschrieben. Die Algorithmen behandeln Kaktusgraphen mit zwei Farben
im Verhéltnis 2:1 und beliebig vielen Farben in beliebigem Verhéltnis.

Als erstes werden in Kapitel 2.1 die Algorithmen aus [12] in {iberarbeiteter Form vorgestellt, so-
wohl fiir das Verhéltnis 2:1 in Kapitel 2.1.1, als auch fiir beliebige Verhiltnisse in Kapitel 2.1.2. Die
Uberarbeitung der Definitionen ist notwendig, um das dynamische Programm zur Verarbeitung von
Kaktusgraphen einzubinden, wie in [10] gegeben. Durch die Uberarbeitung werden neue tiefere Kom-
plexitdtsgrenzen fiir die Algorithmen aus [12] hergeleitet, was sich mit der Aussage von Casel et. al. in
[12] deckt, dass es wahrscheinlich noch genauere Grenzen geben miisse.

Danach folgen in Kapitel 2.2 die beiden neuen Algorithmen fiir Kaktusgraphen, erst fiir das
Verhiiltnis 2:1 in Kapitel 2.2.1, dann in Kapitel 2.2.2 fiir beliebige Verhéltnisse. Fiir diese werden
Komplexitiatsgrenzen hergeleitet und damit nachgewiesen, dass das Problem fiir die verschiedenen
Vorgaben beziiglich der Farbungen denselben Komplexitdtsklassen angehort wie die Problemdefini-
tionen, die auf Wilder beschrankt sind.

Inhaltsverzeichnis

2.1 Fair Correlation Clustering fiir Eingabegraphen in Form
von Wildern

In diesem Unterkapitel werden die beiden Algorithmen aus [12] in iiberarbeiteter Formulierung vorge-
stellt. Die Uberarbeitung der Definitionen dient dazu, die Komplexitéit des erweiterten Algorithmus
herleiten zu kénnen, welcher im néchsten Kapitel vorgestellt wird. Die Algorithmen werden nicht
veridndert. Es wurden lediglich an einigen Stellen Aspekte definiert, die in [12] keine genaue Definition
verlangen, fiir die Erweiterung auf Kaktusgraphen aber eine Rolle spielen. Fiir alle Definitionen, die
ohne Anderungen iibernommen werden, wird dies explizit angegeben. Der direkte Vergleich jeder
Definition wird nicht angegeben.

Der ausschlaggebende Unterschied, welcher die Herleitung der genaueren Komplexitétsgrenze erlaubt,
liegt in der Definition der Mengen B(v,h) und A(z), sowie die Abbildung A”(i) in Abhingigkeit
von i, also der Berechnung der Teilergebnisse von T?. Eine #hnliche Auftrennung wird in [10] fiir ein
anderes Partitionsproblem gegeben, um die Behandlung von Kaktusgraphen zu ermdglichen. Dabei
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wird eine zweite Rekursionsebene in das dynamische Programm eingefiihrt. Statt nur der Rekursion
von der Wurzel hin zu den Bléttern, wird zusétzlich eine Rekursion bei der Berechnung der Kin-
der einer Wurzel eingefiihrt. Dieses Vorgehen ist fiir die Verarbeitung von Kaktusgraphen unabdinglich.

Zuerst wird in 2.1.1 der Algorithmus zur Losung des Fair Correlation Clustering in Wildern
mit zwei Farben im Verhéltnis 1:2 vorgestellt. In dem darauf folgenden Unterkapitel 2.1.2 wird der
Algorithmus fiir Walder mit beliebig vielen Farben in beliebigem Verhéltnis vorgestellt.

Das Symbol A wird eigentlich der Mengenoperation zur Bildung der symmetrischen Differenz
zugeordnet (siehe Definition 1.1.13 in Kapitel 1.1.1). Die Definition von Identifikatoren besagt,
dass Symbole, die mit Operationen assoziiert werden, nicht als Identifikatoren zuléissig seien (siehe
Definition 1.1.1 in Kapitel 1.1.1). Dieses Symbol wird in [12] als Identifikator verwendet und fiir den
einfachen Vergleich hier iibernommen.

Inhaltsverzeichnis

2.1.1 Walder mit zwei Farben im Verhéiltnis 1:2

Der Eingabegraph sei ein gefirbter Wald F' = (V, E) mit k¥ = 2 Farben im Verhéltnis ¢; : ¢z, mit
c1 = 1 und ¢g = 2. Zur Verdeutlichung werden die Farben blau und rot angenommen. Der Algo-
rithmus arbeitet in zwei Schritten. Im ersten Schritt wird ein dynamisches Programm ausgefiihrt,
welches iiber der Knotenmenge V' eine Partition mit so vielen zusammenhéngenden fairen Teilmengen
minimaler Kardinalitidt bildet, wie moglich. Im zweiten Schritt werden alle iibrigen Knoten zu nicht
zusammenhéngenden fairen Teilmengen vereint.

Folgend abgebildeter Graph dient als Beispiel, an welchem die verschiedenen Definitionen verdeut-
licht werden. Der Knoten mit der Nummer 1 sei als Wurzel gegeben.

Abbildung 2.1: Eingabegraph in Form eine Baumes

Nach Lemma 1.3.1 gibt es mindestens eine optimale Losung fiir das Fair Correlation Clustering,
in welchem die Losung eine Partition darstellt, in der alle Knoten in Cluster mit einem blauen
und zwei roten Knoten eingeteilt werden. Cluster mit Knoten dieser Farben werden folgend als brr-

40



Cluster bezeichnet. Im vorgestellten Algorithmus wird im ersten Schritt eine solche Partition berechnet.

Definition 2.1.1 (Splitting) Sei ein gefirbter Graph G = (V, E) mit k € Nyo Farben im Verhiltnis
€1 1 Cy i .. Cl, mit c1,co,...,cr, € Nsg gegeben. Die Verhdltnisse seien so angegeben, dass deren
grofster gemeinsamer Teiler ggt(ci,ca,...,ck) = 1 sei. Ein Splitting iber V stellt eine Partition dar,
in der alle Cluster zusammenhdngend sind und mdglichst viele Cluster fair sind und eine Kardinalitdt
von mazimal d = X¥_,¢; aufweisen. Alle Cluster, die nicht fair sind, seien so grofi wie méglich aber
kleiner als d.

Waéhrend die Losung des Correlation Clusterings als Partition iiber der Knotenmenge definiert wird,
kann das Splitting als Partition iiber der Kantenmenge definiert werden, da es sich bei jedem Cluster
per Definition um eine Zusammenhangskomponente handelt.

Beispiel 2.1.1 In folgender Abbildung wird ein Splitting dargestellt, mit folgenden brr-Clustern
{1,2,5}, {3,7,12} und {8,13,14}. Alle anderen Cluster werden als mdglichst grofie Zusammenhangs-
komponenten dargestellt. Fir gegebenen Eingabegraphen gibt es keine Partition, in der mehr als drei
zusammenhdngende brr-Cluster mdoglich wdren. Es wdren aber einige andere Splittings denkbar. Im
Cluster {1,2,5} kénnten statt dem Knoten 5 alternativ entweder der Knoten 4 oder der Knoten 6
enthalten sein. Das Cluster {3,7,12} kénnte alternativ durch die Cluster {3,7,9}, oder {1,3,7} ersetzt
werden. Das Cluster {8,13,14} muss in jedem Splitting enthalten sein, da ansonsten mit Knoten 8
kein brr-Cluster gebildet werden kann oder der Knoten 7 in keinem zusammenhdngenden brr-Cluster
enthalten wdre. Unter dem beschriebenen Splitting sind schematisch drei weitere Splittings angegeben.

Abbildung 2.2: Beispiel Splitting

Folgendes Lemma ist in dieser Form auch in [12] gegeben. Weil in dessen Formulierung das Splitting
verwendet wird, wird die Definition nicht im Kapitel 1.3.3 sondern hier angegeben.
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Lemma 2.1.1 Sei F = (V, E) ein gefirbter Wald mit zwei Farben blau und rot im Verhdltnis 1:2,
sowie ein Splitting P fir F gegeben, dann kann mit max (O, %) zusdtzlichen Kantenschnitten eine
Partition aus dem Splitting P mit ausschlieflich brr-Clustern gebildet werden, wobei x = #br — #r
und F#br die Anzahl der br-Komponenten und #r die Anzahl der r-Komponenten sei. Die entstehende
Partition kann in O(n) berechnet werden, wobei n = |V|.

Beweis: Laut Lemma 1.3.1 gibt es mindestens eine optimale Losung, in welcher alle Cluster brr-
Komponenten darstellen. Im Splitting P haben alle Cluster die Kardinalitit von maximal d. Jedes
Cluster mit d Knoten ist fair und stellt somit ein brr-Cluster dar. Alle anderen Cluster beinhalten
weniger als 3 Knoten und konnen somit nur b-, br-, r- oder rr-Cluster darstellen. Es werden zuerst
alle br- mit allen r-Komponenten vereint. Danach werden alle b- mit allen rr-Komponenten vereint.
Danach werden alle {ibrigen rr-Komponenten durch den Schnitt einer Kante in zwei r-Komponenten
aufgeteilt und mit den iibrigen br-Komponenten vereint.

Es gibt maximal n Cluster, die maximal drei Knoten beinhalten. Die Farbe eines Clusters kann
somit in konstanter Zeit O(1) bestimmt werden. Die Identifikation der Cluster, die geschnitten werden
miissen, oder direkt vereint Vﬂ;erden konnen, liegt somit in O(n). Es gibt maximal % rr-Cluster, maximal

] 2n

% br-Cluster und maximal =" r-Cluster. Es miissen somit maximal § = O(n) Schnitt-Operationen

ausgefiihrt werden und danach maximal 2 = O(n) Vereinigungen, was zu O(3n) = O(n) fithrt. O

Beispiel 2.1.2 Im Splitting aus Abbildung 2.2 konnen die beiden Cluster {4,10} und {6,11} mit zwei
roten Knoten zu den nicht zusammenhdingenden brr-Clustern {4,10,9} und {6,11, 15} vereint werden,
dazu muss das rr-Cluster {9,15} getrennt werden und somit genau eine Kante. Mit #br = 2 und
#r = 1 ergibt sich 1 = #br — #r, dabei sei #br die Anzahl der br-Cluster und #r die Anzahl der
r-Cluster.

Lemma 2.1.2 Seien die Mengen A, B C R gegeben, dann kann keine Summe a + b, mit a € A und
b € B, kleiner sein als die, die sich durch die beiden Minima beider Mengen bilden ldsst, es gilt also

mingea(a) + minpep(b) < mingeapes(a+b)

Beweis: Sei a = mingca(e) und b # min.cp(e), dann ist jede Summe a+b > a+ ¢, wenn ¢ < b, weil

a+b > a+c |—a
b > c

0

Lemma 2.1.3 Seien n € N>y viele Mengen A; € RY mit g € Nso und das kartesische Produkt dieser
Mengen gegeben mit B = A1 X Ay X ... X A, , sowie die Summe aller Elemente eines Tupels gegeben
durch die Abbildung f : B — R, mit b € B, definiert als f(b) = X7_,b[i] , dann gilt fir das Minimum
der Summen aller Tupel

minpe g(f (b)) = minic(g) (Ar[i]) + minic(g)(Az[i]) + ... + mingey) (Anld])
, sowie

Vil e [n — 1] : maneB(f(b)) = mznbeB(Zi;ib[z]) + minie[g] (Al [’L]) + minbeB(E?=l+1b[i})
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Beweis: Der beschriebene Umstand lésst sich durch Induktion von Lemma 4 beweisen. Sei n = 2,
dann l&sst sich die Aussage

minpep (f(b)) = mineq(A1[i]) + ... + min;eg(Anld])

auf die Aussage
minyep(f (b)) = miniey(A1i]) + miniey(Az[i])

reduzieren. Sei
¢ = minieqg(A1[i]) + minieqy(As2li])

, dann ldsst sich die Aussage auf n = 3 erweitern, mit
minyep(f (b)) = ¢ +min;ey(As[i])

und somit per Induktion auf alle n € N>o. Diese Aussage léisst sich dann {iber das Kommutativgesetz
auf

minpe s (f(b)) = minpep(SZ10[i]) + ming jeq (Aili] + A [f]) + minpe p(S1 4 b[i])

verallgemeinern, fiir alle [ € [n — 1]. O

Die folgende Definition ist auf #hnliche Weise aber nicht formal in [12] gegeben.

Definition 2.1.2 (Kopf) Sei ein Baum T = (V, E) gegeben, mit einem Knotenr € V' als Wurzel und
eine Partition P iber T, sowie ein Teilbaum T, und die Kante e € E, mit e = (u,v) und d(u) < d(v),
mit u,v € V, wobei v € U(u), dann sei der Kopf von T, definiert als

b pNT, ,wenn Ipe P:e€p
o 0 , wenn —(Ip € P : e € p)

,firv=rseik=0.

Anders ausgedriickt bezeichnet der Kopf eines Teilbaumes T, die Schnittmenge des Teilbaums mit
dem Cluster, in dem sich die Wurzel v des Teilbaums und dessen Elternknoten u gemeinsam befinden,
mit v € U(uw).

Zur Losung des Fair Correlation Clusterings wird ein dynamisches Programm fiir Bdume ange-
wandt, um ein optimales Splitting zu bestimmen. Wie auch beim dynamischen Programm zur Losung
des Knoteniiberdeckungsproblems (siehe Kapitel 1.1.5) werden Spezialisierungen des Problems erstellt
und diese fiir jeden Teilbaum T, gelost. Basierend auf den Losungen der Kindknoten v € U(v) wird
durch Minimierung iiber die Ergebnisse ein Ergebnis fiir T, bestimmt, indem die inter-cluster Kosten
summiert werden. So wie auch fiir das Knoteniiberdeckungsproblem werden fiir jeden Teilbaum die
Partitionen der Spezialisierungen vermerkt, sondern nur deren Werte, in diesem Fall die inter-cluster
Kosten, weil nach Lemma 1.3.2 der Wert der Kostenfunktion fiir Wilder unabhéingig von den
intra-cluster Kosten ist. Nach Berechnung der inter-cluster Kosten ist eine Rekonstruktion nétig ist,
um die Partition zu erhalten. Im Gegensatz zum Knoteniiberdeckungsproblem werden nicht nur die
Losungen fiir genau zwei Spezialisierungen berechnet.

Lemma 2.1.4 Sei ein gefirbter Wald F' gegeben, mit k = 2 Farben und einem Farbverhdltnis von 1:2,
dann lisst sich ein Fair Correlation Clusterings fir F in O(n®) bestimmen.
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Beweis: Sei ein gefiirbter Baum T = (V, E') mit zwei Farben im Verhéltnis 1:2 gegeben, sowie ein
beliebiger Knoten r € V' als Wurzel. Fiir den Baum 7 wird mittels eines dynamischen Programms ein
Splitting mit minimalen inter-cluster Kosten erstellt. Zur Losung dieses Problems wird eine Speziali-
sierung definiert, die fiir alle Teilbdume T, gelost wird, mit v € V. Bei der Spezialisierung wird ein
Splitting mit minimalen inter-cluster Kosten gesucht, bei dem der Kopf die Fiarbung h € {0, b, br, r, 7}
aufweist und die Differenz zwischen der Anzahl an br- und r-Clustern x = #br — #r entspricht. Fiir
jeden Teilbaum werden zu jedem Element (h,x) € {0,b,br,r,rr} x 1, mit | = {z € Z| —n <2 < %} die
minimalen inter-cluster Kosten berechnet, die ein Splitting mit diesen Anforderungen erzielen konnte.
Folgende Abbildung gebe die berechneten inter-cluster Kosten fiir jeden Teilbaum T;,, gegeben durch
v € V, in Abhéngigkeit der Anforderungen x € [ und h € {0,b,br,r,rr} an.

AV x{0,b,br,r,rr} x 1 = N (2.1)

In [12] werden die inter-cluster Kosten in einem Vektor angegeben. Diese Darstellung hat die gleiche
Funktion wie die Abbildung 2.1, mit dem Unterschied, dass die Differenz x € [ als Position des Elements
im Vektor angegeben wird, statt als Parameter fiir die Abbildung. Sie wird folgend angegeben und fiir
den einfacheren Vergleich mit [12] auch in dieser Arbeit verwendet.

AV x{0,b,br,r,rr} — N

Da die Werte x € [ auch negativ sein kénnen, wird die Abbildung m : I — [|l|] verwendet, um die
Werte aus [ auf positive Werte abzubilden, sodass diese als Index zur Adressierung von Elementen des
Vektors genutzt werden konnen. Die minimalen inter-cluster Kosten fiir Splittings des TeilbaumsT,,
mit A und z seien daher mit A(v,h)[m(x)] gegeben. Die Abbildung m(x) wird folgend nicht mehr
explizit angegeben. Es sei A(v,h)[x] = Al[z]. Mit S(v, h, ) sei ein Splitting iiber T} mit gegebenen
Anforderungen gegeben, welches die inter-cluster Kosten A"[x] erzielt.

Der Kopf des Teilbaums T, wird durch die Vereinigung der Kopfe der Teilbdume T, der Kin-
der v € U(v) mit dem Knoten v gebildet. Dabei miissen die Farben der Koépfe der Teilbdume T,
zusammen mit der Farbe des Knoten v die Farbe h ergeben. Ob gewihlte Kopfe zusammen mit v ein
Cluster der geforderten Farbe bilden kénnen wird iiber die Summe der Vektoren der Mengenfirbung
iiberpriift (siehe Definition 1.1.59). Alle Kombinationen an Képfen, die mit C(v) in Summe C(h)
erzielen seien durch die folgende Abbildung gegeben.

B:vxh— {0,bbrmr rr}IU(v)\

Die Elemente dieser Menge H € B(v, h) stellen Tupel dar, mit |U(v)| Farbungen, welche jedem Kind
der geordneten Menge U(v) jeweils eine Kopffarbung zuordnen. Die Abbildung sei wie folgt definiert.

H e {0,b,br,r,rr VO | () + SWC@E) = (W), wenn h =0

H e {0,b,r}U®I | o)) +SYWeH[]) = C(h) , wenn h £ 0 22)

B(v,h) = {

Dabei wird grofiziigig davon ausgegangen, dass sich die Abbildung der Farbungen auch auf Eingaben
h € {0,b,br,r,rr} anwenden lieBe, sodass C'(h € {0,b,br,r,rr}) € {(0,0),(1,0),(1,1),(0,1),(0,2)}.

Die Mengenfirbung h = ) stellt einen Sonderfall dar, weil in diesem Fall die Kante zwischen
der Wurzel v und ihrem Elternknoten als getrennt interpretiert wird, wodurch der Kopf die leere
Menge darstellt (siehe Definition 2.1.2). Mit S(v,0,x) sei das Splitting fiir A?[z] gegeben und
demnach mit S(v,#,z)[v] das Cluster, in dem sich der Knoten v befindet. Mit i’ sei die Férbung
des Clusters S(v, 0, z)[v] gegeben. Dieses Cluster kann im Gegensatz zu einem Kopf die Fiarbungen
h' € {b,br,brr,rr,r} annehmen.
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Fiir jede Farbung h € {0,b,br,r,rr} werden die minimalen inter-cluster Kosten fiir jede Diffe-
renz x € [ berechnet. So wie die Abbildung B alle Kombinationen an Kopffirbungen angibt, die zur
Bildung des Kopfes verwendet werden kénnen, gibt die Abbildung A alle Differenzen fiir die Splittings
der Kinder an, die summiert die geforderte Differenz x = #br — #r ergeben. Die Abbildung sei
definiert als

Acaxy—{MelY|SY_ M[i]| ==}

, sodass A(z, |U(v)|) die Menge aller Vektoren [I]IV(")] darstellt, deren Elemente summiert = ergeben.

Mit Hilfe der Abbildungen A und B lassen sich die Losungen fiir A"[x], fiir alle h € {0, b, br,r, 7} wie
folgt rekursiv berechnen.

Az] = min ( min (20 (Ag([ﬂ)[i][M[i]]))> (2.3)

HEB(v,h) \MEA(z,|U(v)|)

Die Rekursion besteht im Zugriff auf die Ergebnisse der Kindknoten mit Ag([:}])m. Die Abbildung
durchliéuft alle Kombinationen H € B(v,h). Die Kombination H wird verwendet, um den Kopfen
der Kinder von v jeweils eine Farbung zuzuweisen. Dadurch ist gegeben, dass die Splittings iiber den
Teilbdumen der Kinder ausgesucht werden, deren Koépfe kombiniert mit v die Farbung h ergeben.
Mit fester Kombination H € B(v, h) werden die Werte aller Tupel M € A(z, |U(v)|) durchlaufen. Die
inter-cluster Kosten fiir gegebene h und x mit h € {b,br,r,rr} entsprechen der Summe der Kosten fiir
die Kinder. Aus allen Summen wird jeweils das Minimum {ibernommen.

Fir h = () wird die die Kante zwischen der Wurzel und ihrem Elternknoten als geschnitten
betrachtet und tragt daher zu den inter-cluster Kosten bei. In diesem Fall wird die Summe der
inter-cluster Kosten um Eins inkrementiert. Wenn dazu das Cluster S(v, @, z)[v] ein br- oder r-Cluster
darstellt, dann tragt dieses Cluster zur Differenz x = #br — #r bei.

Die inter-cluster Kosten fiir A" = br werden somit nicht an Position x im Vektor notiert, sondern
an Position = + 1. Analoges gilt fiir A’ = 7. Um das in der Notation wider zu spiegeln, sei die Funk-
tion a : {b,br,brr,rr,r} x {0,b,br,r,rr} — {=1,0,1} gegeben, die dazu verwendet wird, den Index
entsprechend zu verringern oder zu erhthen. Sie sei definiert als

0 ,wenn h#(

0 ,wenn h=0AR ¢&{brr}
1 ,wenn h=0AK =br
-1 ,wenn h=0ARh =7

a(h', h) = (2.4)

Dazu wird die Abbildung b : h — N definiert, welche dazu dient in Abhéngigkeit von h die inter-cluster
Kosten um Eins zu erh6hen. Sie sei gegeben als

b(h) = { 0 ,wenn h#0 (2.5)

1 ,wenn h=10

Die Abbildung 2.3 kann wie folgt abgeéindert werden, um auch den Fall h = () abzudecken.

"y —a(h = i i U@l ( AH] .
Aule —alk', h)] HEHIlil(I;,ﬂ) (MeAr(Iglrll](v)D (El:l (AU(U)[Z][M[Z]})+b(h)>)

Zur vereinfachten Darstellung werden die Abbildungen 2.4 und 2.5 ab hier nicht mehr explizit
angegeben, dhnlich wie die Abbildung m(x).
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Die Rekursionsanker sind durch die Blétter des Baumes gegeben. Wenn U(v) = @, v also ein
Blatt darstellt, sei A" wie folgt definiert.

vz e (I\N{0}): Arz]=00 APl0]=0 wennc(v)=h=r
A Ve e (I\{-1}): Aljz]=00 Al[-1]=1 wennc(v)=rAh=10 (2.6)
! vz e (IN0}):  Alz]=o00 AM[0]=0 wennc(v)=h=15 '
Vo e (I\{0}): Alfz]=00 Al0]=1 wennc(v)=bAh=10
, dabei gebe A[zr] = co an, dass keine Partition iiber T, moglich ist, welche die durch h und =

gegebenen Anforderungen erfiillt.

In gegebener Form liegt die Kardinalitét der Menge A(x,y), mit y = O(n) bei |A(z,y)| = O(I"™). Die
Elemente dieser Menge kénnen demnach zur Berechnung der Abbildung 2.3 nicht in polynomieller
Zeit durchlaufen werden. Laut Lemma 2.1.3 kann die Anzahl der Kombinationen beschrinkt werden,
indem die Losungen rekursiv fiir alle Teilbiume 7! bestimmt werden, mit 2 < i < |U(v)|. Dabei
werden immer nur zwei Vektoren in jedem Schritt betrachtet.

T? sei der Teilbaum, der sich mit v und den Teilbdumen seiner ersten i Kinder bilden lisst, sodass

{vpu | U v
j=1
, wobei T[S C V] den induzierten Graphen angibt. Es gilt 7¢ C T, und T\ ! = T,. Die Losung fiir den
Teilbaum T} ldsst sich aus den Losungen der beiden Teilbiume T¢~! und T; U(v)[i) bestimmen. Fiir den
Teilbaum 7! seien die minimalen inter-cluster Kosten mit A” (i) gegeben. Es gelte A" (|U(v)|) = AP,
sodass das Ergebms der Abbildung 2.3 alternativ durch folgende rekursive Abbildung berechnet werden
kann

HeB(v,h) \McA(z,2)

AM(4)[z] = min ( min (Af“‘”(i—1)[M[1]]+Af[i][M[2]])> (2.7)

, fiir alle 1 <4 < |U(v)|, mit v = U(v)[i].

Der Fall ¢ = 0 stellt den Rekursionsanker dar. Auch in diesem Fall stellen Blattknoten die
Rekurslonsanker dar. Die inter- cluster Kosten AhE{b bMTT}( 0) werden daher mit der Abbildung 2.6
U(v)| > 0 der Ausgangspunkt der eines Blatt
ist. Damit kommt ein zusétzlicher Rekursionsschritt pro Knoten hinzu, der aber keinen Einfluss auf
die Komplexitdt hat, da er von anderen Aspekten iiberschattet wird. Zudem wird er auch durch den
entstehenden Zugewinn durch die Reduktion der Mengen 2.8 und 2.9 iiberschattet.

Durch die rekursive Verarbeitung von 77 mit Ty (v)i+1 wird die Menge an Kombinationen in

v

A(z, |U(v)|) auf zwei Elemente begrenzt, sodass stattdessen
A(x,2) = A(x) = {(a1,a2) € I*|ay +ay = 2} (2.8)

verwendet werden kann. Mit |U(v)| = O(n ) und [ = O(n) senkt das die Anzahl an Kombinationen
von |A(z, |U(v)])| < WO auf |A(z)| = O(n). Analoges gilt fiir die Menge B(v, h), fiir diese gilt nach
Deﬁnition der Abbildung 2.2 |B(v,h)| = O(n 2), weil das grofite Cluster, in dem v enthalten sein kann,
mit der Kopffirbung h = () mit der Mengenfirbung h’' = brr ist. Es kénnen demnach nur zwei weitere
Kindknoten in dem gleichen Cluster enthalten sein, sodass fiir jede Kombination H € B(v, () héchstens
ein Wertepaar (j, k) € N2 existiert, sodass mit j # k gilt H[j] # 0 A H[k] # (. Fiir die Abbildung 2.7
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kann statt der Menge aus Abbildung 2.2 folgende Definition fiir B(v, h) verwendet werden.

(h1,h2) € {0,b,br,r,rr}? | C(v) + C(h1) + C(h2) = C(h') , wenn h =0

Blv.h) = { (h1,ha) € {0,b,7}? | Cl)+Clh)+Clho) = C(h) . wennh#0 >

Damit reduziert sich die Anzahl der Kombinationen auf |B(h)| < 14 = O(1). Die moglichen Werte-
mengen sind folgend gelistet.

B(v,0) = A{@,r),(r,0),(rr,0),@,rr),(r,r),0,0)}

B(v,b) {(0.0)}

B(v,br) = {(r,0),(0,r)} mit ¢(v)=b
B(v,r) = {}

B(v,rr) = {}

B(v,0) = {(b,7),(r,b),(br,0),(0,br),(b,0),(0,b), (r,0), (0,r),(0,0)}

B(v,b) {}

B(v,br) = {(b,0),(0,0)} mit c(v)=r
B(v,r) = {0,0)}

B(v,rr) = {(r.0),(®,r)}

Mit den beiden Abbildungen 2.8 und 2.9 kann eine vereinfachte Notation zu Abbildung 2.7 wie
folgt definiert werden.

AM () [x] = i i Al -1 Ah2 ) 2.10
v(O)le] (hasha) e B(wh) ((al,inal&m( o= D] + A2 a]) (2.10)

In der Abbildung 2.10 werden in der Minimierung im Innern der Klammern |A(z)| = O(n) Durchliufe
berechnet. Die AuBere Klammer zur Minimierung iiber alle H € B(v,h) wird |B(v,h)| = O(1) oft
durchlaufen. Die Berechnung der minimalen inter-cluster Kosten fiir eine bestimmte Differenz = hat
eine Laufzeit von O(n). Mit « € [ und |I| = O(n) liegt die Laufzeit zur Bestimmung aller Elemente im
Vektor A"(i) damit bei O(n?). Die Abbildung 2.10 muss fiir alle O(n) Knoten und alle |U(v)| = O(n)
Kindknoten ausgefiihrt werden, was in O(n?) liegt. Jedoch existiert fiir jedes dieser Knotenpaare
(u,v), mit u € U(v) genau eine Kante e = (u,v) € E, was mit |E| < n — 1 zu einer Laufzeit von
insgesamt O(n?) fiihrt.

Zur Rekonstruktion der Partition als Losung des Fair Correlation Clusteringproblems werden
bei der Ausfiihrung des dynamischen Programms fiir jeden Wert A[z] die Kombination H und
die Kombination an Indizes M gespeichert, die zur Herleitung des minimalen Werts verwendet
wurden. Diese Informationen kénnen im Vektor gespeichert werden, also A"[z] = (x, M, H) oder
alternativ auf den Kanten zwischen Wurzel und Kind. Nach Berechnung von A? kann das Minimum
MiNge (Ag[sc] + max(0, %)) berechnet werden. Wenn zu jedem Wert A”[z] notiert wird, mit welchen
Elementen H und M diese erzielt wurden, kann rekursiv die Partition als Losung der ersten Phase
hergeleitet werden.
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Nach der Rekonstruktion wird im zweiten Schritt aus allen Clustern, die nicht brr-Komponenten
darstellen durch den in Lemma 2.1.1 beschriebenen Vorgang brr-Komponenten erstellt, was eine
Laufzeit von O(n) aufweist. Die Laufzeit der Rekonstruktion und der zweiten Phase werden von der
Laufzeit zur Berechnung der Vektoren iiberschattet.

Der Algorithmus ldsst sich auf Wailder verallgemeinern. Seien die Wurzeln der einzelnen Béume
mit r; gegeben, dann werde auf jedem einzelnen Baum der Vektor Af}i berechnet und danach iiber
alle Vektoren eine zusétzliche Minimierung fiir Agi ausgefiihrt. Dieser zusétzliche Schritt hat keinen
Einfluss auf die asymptotische Laufzeit des Algorithmus, weil O(n® + n?) = O(n3). O

In folgendem Beispiel wird anhand des Eingabegraphen aus Darstellung 2.1 gezeigt, wie der
Algorithmus zum vorhergehenden Beweis zu Lemma 2.1.4 funktioniert.

Beispiel 2.1.3 (Dynamisches Programm zur Berechnung eines optimalen Splittings)
Als erstes werden die Blitter betrachtet, weil sie die Rekursionsanker darstellen und der Rest des
Algorithmus somit auf deren Losungen aufbaut.

In der gegebenen Fingabe aus Bild 2.1 sind die Blitter, also alle Knotenv € V mit U(v) = 0, durch
die Knoten 5,10,11,12,13,14 und 15 gegeben. Deren Vektoren A kénnen demnach mit den Werten
aus Abbildung 2.6 initialisiert werden. Sei mit V[i] der i-te Knoten entsprechend der vorgegebenen
Nummerierung gegeben. Die Vektoren fiir die Blattknoten A(L/[w] und A(L/[u] gleichen sich und haben
die Form

00 00
00
A}llle%] = 1 A}\L/leo] = 0 A’\l/ﬁbor] = A}\L/Tlrl] = A?/Tﬁr}
00
00 00

, wobei sich nur die Werte A?/[m] [0] und Alx)/[lo] [0] von oo unterscheiden. Es sei daran erinnert, dass

die Abbildung m(x) in Al[m(x)] nicht explizit angegeben wird. In der folgenden Darstellung wird das
Splitting S(V[11], 0, 0) mit inter-cluster Kosten von A?/[n] [0] =1 auf der linken Seite und das Splitting
S(V[11],b,0) mit inter-cluster Kosten von Al",[ll] [0] = 0 auf der rechten Seite dargestellt. Fir h = 0
ist das einzige Cluster im Splitting S(V[11],0,0) das Cluster, in dem sich der Wurzelknoten V[11]
befindet, welches mit S(V[11],0,0)[V[11]] gegeben sei. Dieses Cluster wird als abgeschlossen betrachtet,
was bedeutet, dass dieses Cluster nicht mit dem Knoten V[6] vereint werden kann. Dadurch wird die
Kante (V[6],V[11]) durch die Grenze des Clusters geschnitten, was zu inter-cluster Kosten von 1
fihrt. Weil kein br- oder r-Cluster, sondern nur ein b-Cluster im Splitting enthalten sind, ergibt sich
die Differenz x = #br — #r = 0. Zusammen fiihrt das zu A%[n] [0] = 1.

Das Cluster S(V[11],b,0)[V[11]] ist dagegen so definiert, dass es den Knoten V6] enthdlt. Dies
wird in der Darstellung 2.3 durch Verblassen der Clustergrenzen nach oben angedeutet. In diesem Fall
bildet der Kopf aber ebenfalls kein br- oder r-Cluster, weil der Kopf als die Schnittmenge des Clusters
mit dem betrachteten Teilbaum definiert ist. Es wird auch kein b-Cluster gebildet, weil das Cluster
mindestens den Knoten V[6] enthalten muss. Dieses Vorgehen wird folgend noch in Darstellung 2.5
anhand von Clustern verdeutlicht, die mit h = 0 in die Differenz x = #br — #r einbezogen wiirden,
aber mit h = br nicht. Alle anderen Splittings iber dem Teilbaum sind nicht mdoglich und erzeugen
daher inter-cluster Kosten von oo.
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Abbildung 2.3: Kopfe der blauen Blétter

Analog ergeben sich die Vektoren fir die Knoten 5,12,13,14 und 15 wie folgt.

o0 o0
:Q p— =T p— = J— =0r _ =rr _
A}\Lf[m] = 1 A}\L/[u] = 0 A}\L/[lbl] = Al\"b/ubz] = A(l/uz] =1 -
o0 o0

, wobei sich nur die Werte AQ/[H] [=1] und A, (,4[0] von oo unterscheiden. Analog zur Darstellung 2.3

werden folgend in Darstellung 2.4 die beiden mdaglichen Splittings iiber dem Teilbaum T, mit v = V[13]
und h € {0,r} angegeben.

Abbildung 2.4: Kopfe der roten Blétter

In Darstellung 2.5 wird der Teilbaum Ty (3 angegeben, sowie alle Splittings, die iber dem Teilbaum
T,, mit v = V8] mdglich sind, mit h € {b,br} und x € {—2,—1}. Alle nicht angegebenen Splittings
ergeben inter-cluster Kosten des Werts co und sind somit iber T,, nicht erstellbar. Das sind bspw. alle
Kopfe ohne blauen Knoten, also solche mit h € {r,rr}, da mit C({v}) = b keine solche Kopffirbung
mdglich ist. Die Differenz x ergibt sich fiir Kopffirbungen h € {b,br,r,rr} ausschlieflich durch die
Summen aus den Differenzen der verwendeten Ergebnisse der Kindknoten. Nur fiir h = () kann sich
die Differenz um mazimal FEins von der Summe unterscheiden, wie in Darstellung 2.6 noch gezeigt
wird. In den A-Vektoren der Kindknoten gibt es nur zwei Elemente, die sich von oo unterscheiden.
Diese sind an den Positionen 0 und —1, sodass AM[0] # co und AR[—1] # co. Die Minimierung iiber
allen Kombinationen in A(x,|U(V[8])|, mit

Ayl =, min (| min (AT - A+ AT a2
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ergibt demnach nur fir die Elemente der Positionen x € {—2, —1} inter-cluster Kosten A}‘L/e[g]b’br} [x] #
00.

Die beiden Splittings auf der rechten Seite der Darstellung 2.5 erzeugen eine Differenz von x = —1,
weil jeweils ein r-Cluster gebildet wird, namlich die Cluster {V[13]} und {V[14]}. Unter den beiden
Clustern wird in A" nicht unterschieden, da sie in diesem Fall beide die vorgegebenen Anforderungen
h = br und x = —1 erfillen und die inter-cluster Kosten sich gleichen, mit A" [—1] = 1. Der Kopf
wird bei allen Splittings mit h # () nicht in die Differenz einbezogen, weil in diesem Fall bekannt ist,
dass das Cluster durch den Knoten u = V[3] erweitert wird. Ansonsten wiirde sich eine Differenz von
x =0 ergeben.

Das Splitting auf der linken Seite zeigt den Fall h = b, mit x = —2. Es werden genau zwei r-Cluster
erstellt und die Kante (V[3],V[8]) wird nicht geschnitten, dafiir aber die Kanten (V[8],V[13]) und
(V[8], V[14]. Somit ergeben sich inter-cluster Kosten von Ab[—2] = 2.

12 13 14 15 12 13 14 15 12 13 14 15

Abbildung 2.5: Offene Kopfe des Teilbaums Ty g)

In Darstellung 2.6 wird der Teilbaum Ty 3 angezeigt, sowie die Splittings diber dem Teilbaum T, mit
v = V8], mit Kopffirbung h = 0. Mit h = () wird in jedem Splitting mindestens eine Kante geschnitten,
die Kante (V[3],V[8]). Analog zur Darstellung 2.5 werden nur die Splittings angegeben, die realisierbar
sind, also inter-cluster Kosten aufweisen, die sich von oo unterscheiden.

Die Darstellung ganz links entspricht dem Splitting S(v, 0, —2) und weist inter-cluster Kosten von
AY[—2] = 3 auf. Die Differenz ergibt sich daraus, dass V[13] und V'[14] jeweils alleine in einem Cluster
liegen und somit #br = 0 und #r = 2. Die inter-cluster Kosten ergeben sich daraus, dass zusdtzlich
zu (V[3],VI8]) die Kanten (V[8],V[13]) und (V[8], V[14] geschnitten werden.

Die beiden Darstellungen in der Mitte entsprechen den Splittings S(v,0,0). Durch das Schnei-
den der Kante (V[3],V[8]) wird das br-Cluster als abgeschlossen betrachtet und in die Differenz
T = #br — #r einbezogen. Wie fiir Aﬁe{b’br}[—l] wird auch hier nicht zwischen den beiden Splittings
unterschieden, sodass bei der Rekonstruktion des Ergebnisses zufillig eine von beiden gewdhlt werden
muss. In der Darstellung auf der rechten Seite ist das Splitting mit h' = brr gegeben. Dies ist die
einzige Mdoglichkeit eine Differenz von x = #br — #r = 0 zu erzielen. Dazu werden die Splittings
S(V[13],7r,0) und S(V[14],7,0) verwendet. Mit AV ) 0] = A"’/[M][O] = 0 ergeben sich durch die
Trennung der Kante (V[3],V[8])) inter-cluster Kosten von A%[0] = 1.
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Abbildung 2.6: Abgeschlossene Kopfe des Teilbaums Ty g

Buchin et. al. [10] nutzen folgende Darstellung zur Verdeutlichung des Teilbaums T}. Hierbei wird
die Wurzel mit v bezeichnet und die Kinder von v mit v; € U(v), wobei 1 < j < |U(v)|. Die in T}
enthaltenen Teilbdume T, sind umrandet. Die Teilbéume der Kindknoten T,, werden als Dreiecke
angedeutet. Die Teilbdume 1 < j < ¢ sind in 7T, enthalten die Teilbdume mit ¢ < j7 < k sind nicht
enthalten.

Abbildung 2.7: Schematischer Teilbaum

Die hergeleitete Laufzeit weicht von der in [12] gegebenen ab, allerdings wird auch darauf hingewiesen,
dass fiir den polynomiellen Algorithmus keine genaue Eingrenzung der Komplexitéit vorgenommen
wurde, weil alle polynomiellen Laufzeiten als effizient gelten (sieche Kapitel 1.1.3) und eine genauere
Grenze fiir die Anwendung auf Bdumen nicht notig ist.

Inhaltsverzeichnis
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2.1.2 Walder mit beliebig vielen Farben in beliebigem Verhéltnis

Der zweite Algorithmus, der in [12] vorgestellt wird, behandelt Bdume mit beliebig vielen Farben in
beliebigem Verhiltnis zueinander. Der Algorithmus stellt eine Generalisierung des Algorithmus aus
Kapitel 2.1.1 dar. Er wird folgend zusammengefasst und auf Basis der genaueren Laufzeit des vorhe-
rigen Kapitels, wird auch fiir diesen eine genauere Komplexititsgrenze hergeleitet. Der Algorithmus
basiert stark auf dem aus dem Kapitel 2.1.1 und wird daher in Anlehnung an diesen erklirt, um
Wiederholungen zu vermeiden.

Definition 2.1.3 (Fidrbung einer Partition) Sei V eine Menge gefirbter Elemente, mit n Elemen-
ten und k Farben, sei P eine Partition iber V und A die geordnete Menge aller mdglichen Men-
genfirbungen A = {C(D)|D C V}, dann ist die Firbung von P gegeben durch

Cp(P)[i] = {p € P|C(p) = Alil}|

Die Definition der Farbung von Partitionen sowie das folgende Lemma und dessen Beweis sind in dieser
Form auch in [12] gegeben. Beim Vergleich sei zu beachten, dass fiir die Partitionsférbung in [12] ein
leicht unterschiedlicher Bezeichner gewéhlt wurde.

Lemma 2.1.5 Sei U eine Menge gefdrbter Elemente, mit n Elementen und k € N>o Farben und seien
die Werte dy,da, ...,d, € ([n]U0) gegeben. Sei S die Menge aller méglichen Partitionen der Menge U,
fur die gilt, dass fiir jede Farbe i hochstens d; Elemente dieser Farbe in jedem Cluster enthalten sind,
sodass fiir alle Cluster ¢ jeder Partition s in S gelte

VseS:Vees:Vielk]: Clo))i| <d;

Sei C die geordnete Menge aller Firbungen der Partitionen in S, also C = {s € S|Cp(s)}, dann gilt
IC| < (n+ 1)%¢tvars=1 wobei setvars = IE_, (d; + 1).

Beweis: Die Farbung einer Teilmenge v C U ist durch einen Vektor mit k Elementen gegeben,
weil fiir jede der k Farben die Anzahl der Knoten in w angegeben wird. Die Werte jedes Elements
werden durch d; begrenzt, sodass eine Mengenfirbung, statt ([n] U {0})*, nur setvars verschiedene
Werte annehmen kann. Die Féarbung einer Partition iiber U ist demnach ein Vektor mit setvars
vielen Elementen. Jedes Element des Vektors kann einen Wert der Menge {[n] U {0}} annehmen, weil
maximal n Cluster mit der gleichen Mengenfarbung in der Partition enthalten sein kénnen. Demnach
gibt es hochstens |([n]U{0})[*¢*V*"s viele verschiedene Partitionsfarbungen. Da die Fiarbung des letzten
Clusters von den Farben und der Anzahl an iibrigen Knoten abhiingt, gilt [C| < (n + 1)*¢tvers=1 O

Der Algorithmus zur Losung des Fair Correlation Clusterings mit beliebig vielen Farben in be-
liebigem Verhéltnis unterscheidet sich von dem fiir zwei Farben im Verhéltnis 2:1 dadurch, dass die
Kopffarbung jede mogliche Mengenférbung annehmen kann, die unter der Vorgabe der Fairness nach
Lemma 1.3.1 moglich ist. Zudem entfiillt die Angabe der Differenz x komplett. Stattdessen werden
die Positionen der Elemente in den Vektoren A" dazu verwendet, die Partitionsfirbung iiber dem
Teilbaum anzugeben. Da eine Partitionsfarbung einen Vektor darstellt, wird dessen Position in der
geordneten Menge C als Index verwendet.

Lemma 2.1.6 Das Fair Correlation Clustering lisst sich auf Wildern F = (V, E) mit k € N>o Farben
und den Verhiltnissen c; € [n], mit ggt(c1,ca,...,ck) = 1 in einer Laufzeit von O((n+ 1)55¢tvars=5.p2)
losen, mit d = Xk _¢;.
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Beweis: Laut Lemma 1.3.1 kann ein Cluster eines Splittings maximal d = II¥_,¢; verschiedene
Firbungen annehmen. Laut Lemma 2.1.5 gibt es demnach |C| < (n + 1)%¢®v97$~1 verschiedene Par-
titionsfirbungen iiber |V, mit setvars = I¥_ (c; + 1), wobei C die geordnete Menge aller Partiti-
onsfarbungen sei. Fiir jeden Teilbaum T, wird das Minimum der inter-cluster Kosten aller Splittings
bestimmt, welche die vorgegebene Kopffarbung und die vorgegebene Partitionsfirbung erzielen. Die
Menge der Kopffiarbungen sei mit L = {h € N¥|Vi € [k] : h[i] < ¢;} gegeben. Die Menge L beinhaltet
alle Mengenfiarbungen, die hochstens d viele Knoten beinhalten und mit maximaler Kardinalitit eine
faire Teilmenge implizieren. Die inter-cluster Kosten werden - wie auch im vorherigen Kapitel - in
einem Vektor gegeben. Die Abbildung

A:V x L— ([n]u{oh)

gibt fiir gegebenen Teilbaum T, und Kopffarbung die minimalen inter-cluster Kosten aller Splittings
fiir alle moglichen Partitionsfirbungen und ordnet diese entsprechend der Ordnung aus C an.

Die Abbildung m : C — [|C|] bilde die Vektoren der Partitionsfirbungen auf positive Werte ab,
sodass die Partitionsfirbungen zur Adressierung der Elemente im Vektor A" verwendet werden kénnen.

Es gilt fur alle he L, C € C,allev € V und 2 <3 < |U(v)]

ALm(C — a(h))] = (8820 - Ve + Al fea]) + 000

= min ( min

(h1,h2)EB(v,h) \(c1,c2)€EC?
Es sei h = Cp das Pendant zu h = () aus dem Beweis zu Lemma 2.1.4. Das bedeutet, dass in Splittings
mit der Kopffarbung Cj die Kante tiber der Wurzel als geschnitten betrachtet wird. Das zieht wiederum
nach sich, dass Kopfe mit Farbung h # Cj keinen Einfluss auf die Partitionsfarbung C' € C haben,
weil das Cluster {iber den betrachteten Teilbaum hinausragt und die Knoten des Clusters, die sich
auflerhalb des Teilbaums befinden noch nicht festgelegt sind.

Kopfe mit Farbung h # Cj haben dagegen einen Einfluss auf die Partitionsfirbung. Der Einfluss
besteht darin, dass die Anzahl der Cluster mit der Mengenfarbung h’ (definiert wie im Beweis zu Lemma
2.1.4) um Eins inkrementiert wird. Die Képfe der Kindknoten, die dazu mit dem Wurzelknoten v vereint
werden, weisen die Mengenfiarbung Cy auf. Sie haben somit keinen Einfluss auf die Partitionsfarbung
und miissen daher nicht subtrahiert werden.

Analog zur Abbildung 2.4 sei die Abbildung a : L U Cy — NICI gegeben, die zur relativen
Verdnderung des Index verwendet wird, wenn ein neues Cluster in die Partitionsfarbung des Split-
tings aufgenommen wird.

a(h) = { ee Nl | Vie[le]:eli] =0 , wenn h # Cy
Tl eeN€l | Vie[le]]:Cli] #C(h) = eli] =0AC[i] =C(h) =eli] =1 , wenn h = Cj
(2.11)

Die Abbildung b: LU Cy — {0,1} sei definiert als

| 1 ,wenn h=Cjy
b(h) = { 0 ,wenn h # Cy (212)

Wie auch Abbildung 2.4 werden die Abbildungen 2.11 und 2.12 folgend nicht mehr explizit angegeben.
Die Werte fiir A”(0) werden als Bliitter initialisiert.

Die Werte A werden fiir Blétter, also Knoten mit |U(v)| = 0, wie folgt initialisiert.

VC € C\{Cp({v})} : AJ[C] = o0
Ay =1 ANC,({v})] =0 ; wenn h = Cy({v})
AYC,({vh] =1 , wenn h = Cy
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Die Kombinationen der Kopfe, die vereint mit dem Wurzelknoten v ein Cluster der Férbung h
ergeben, sei durch die folgende Abbildung gegeben

B:uxhe {HeclOlo(w)) + =V H[) = n)

, sodass jedes Element H € B(v, h) ein Tupel darstellt, das dem Kopf jedes Kindknoten u € U(v) eine
Mengenfiarbungen zuordnet. Es gelte

|B(v,h)| <|C|* < (n+ 1)setwrs,1d—1

, weil hochstens d — 1 Knoten aus den O(n) vielen Kindern entnommen werden miissen. Fiir die
schrittweise Berechnung von A’ (4) fiir den Teilbaum 77 unter Verarbeitung von 70! mit T, U(v)[i] wird
B(v, h) wie folgt angepasst werden.

B(v,h) = {(h1,h2) € C?|C({v}) + h1 + hy = h} (2.13)
Fiir diese Menge liegt die Anzahl an Kombinationen bei
|B(’U,h)| < |CQ| < ((n_|_ 1)setvarsfl)2 — (n + 1)2-(setvarsfl)

Hier wird im Gegensatz zu vorigem Kapitel nicht die Abbildung C(H[i]) verwendet, weil sowohl A, als
auch die Elemente des Tupels H bereits als Farbungsvektoren definiert sind.

Wie auch im Beweis zu Lemma 2.1.4 entsteht auch hier der Zugewinn beziiglich der Komple-
xit#t durch die rekursive Behandlung der Teilbiume 771 mit Ty (vy Die Komplexitit des Algorithmus
ergibt sich wie folgt. Es sei |V| = n. Bei der Abbildung A" (i) werden alle Elemente (hy,h2) € B(v, h)
durchlaufen, sowie alle Elemente (c1,c2) € C? mit |B(v, h)| < |C?| und |C| = O((n + 1)%¢*vers=1), Das
bedeutet, dass die Berechnung von A”(i) in O((n + 1)*s¢tvars=4) liegt. Die Abbildung wird fiir alle
h € C bestimmt und fiir alle O(n) Kanten in E. Die Abbildung m(C') hat eine Laufzeit von O(n) und
muss in jedem Minimierungsschritt zweimal angewendet werden. Somit ergibt sich eine Laufzeit von

O((’I?, 4 1)4setvarsf4 . (Tl + l)setvarsfl on- n) — O((n + 1)5setvar375 . n2)

In der zweiten Phase muss, im Gegensatz zur Probleminstanz mit zwei Farben im Verhéltnis 2:1, keine
weitere Kante getrennt werden, wenn der Vektor A" korrekt bestimmt wurde. Sei angenommen es
gébe ein Splitting S mit Farbung Cs, das durch zuséitzliches Trennen von a Kanten ein Splitting S’
mit Farbe Cs hervorruft, sodass die inter-cluster Kosten von S’ geringer seien als die von S. In diesem
Fall muss es einen Eintrag A?[Cs/] < AMCs]+a geben, sodass S’ in der Losung bereits beriicksichtigt
werden wiirde und beim Vergleich gegeniiber S priferiert werden miisste. Die nachtriglichen Schnitte
wéren damit iiberfliissig.

In der zweiten Phase bleibt daher nur, die Cluster, die keine faire Teilmenge darstellen, zu fairen
Clustern zu vereinen. Die Correlation Clustering Kosten sind nach Lemma 1.3.2 unabhiingig von intra-
cluster Kosten. Durch Vereinigung zweier Cluster C7, Cs eines Splittings zu einem Cluster C' = C1UCy
konnen die inter-cluster Kosten der so entstehenden Partition nicht hoher sein als die des Splittings.
Die inter-cluster Kosten konnen lediglich sinken. Das ist aber nur dann der Fall, wenn die beiden
Cluster C7,C5 iiber eine Kante miteinander verbunden sind, in diesem Fall wiirde die entstehende
Partition einem Splitting gleichen, welches demnach in der ersten Phase beriicksichtigt wurde. Damit
miisste das Splitting in A enthalten sein und beim Vergleich der Kosten priferiert werden.
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In der zweiten Phase wird daher das Splitting mit den geringsten inter-cluster Kosten nach A
ausgewiihlt. Alle Cluster mit einer Kardinalitdt von weniger als d werden mit beliebigen anderen zu
fairen Clustern der Grofle d vereint. Wenn nur Splittings mit inter-cluster Kosten von oo vorhanden
sind, gibt es keine Losung fiir gegebenen Graphen. Die Rekonstruktion des Splitting, sowie die
Verallgemeinerung auf Wélder funktionieren analog zu denen aus Lemma 2.1.4 und haben keinen
Einfluss auf die Komplexitiit.

Der Algorithmus ldsst sich auf Wilder generalisieren, indem er fiir jeden Baum und anschlie-
Bend nochmals mit den Wurzeln aller Bédume als Kinder eine letzte Minimierung mit der Kopffarbung
h = Cy ausgefiithrt wird. O

Inhaltsverzeichnis
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2.2 Fair Correlation Clustering fiir Eingabegraphen in Form
von Kakteen

In diesem Abschnitt wird werden die beiden Algorithmen so angepasst, dass statt nur Wéilder auch
Kaktusgraphen als Eingabe verarbeitet werden koénnen. Es wird anschliefend gezeigt, dass diese
Problemdefinition Komplexitdtsgrenzen nach dieser Anpassung in denselben Komplexitétsklassen
enthalten sind.

Inhaltsverzeichnis

2.2.1 Kakteen mit zwei Farben im Verhiltnis 1:2

In der Publikation [10] wird ein Grundgeriist zur Anwendung dynamischer Programme auf Kaktus-
graphen vorgestellt. Dieses Grundgeriist wird in diesem Kapitel verwendet, um den in Kapitel 2.1.1
vorgestellten Algorithmus zur Losung des Fair Correlation Clusterings auf Baumen mit zwei Farben
im Verhéltnis 1:2 auf Kaktusgraphen zu erweitern.

Lemma 2.2.1 Sei ein Kaktusgraph K = (V, E) gegeben, sowie die Menge aller Kreise C in K. Die
Knoten v € V(C), mit deg(v) = 2 werden als C-Knoten bezeichnet. Alle Knoten v € V(C), mit
deg(v) > 3 werden als H-Knoten bezeichnet. Aus einem solchen Kaktus ldsst sich ein Baum T =
(V', E') bilden, indem alle Kanten e € E(C) jedes Kreises C € C und alle C-Knoten geldscht werden.
Fiir jeden Kreis C werde ein Knoten c eingefiigt, sodass VC € C : Alc € V', diese Knoten werden als
Kreisknoten bezeichnet. Jeder H-Knoten v wird iber eine neue Kante e = (v,c) mit allen Kreisknoten
verbunden, fir die gilt Vv € {v € C|deg(v) > 3} : Jle = (v,¢) € E’, wobei ¢ der Kreisknoten sei der C
ersetzt, die Menge dieser Kanten sei mit D gegeben, sodass E'\D C E.

Beweis: Es wird gezeigt, dass durch den Vorgang alle Kreise entfernt werden, keine neuen Krei-
se entstehen konnen und der Zusammenhang der Komponenten nicht beeintrichtigt wird, womit
zwangslaufig ein Baum vorliegt. Aufgrund der Eigenschaft eines Kaktusgraphen, dass jede Kante nur
in einem Kreis enthalten sein darf, werden durch Entfernen aller Kanten aus einem Kreis die Verbin-
dungen zwischen allen H-Knoten desselben Kreises entfernt. Dadurch entsteht in T fiir jeden H-Knoten
eines Kreises eine Zusammenhangskomponente. Diese Zusammenhangskomponenten werden iiber die
Kanten der Kantenmenge D wieder miteinander verbunden. Der Teilgraph D stellt eine Sammlung
von Sternen dar, mit jeweils einem Kreisknoten ¢ in der Mitte. Somit werden keine neuen Kreise ein-
gefiihrt. Jeder C-Knoten stellt nach Entfernen der Kanten eine Zusammenhangskomponente dar. Die
C-Knoten werden alle entfernt. Damit ist 7' zusammenhéngend und enthélt keine Kreise. Sei C” die
Menge aller Kreisknoten, dann gilt V/\C" C V und E'\D C E. O

Beispiel 2.2.1 Sei folgend dargestellter Kaktusgraph gegeben
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Abbildung 2.8: Beispiel Kaktusgraph

Dieser Kaktus hat drei Kreise, deren C-Knoten und Kanten in der ndchsten Darstellung auf der
linken Seite rot dargestellt werden. Die H-Knoten, also Knoten, die einem Kreis angehdren und mehr
als zwei Nachbarn haben, werden grin dargestellt.

In der rechten Darstellung werden die C-Knoten und die Kanten der Kreise, also alle Elemente, die
bei der Transformation geldoscht werden, gestrichelt dargestellt. Zu jedem Kreis wird ein Kreisknoten
eingefiigt, der jeweils in der Mitte des Kreises zu sehen ist und blau markiert ist. Zwischen diesen neuen
blauen Knoten und den grinen H-Knoten der jeweiligen Kreise werden Kanten eingefiigt, welche im
Beweis zu Lemma 2.2.1 als Sterne der Menge D bezeichnet werden.

Abbildung 2.9: Transformation von Kaktus zu Baum
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Die folgende Darstellung zeigt den Baum an, der sich durch die Transformation ergibt.

Abbildung 2.10: Baumreprésentation eines Kaktusgraphen

Definition 2.2.1 (Konfiguration eines Kreises) Sei ein Kaktusgraph K = (V, E) gegeben. Die
Menge an Kreisen in K sei gegeben durch C. Sei ¥C' € C : |E(C)| = |V(C)| = m, dann sei die
Konfiguration C; von C' definiert iber dessen geordnete Kantenmenge E(C;) = E(C)\{e;}, mit j €
[lm|] und die Knotenmenge C; =V (C).

Folgende Darstellung zeigt die verschiedenen Konfiguration.

Rah ah ok ah

Abbildung 2.11: Konfigurationen

Lemma 2.2.2 Jede Partition P dber einem Kreis C ldsst sich ebenfalls tiber einer der ersten m — 1
Konfigurationen C; bilden, sodass es keine Partitionen tber der Konfiguration Cj—,, gibt, die nicht in
einer der vorhergehenden Konfigurationen enthalten sei.

Beweis: Sei w; die Wurzel des Kreises C' und aller Konfigurationen Cj. Sei die Partition P gegeben
und das Cluster Pw;] als die Vereinigung Plw;] = wy U P, U Pr definiert, wobei Pr, = {wa, ..., w;}
und Pr = {wj,...,wp}, fir 1 <i < j < m+1, wobei fiir i = 1 die Menge Py, leer sei und Analoges
fiir j = m+ 1 und Pg. Dann ist Pfw;] das einzige Cluster in P, fiir j =i+ 1. Sei j # i + 1, dann gibt
es neben Plwi] noch mehr Cluster in P. Eine solche Partition kann entweder iiber der Konfiguration
C; oder Cj_; erstellt werden, in welcher die zusétzlichen Cluster alle entweder im linken oder rechten
Teilbaum von C; bzw. C;_; enthalten wéren. O
Bei folgendem Algorithmus miissen daher nur m — 1 Konfigurationen durchlaufen werden.

Definition 2.2.2 (Teilkaktus Kc¢;) Sei ein Pfad f definiert als eine geordnete Kantenmenge
f = (ela €2, ...y em)
, mit m > 2, wobei Ve; € f:e; = (v;,v41) und

V(i,7) € {(4,7) eN|I <i<j<m}:v #v;

58



Sei die Abbildung F : V xV — 2IF] gegeben, die jedem Knotenpaar die Menge aller Pfade zuordnet, die
zwischen ihnen bestehen, sodass zwei Knoten vy, ve in derselben Zusammenhangskomponente enthalten
sind, wenn F(vq,ve) # 0.

Sei ein Kaktusgraph K = (V, E) gegeben, mit einem H-Knoten r als Wurzel. Sei ein beliebiger
Kreis C C K gegeben, sowie dessen Wurzelknoten wy, fir den gelte Vw € C : d(wy) < d(w), wobei
die Abbildung d : V — N die Distanz eines Knotens zur Wurzel r angebe. Dann sei fir C und r der
Teilkaktus

Ko ={e€ ENvi,va €e: F(vy,wy) #0 A F(vg,wy) # 0 Ad(wr) <d(vy) Ad(wy) < d(ve)}

gegeben. Fir jede Konfiguration C; von C sei der Teilkaktus Ko, = Kc\(wj,wji1) gegeben, mit
Jjem-—1].

Bei einem Teilkaktus handelt es sich somit um den Graphen, der entsteht, wenn zu gegebenem Kreis
und Wurzel des Kreises nur alle Knoten im Teilgraphen enthalten sind, die ”unter” der Wurzel
aus Richtung der Wurzel r des Kaktusgraphen liegen, analog zum Teilbaum. Dazu wird die Kante
entfernt, die von der Konfiguration mit j angegeben wird. Es sei zu beachten, dass alle anderen Kreise
unveréndert bleiben.

Folgend wird der Algorithmus selbst vorgestellt und dessen Komplexitdt hergeleitet. Die Be-
handlung von Kaktusgraphen basiert grob zusammengefasst darauf, dass der Kaktus iiber die
vorgestellte Transformation in einen Baum iiberfithrt wird. Auf diesem Baum wird ein dynamisches
Programm ausgefiihrt, dass die Kreisknoten iiberspringt und sie erst als Kindknoten behandelt. Wenn
ein Kreisknoten als Kind auftritt, werden die Konfigurationen des reprasentierten Kreises betrachtet.
Die Konfigurationen kénnen wie Bidume behandelt werden, indem die Kindknoten, von Knoten des
Kreises immer nach den Kindknoten behandelt werden, die auflerhalb des Kreises liegen. Dadurch
konnen diese vor der Behandlung des Kreisknoten an den entsprechenden H-Knoten bearbeitet
werden, welche Kinder des Kreisknoten sind. Damit das funktioniert, ist die rekursive Behandlung der
Teilbdume 7T von Noten.

Theorem 2.2.3 Das Fuair Correlation Clustering lisst sich auf gefdrbten Kaktusgraphen mit zwei
Farben im Verhiltnis 1:2 in O(n®) lésen.

Beweis: Sei ein Kaktusgraph K = (V, E) gegeben, sowie dessen Baumreprisentation 7' = (V' E’),
nach Lemma 2.2.1 mit einem beliebigen H-Knoten als Wurzel r, sowie die Menge aller Kreisknoten C”.

Zur Losung des Fair Correlation Clusterings in Kaktusgraphen wird fiir die Knoten v € V'\{C'}
analog zum Algorithmus fiir Biume vorgegangen, sodass die Losung A rekursiv fiir alle Teilbdume
T C T berechnet wird. Die Kreisknoten u € C’ werden iibersprungen und gesondert behandelt, wenn
sie als Kindknoten auftreten. Folgende Abbildung formuliert die Gleichung fiir die inter-cluster Kosten
und die Unterscheidung zwischen Knoten v € V'’ und Kreisknoten u € C’.

A"(i) =  min Apr(i-1) oAk wennue V\C

2.14
(hi;h2)eB(.h) | Ahi(i —1) @ Al2 | wenn u € C' (244

, fiir alle 2 < i < |U(v)|, mit w = U(v)[i] und A" = AP(JU(v)|). Fiir Kindknoten, die keine Kreis-
knoten darstellen gleicht, das Vorgehen dem aus Abbildung 2.10. Die Operation ® stellt demnach die
schrittweise Minimierung iiber alle (a1, az2) € A(x) dar, sodass

(A=A )= min (AL - 1))+ AL o) (215)
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, wobei 2 < i < |U(v)| und A(x) = {(a1,a2) € I*la; + ay = z} fiir alle x € [

Wenn Kreisknoten auftreten, wird stattdessen die Operation @ ausgefiihrt, welche wie folgt definiert
sei.

(Al =D ®AL) o] = min (AL (- 1)@ (AL2);) o (2.16)

jEM—1

Wie zu erkennen ist, werden die beiden Vektoren A" (i — 1) und (A”2); wieder mit der Operation
® verarbeitet, also mit der Vorschrift zur Behandlung von Biumen. Diese Operation wird fiir alle
Konfigurationen j € [m — 1] ausgefiihrt und das Minimum iibernommen. Die Konfiguration hat einen
Einfluss auf den zweiten Operanden (Al?),.

(Ah); sei definiert als das Ergebnis der Abbildung 2.14 iiber dem Teilkaktus K¢,. Dabei sei
C; die Konfiguration j fiir den Kreis C, der in V' durch den Kreisknoten u représentiert wird. Das
bedeutet, dass der Kreis in Konfiguration j wie ein Baum behandelt wird, indem auf die Knoten und
Kreise aulierhalb von C' nur iiber deren bereits berechneten inter-cluster Kosten zugegriffen wird.
Fiir alle Knoten der Menge w € {w € C}|3w; € C; : d(w) > d(wn)} sei die Abbildung definiert als
Al (i) = i A (1) @ (Ab2) 2.17
QL)) =, min (AL~ Do (A2),) (217)
und z € Ug, U H,,. Dabei wird der Anker (AL);(0) definiert wie fiir Biume auch mit Abbildung 2.6.
Der Knoten w hat demnach hochstens einen Kindknoten, wenn es sich um einen C-Knoten handelt
und zwei, wenn es sich um einen H-Knoten handelt, wobei die Reprisentation H,, € V' einer davon
ist.
Fiir den Wurzelknoten w; des Kreises, ist der Knoten H,, € V' mit v in Abbildung 2.14
gegeben. Fiir diesen Knoten konnen jedoch ebenfalls maximal zwei Kindknoten auftreten, die beide im
Kreis liegen. Die Formel gleicht der von Abbildung 2.17, mit dem Unterschied, dass x € Uc,, ohne H,, .

Die Anker A (0) sind wie im Beweis zu Lemma 2.1.4 durch die Werte fiir Bliitter gegeben.

Laut Lemma 6 geniigt es fir A"1(i — 1) @ A2 nur die minimalen Werte aller Konfigurationen
zu speichern. Die Minimierung in Abbildung 2.16 hat eine Laufzeit von O(n?), weil fiir jeweils einen
festen Index z € I, mit I = O(n), iiber alle j € [m] Moglichkeiten, mit m = O(n), der minimale Wert
bestimmt wird.

Die Laufzeit der Operation @ liegt in O(n?), weil fiir jede der j Konfigurationen fiir jeden der m
Knoten maximal zwei Aufrufe der Operation ® ausgefiihrt werden und die Operation ® laut Theorem
2.1.4 eine Laufzeit von O(n?) aufweist. Danach wird fiir den Kreis mit einer Laufzeit von O(n?) das
Minimum aller Differenzen z iiber allen j Konfigurationen ermittelt, was zu O(n*+n?) = O(n?) fiihrt.
Fiir jede der O(n) Kanten wird die Abbildung 2.14 bestimmt und entweder die Operation ® oder &
ausgefiihrt, was zu einer Laufzeit von O(n - (n* + n?)) = O(n®) fiihrt.

Fiir die Rekonstruktion des Splittings wird fiir jeden Wert A" (i) die Konfiguration j gespeichert, mit
welcher der Wert erzielt wurde. Die Laufzeit der Rekonstruktion wird von der Laufzeit zur Berechnung
der Werte A" iiberschattet.

Der Algorithmus lisst sich auf Kaktusgraphen mit mehreren Zusammenhangskomponenten verall-
gemeinern, indem fiir jede Zusammenhangskomponente eine Wurzel r; gewahlt und nach Berechnung
aller Agi eine weitere Minimierung iiber A(z) ausgefiihrt wird, mit h; = . O

Die Abbildung @ in Abbildung 2.16 wird gegeben mit
(@ - ) oal) = min (A1) 0 A2);) 1)
JjEIMm—
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Diese Operation wird fiir den H-Knoten w; des Kreisknoten ¢ ausgefiihrt. Der erste Operand AR (i —1)
reprisentiert den Teilbaum 77!, der die ersten i Kinder beinhaltet. Dies wird in folgender Darstel-
lung aus [10] schematisch durch das Dreiecke dargestellt. Auf der linken Seite stellt der Knoten v den
H-Knoten H,,, und somit den Wurzelknoten des Kreises C' dar, bzw. dessen Représentation in der
Knotenmenge V'. Der Kreisknoten selbst ist in der Baumreprésentation 7' Kind von H,,,. Der Kreis-
knoten ist mit ¢ markiert und gréfler dargestellt als die anderen Knoten, damit in ihm der zugehorige
Kreis C dargestellt werden kann. Wie zu erkennen ist, sind alle anderen H-Knoten, welche nicht die
Wurzel des Kreises darstellen, Kinder des Kreisknoten c¢. Diese werden somit vor dem Kreisknoten
behandelt, sodass alle Nachbarn der H-Knoten, die sich auflerhalb des Kreisknoten befinden, bereits
bearbeitet sind. Die Teilbdume, die sich aus den H-Knoten H,,,, H,,, und H,, und deren Nachbarn
auflerhalb von C bilden lassen, werden unter den Knoten schematisch als Dreiecke dargestellt. Auf
der rechten Seite werden die H-Knoten den Knoten im Kreis C' zugeordnet. Ihre Relation wird durch
doppelte Striche dargestellt, was hervorhebt, dass es sich dabei um eine Repréisentation der Knoten
wa, wy und ws des Kaktus K in dessen Baumrepriisentation T handelt und keine Kante in E’ oder E.

Mit dem zweiten Operanden (A?); wird jede Konfiguration des Kreises C' mit w; als Wurzel
(statt mit dem H-Knoten v) wie ein Baum behandelt. Der Kreis wird in der rechten Darstellung in
Form einer beispielhaften Konfiguration dargestellt, indem die Kante (w4, ws) ausgelassen wird. Der
Knoten wy bildet zusammen mit H,, den Teilbaum T&Q. Jeder H-Knoten wird als erstes Kind des
Knoten behandelt, den er in 7' vertritt. Zusammen mit dem Knoten ws wird dann der Teilbaum Tf)z
gebildet. Auch wenn der Knoten wy im Kaktus K mehrere Nachbarn auflerhalb des Kreises aufweist,
muss der Teilbaum T&,z nur genau einmal berechnet werden, statt fiir jede Konfiguration einzeln. Auch
im Fall, dass einer der Kindknoten eines Kreisknoten selbst Wurzel eines Kreises ist, miissen keine
Permutationen zwischen den Kreisen beriicksichtigt werden, weil die Ergebnisse dieser Kreise in A'}_IWQ
enthalten sind und somit, wie erwdhnt, nur einmal berechnet werden miissen. Gleiches gilt fiir alle
anderen H-Knoten, die Kinder von Kreisen darstellen. Mit der Losung jeder Konfiguration werden im
Knoten v fiir eine bestimmte Differenz = die inter-cluster Kosten Af[z] gebildet und am Ende das
Minimum {ibernommen.

Zuletzt sei erwdhnt, dass fiir die Ordnung der Kinder eines Wurzelknotens w; keine bestimmte
Ordnung verwendet wird, weil dieser Wurzel mehrerer Kreise sein kann und eine Ordnung nicht notig
ist.

Abbildung 2.12: Bearbeitung von Kreisknoten in dynamischen Programmen
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2.2.2 Kakteen mit beliebig vielen Farben in beliebigem Verhiltnis

Theorem 2.2.4 Sei ein Kaktusgraph K = (V| E) gegeben, sowie dessen Baumreprisentation T =
(V',E"), mit einem beliebigen H-Knoten als Wurzel r und der Menge an Kreisknoten C’, mit V'\C' C
V.. Dann lisst sich eine Losung fiir das Fair Correlation Clustering fiir K in O(n®$¢®v2$=2) berechnen.

Beweis: Es gilt |B(v, h)| = O(n?¢?%s=2) und C = O(n****%"*~1). Der Umgang mit Kreisknoten sei
analog zum Beweis zu Theorem 2.2.3. Fiir Ausdriicke, die hier nicht definiert werden, sei auf dessen
Definitionen verwiesen. Die Partitionsfarbungen seien gegeben mit C, sowie die Menge der zuldssigen
Teilmengenfirbungen fiir die Cluster mit L = {h € N¥|Vi € [k] : h[i] < ¢;}. Fiir jeden Knoten
v € V/\C' und jede Kopffirbung h € L wird A wie folgt berechnet

A (i) = i APl —1)© A2, wenn u € VI\C'

(2.18)
(hiha)eB(wh) | Al — 1) @ Al2) wenn u € C’
, fiir alle 2 <4 < |U(v)|, mit w = U(v)[i] und A*(|U(v)|) = Al Die Operation ® sei analog zu Abbil-
dung 2.15 definiert, mit dem Unterschied, dass statt iiber A(x), iiber jedes Paar an Partitionsfdrbungen
minimiert wird
(Al'i—1D)©AR) 2] = min _ (AV(i—1)[a] + Al2[e]) (2.19)

(c1,c2)€C?

, mit z € [. Die Operation @ sei analog zu Abbildung 2.16 definiert

AV (-1 @®AR) [zl = min (A7 (i—1)6 (A)2);) [a]

Jj€[m~—1]

, wobei (A"); definiert sei wie Abbildung 2.18 fiir den Teilkaktus K¢, . Die Abbildung (A% ); entspreche
der Definition 2.17, mit dem Unterschied, dass die Menge B(v, h) aus Abbildung 2.13 verwendet wird.

Zur Laufzeit: Fiir jede Kante in E, mit |E| = O(n), wird iiber alle Kopffarbungen h € C fiir jedes
Element in B(v, h), mit |B(v, h)| = O((n+1)%*¢tva7s=2) "entweder die Operation @ oder ® ausgefiihrt.
Das fiihrt zu O(n - O((n + 1)3%¢tva7s=3) Aufrufen der @ bzw. ©.

Nach Theorem 2.2.3 hat die Operation ® eine Komplexitit von O(n?), welche sich daraus ergibt,
dass die Menge A(z) eine Kardinalitéit von |A(z)| = O(n) aufweist. Da in Abbildung 2.19 statt A(z)
die Elemente der Menge C? durchlaufen werden, hat die Operation ® fiir Eingabegraphen mit Farben
in beliebigem Verhiltnis die Komplexitit O((n + 1)2setvars=2),

In der Operation @ wird jede der j Konfigurationen durchlaufen und fiir jeden der m Knoten
maximal zweimal fiir jede Kopffarbung h € C die Abbildung ® fiir jede Kombination (hy, hy) € B(v, h)
ausgefiihrt. Damit liegt die Laufzeit der Operation @ in O(n? - (n + 1)3-setvars=3),

Somit liegt die Laufzeit des Algorithmus in O(n - (n + 1)3s¢tvars=3 . n2 . (p 4 1)3-setvars=3) by,
O (n? - (n + 1)%s¢tvars=6) "weil im schlimmsten Fall ausschlieBlich die Operation ® aufgefiihrt wird. O
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Kapitel 3

Fazit und Ausblick

In dieser Arbeit wurden zwei Algorithmen, die das Fair Correlation Clustering fiir Eingaben in Form
von Wiildern 16sen erfolgreich erweitert, sodass sie auch Eingaben in Form von Kakteen entgegenneh-
men.

Die Basis der Algorithmen ist [12] gegeben. Dort werden Eingaben in Form von Wildern als Grenze
des polynomiell 16sbaren vorgestellt. Mit der Erweiterung konnte jedoch bewiesen werden, dass auch
Eingaben in Form von Kaktusgraphen effizient 16sbar sind. Als willkommenes Nebenprodukt der Arbeit
konnten genauere niedrigere Laufzeiten fiir die urspriinglichen Algorithmen bestimmt werden. Das ist
weniger iiberraschend, weil in [12] bereits erwidhnt wurde, dass es wahrscheinlich niedrigere Grenzen
gibt.

Fiir generelle Graphen ist das Problem des Correlation Clusterings NP-schwierig. Das Correlation
Clustering stellt eine Spezialisierung des Fair Correlation Clustering dar, bei dem alle Knoten dieselbe
Farbe aufweisen. Das Problem des Fair Correlation Clusterings ist eine Generalisierung des Correlation
Clusterings und ist somit mindestens so schwierig wie das Correlation Clustering, also ebenfalls NP-
schwierig. Selbst fiir sehr begrenzte Graphen, den Waldern, ist das Problem des Fair Correlation
Clustering bereits mit zwei Farben in einem Verhéltnis 1 : p mit p > 3 nicht mehr effizient 16sbar. Es
konnte gezeigt werden, dass sich die Laufzeiten der beiden Algorithmen fiir Kakteen leicht erhéhen, weil
diese genereller sind als Wiilder, aber die Spezialisierung des Problems, beschrinkt auf Kaktusgraphen,
in denselben Komplexititsklassen liegen, wie die beschrankt auf Wilder.

Die Schwierigkeit der Fair Correlation Clustering und des Correlation Clusterings schliefen die
Anwendung auf realistischere Eingabeinstanzen aus. Die Herleitung dieser Algorithmen werden
daher keinen groflen Einfluss auf die Clusteranalyse haben. Die Kenntnis iiber die genauen Gren-
zen ist dennoch aus zwei Aspekten wertvoll: Einerseits miissen in diese Richtung keine weiteren
Versuche mit zu hohen Erwartungen unternommen werden. Andererseits konnten die Algorithmen
im Falle eines unverhofften Durchbruchs eine Anlaufstelle bieten, um als Framework genutzt zu werden.

Uber diese Erkenntnisse in Bezug zum Fair Correlation Clustering hinaus, wurde in Kapitel
1.3.2 ausgearbeitet, dass Fairness sich nicht mit statischen Gesetzen erzwingen lisst, ohne auf Kosten
ungeschiitzter Gruppen zu funktionieren. Stattdessen miissen Gruppen, fiir die zu wenige Daten fiir
eine unvoreingenommene statistische Auswertung vorliegen, fiir jeden Datensatz einzeln bestimmt
werden.
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