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Kurzzusammenfassung

In dieser Bachelorarbeit werden die Zusammenhénge zwischen Matroiden und dem Greedy-
Algorithmus auf unendliche Matroide erweitert. Es ist bekannt (Klee, |[1971), dass der Greedy-
Algorithmus fiir wohlgeordnete finitdre Matroide stets eine optimale Basis liefert. In dieser
Arbeit wird gezeigt, dass die Umkehrung dieser Aussage teilweise gilt: Unabhéngigkeitssyste-
me mit abzdhlbarer Grundmenge, fiir die der Greedy-Algorithmus stets eine optimale Basis
liefert, sind finitdre Matroide.



1 Einleitung

1.1 Der Greedy-Algorithmus und Matroide

Bei der Losung von Problemen der kombinatorischen Optimierung ist im Allgemeinen eine
Reihe von Entscheidungen dariiber zu treffen, welche Elemente aus einer gewissen Menge
auszuwahlen sind. Oft gibt es dabei mehrere Wahlmdglichkeiten, von denen sich einige spéater
als falsch herausstellen konnen. Die Greedy—StrategieF_-] besteht darin, sich stets lokal optimal
zu verhalten, d. h. sich in jedem Schritt fiir die gerade am gilinstigsten erscheinende Wahl zu
entscheiden und diese Wahl in spédteren Schritten niemals zuriickzunehmen.

Die Greedy-Strategie garantiert nicht in jedem Fall eine optimale Lésung. Eine Vielzahl von
Problemen ist jedoch so gestaltet, dass ein Greedy-Algorithmus stets eine optimale Losung

findet.

Ein klassisches Problem der kombinatorischen Optimierung ist das Problem des minimalen
aufspannenden Baumes (Minimum spanning tree, MST). Gegeben sei ein zusammenhéngender
Graph G = (V, E) mit der Knotenmenge V' und der Kantenmenge E sowie einer Gewichtsfunk-
tion w : F — R, die jeder Kante e ein Gewicht w(e) zuordnet. Gesucht ist ein aufspannender
Baum, d.h. ein zusammenhéngender und zyklenfreier Teilgraph (V,T) von G mit derselben
Knotenmenge wie G, fiir den das Gesamtgewicht

minimal wird.

Das MST-Problem wurde erstmals von |Bortvka (1926)@ algorithmisch gelost. Es existieren
eine Vielzahl weiterer Algorithmen zu seiner Losung; die bekanntesten — die Algorithmen von
Kruskal und Prim — werden wir im Folgenden besprechen.

1.1.1 Der Algorithmus von Kruskal

Der Algorithmus von Kruskal zur Bestimmung eines minimalen aufspannenden Baumes in
einem Graphen G = (V, E) beginnt mit einem Teilgraphen (V, Ty := 0), den man als einen
Wald mit |V| Komponenten auffassen kann. In jedem Schritt wird diesem Teilgraphen eine
Kante aus E hinzugefiigt, die minimales Gewicht hat und deren Hinzufiigen nicht dazu fiihrt,
dass ein Zyklus entsteht — oder anders gesagt, die zwei bisher getrennte Komponenten des

! gierig“. Das englische ,greedy” ist aber auch in deutschsprachigen Texten ein feststehender Begriff.
2Zu dem tschechischsprachigen Originalartikel gibt es eine Ubersetzung des urspriinglichen Wortlautes sowie
eine ,,Ubersetzung® in moderne mathematische Sprache von [Negetfil et al.| (2001).



1.1. Der Greedy-Algorithmus und Matroide

Waldes verbindet. Der Algorithmus terminiert nach |V| — 1 Schritten mit einem minimalen
aufspannenden Baum.E]

Algorithmus 1 Algorithmus von Kruskal.
1: Ty = 0
2: k:=0
3: while T} ist kein aufspannender Baum do
4:  Finde eine Kante e € F'\ T}, mit minimalem Gewicht, so dass der Teilgraph (V, T, U{e})
zyklenfrei ist
5: Tiey1 =T U {6}
6: k=k+1
7: end while
8: return T},

Das Interessante an diesem Algorithmus ist die Struktur des Systems der moglichen Kanten-
mengen, die wiahrend der Laufzeit des Algorithmus gebildet werden. Man tiberlegt sich leicht,
dass bei gegebenem Graphen G durch passende Wahl der Gewichtsfunktion w jeder mogliche
Wald mit & Kanten im k-ten Schritt des Algorithmus gebildet werden kann. Fiir Wilder gilt
nun: Jede Teilmenge eines Waldes ist wieder ein Wald. Ein nichtleeres Mengensystem mit die-
ser Eigenschaft ist ein Unabhdngigkeitssystem. Auferdem gilt fiir zwei Wilder verschiedener
Grofe, dass es stets eine Kante in dem groferen Wald gibt, um die der kleinere Wald ergénzt
werden kann, ohne dass ein Zyklus entsteht und er damit die Wald-Eigenschaft VerliertE]
Ein Unabhéngigkeitssystem, das auch diese Ergdnzungseigenschaft besitzt, heifst Matroid. Im
Vorgriff auf spéatere Kapitel soll hier bereits die Definition des Begriffes Matroid iiber die
Unabhéngigkeitsaxiome gegeben werden.

Definition 1.1 (Matroid). Sei E eine endliche Menge und .# C Z?(E) ein System von
Teilmengen von E. Dann heift M = (E,.#) Matroid iiber der Grundmenge F, falls die
folgenden Unabhéngigkeitsaxiome erfiillt sind:

(I1) e 7.

(I2) Ist I € £ und I' C I, so ist auch I’ € .¥.

(I3) Sind I, Iz € & mit |I;| < |I2|, dann gibt es ein Element e € s\ I1, so dass I U{e} € .Z.

Die Elemente von .# heifien in diesem Fall unabhéngige Mengen, die Elemente des Kom-
plements Z(FE) \ .# entsprechend abhingige Mengen.

Eine Basis ist eine maximale unabhingige Menge. Die Existenz von Basen sowie die Gleich-
méchtigkeit aller Basen eines gegebenen Matroids sind einfache Folgerungen aus Definition

L1l

Man kann nun mithilfe des Matroidbegriffes einen allgemeinen Greedy-Algorithmus formulie-
ren, der fiir jedes gewichtete Matroid schrittweise eine Basis mit minimalem Gesamtgewicht
aufbaut.

3vgl. |Cormen et al. (2001, Kapitel 23) fiir eine ausfiihrlichere Darstellung der Algorithmen von Kruskal und
Prim, die auch detailliert auf den hier unberiicksichtigten Aspekt der benutzten Datenstrukturen, die eine
effiziente Implementierung erst moglich machen, eingehen.

“Beweis siche |Aigner| (2006, Abschnitt 7.4).



1.1. Der Greedy-Algorithmus und Matroide

Definition 1.2. Sei M = (E,.#) ein Matroid und w : E — R eine Funktion. Dann heiftt M
gewichtetes Matroid iiber der Grundmenge E mit der Gewichtsfunktion w.

Algorithmus 2 Greedy-Algorithmus fiir gewichtete Matroide.
1 Ag:=0{0e.s (11)}
2: k:=0
3: while A; ist keine Basis do
4:  Finde ein Element e € Ay mit minimalem Gewicht w(e), so dass AyU{e} € .# {Existiert
wegen (I3)}
5: Ak+1 = A U {6}
6: k:=k+1
7: end while
8 return Ay

Falls wir ein Optimierungsproblem mithilfe von Matroiden formulieren kénnen, haben wir
damit sofort einen allgemeinen effizienten Losungsalgorithmus zur Verfiigung.

Umgekehrt folgt aus dem Funktionieren des Greedy-Algorithmus fiir ein Unabhéngigkeitssy-
stem bereits die Ergénzungseigenschaft (I3), so dass Matroide in gewisser Weise eine ,natiir-
liche'* Struktur hinter dem Greedy-Algorithmus darstellen.

1.1.2 Greedy-Algorithmen ohne Matroide

In diesem Abschnitt wollen wir dem Eindruck entgegentreten, dass Matroide hinter jedem
Greedy-Algorithmus stecken. Dazu sehen wir uns den Algorithmus von Prim an, der dem
Algorithmus von Kruskal oberflachlich ziemlich dhnlich ist.

Algorithmus 3 Algorithmus von Prim.

To = @

Lege Startknoten vg € V' beliebig fest

So :={vo}

k:=0

while Sy # V do
Finde eine Kante e = {u, v} mit minimalem Gewicht und u € Si, v € V' \ S
{Der Teilgraph (S, T) ist zusammenhéngend und zyklenfrei}
Tiy1 := Ty U {e}
Sk+1 = S, U {U}
k=k+1

: end while

: return T},

= =

Beim Algorithmus von Kruskal wird ein anfanglich leerer Wald nach und nach um Kanten
zwischen den Komponenten ergénzt, so dass am Ende ein aufspannender Baum entsteht. Beim
Algorithmus von Prim wird dagegen von vornherein ein Baum aufgebaut und in jedem Schritt
um eine weitere Kante ergénzt, bis am Ende ein aufspannender Baum entsteht.



1.2. Zu dieser Arbeit

Wie der Algorithmus von Kruskal ist auch der Algorithmus von Prim vom Greedy-Typ. [hm
liegt jedoch kein Matroid zugrunde, denn die moglichen Kantenmengen, die wahrend des
Ablaufs des Algorithmus gebildet werden, sind Bdume, und im Allgemeinen ist eine Teilmenge
eines Baumes nicht wieder ein Baum, so dass Bedingung (I12) verletzt ist.

Es liegt damit kein Unabhéngigkeitssystem vor: Nur bestimmte Teilmengen von Baumen sind
wieder Bédume. Die hier vorliegende Struktur wird Greedoid genanntE]

Definition 1.3. Sei E eine Menge und .# ein nichtleeres System von Teilmengen von FE.
Dann heifst G = (E,.#) Greedoid iiber E, falls folgende Axiome erfiillt sind:

(G1) Ist X € .Z nicht leer, so existiert ein z € X, so dass X \ {z} € .Z.

(G2) Sind X1, X2 € F mit |X1| < |X2|, dann gibt es ein Element x € X3 \ X, so dass
X1 U {1‘} cZ.

Die Elemente von .% werden erreichbare Mengen genannt.

Das Greedoid ist eine Verallgemeinerung des Matroids: Das Axiom (G2) entspricht dem Er-
ganzungsaxiom (I3), (G1) ist eine Abschwéchung der Erblichkeitsbedingung (I2) und da .#
nicht leer ist, folgt mit (G1) die Erreichbarkeit der leeren Menge, also (I1). Greedoide stellen
damit noch mehr als Matroide eine ,natiirliche* Struktur fiir den Greedy-Algorithmus dar. Die
Theorie der unendlichen Greedoide ist allerdings noch wesentlich weniger ausgearbeitet als die
Theorie der unendlichen Matroide. Wir werden deshalb die Diskussion {iber Greedoide auf die
Erwéhnung in diesem Abschnitt beschrinken und uns sonst auf Matroide konzentrieren.

Der Vollstdndigkeit halber sei erwéhnt, dass es auch Greedy-Algorithmen gibt, denen kein
Greedoid zugrunde liegt, beispielsweise der Huffman-Algorithmus zur Erstellung eines opti-
malen Prifixcodes[f]

1.2 Zu dieser Arbeit

1.2.1 Der Greedy-Algorithmus und unendliche Matroide — Problemstellung

Fiir endliche Matroide ist bekannt, dass fiir sie der Greedy-Algorithmus immer eine optimale
Basis liefert. Umgekehrt ist auch bekannt, dass ein endliches Unabhéngigkeitssystem, fiir das
der Greedy-Algorithmus funktioniert, ein Matroid sein muss. Wir interessieren uns fiir die
Erweiterung dieser Aussagen auf den Fall unendlicher Matroide.

Zunéchst ist weder klar, welche Form ein unendlicher Greedy-Algorithmus {iberhaupt haben
sollte, noch nach welchen Kriterien man die produzierte Menge als optimal bezeichnen kann.
Wir werden uns in diesen Punkten weitgehend Klee| (1971) anschliefen, der fiir finitdre Matro-
ide gezeigt hat, dass der Greedy-Algorithmus stets eine in einem bestimmten Sinne optimale
Basis liefert.

Die Problemstellung besteht nun darin, zu untersuchen, ob auch die Umkehrung dieses Satzes
gilt, d.h. ob man aus dem Funktionieren des Greedy-Algorithmus fiir ein unendliche Un-
abhéngigkeitssysteme folgern kann, dass dieses ein finitdres Matroid sein muss, oder ob der
Greedy-Algorithmus moglicherweise auch fiir andere Klassen von Matroiden funktioniert.

®siche [Bjorner u. Ziegler| (1992).
Ssiche [Cormen et al.| (2001, Abschnitt 16.3).



1.2. Zu dieser Arbeit

1.2.2 Struktur der Arbeit

Nach der informalen Einfiihrung werden wir im Kapitel [2| den Begriff des Matroids nochmals
rigoros definieren. Wir beginnen mit den endlichen Matroiden, um die Grundbegriffe der
Matroidtheorie einzufiihren. Wir erweitern den Begriff dann schrittweise auf verschiedene
Klassen von unendlichen Matroiden. Bei der Frage, was ein unendliches Matroid ist, stiitzen
wir uns hauptsichlich auf den kiirzlich veréffentlichten Artikel von Bruhn et al.| (2010), in
dem dquivalente Axiomensysteme fiir unendliche Matroide angegeben werden.

Danach werden wir in Kapitel [3] die Theorie des Greedy-Algorithmus fiir endliche Matroide
aufarbeiten. Wir werden sehen, dass die Greedy-Strategie bei gewichteten Matroiden im un-
endlichen Fall zu gewissen Schwierigkeiten fiihrt, die sich umgehen lassen, indem man statt
der Gewichtsfunktion eine Wohlordnung auf den Elementen des Matroids vorgibt. Es wird
sich herausstellen, dass die Definition von Klee| (1971) auch fiir endliche Matroide geeignet ist
und zu identischen Ergebnissen fiihrt, wodurch eine Rechtfertigung fiir den unendlichen Fall
gegeben ist.

In Kapitel 4] werden wir den Greedy-Algorithmus fiir unendliche Matroide betrachten. Wir
werden uns zunéchst einen iterativen Greedy-Algorithmus ansehen, der nach und nach immer
grofere unabhingige Mengen produsziert, aber nach endlich vielen Schritten abgebrochen wird.
Dass die erzeugten Mengen optimal sind, ldsst sich mit der Theorie endlicher Matroide zei-
gen; wir werden aber auch zeigen, dass dieser Algorithmus selbst fiir Unabhéngigkeitssysteme
funktioniert, die keine Matroide sind. Danach geben wir Klees Formulierung des Greedy-
Algorithmus sowie seinen Satz, dass der Greedy-Algorithmus fiir finitdre Matroide stets eine
optimale Basis liefert, an. Schliefslich gehen wir in Abschnitt die Umkehrung des Satzes
an.

1.2.3 Notation

Die in dieser Arbeit verwendete Notation wird keine grofere Uberraschung hervorrufen. In
der Regel bezeichnen grofte Buchstaben wie A Mengen, kalligraphische Groftbuchstaben wie
&/ Mengensysteme und kleine Buchstaben wie a Elemente, die nicht selbst Mengen sind. Die
Potenzmenge wird mit &?(A), die Kardinalitét einer Menge mit |A|, die Mengendifferenz mit
A\ B notiert. Falls aus dem Kontext eine Grundmenge U ersichtlich ist, wird fir A C U das
relative Komplement U \ A auch einfach A€ geschrieben.

Eine in der Matroidtheorie {ibliche vereinfachte Schreibweise wird benutzt: Falls es nicht zu
Missverstdndnissen kommen kann, fallen die Mengenklammern bisweilen weg. Beispielsweise
schreiben wir AU z statt AU {z} und B\ y statt B\ {y}.

Die lineare Hiille einer (Multi-)Menge S von Vektoren schreiben wir (S); falls K ein Korper
ist schreiben wir den Vektorraum der n-Spaltenvektoren K”.



2 Endliche und unendliche Matroide

Dieses Kapitel soll eine Einfiihrung in den Matroidbegriff sein. Es werden zunéchst die endli-
chen Matroide vorgestellt und grundlegende, damit zusammenhéngende Konzepte erarbeitet,
die fiir das Versténdnis der weiteren Untersuchungen wesentlich sind. Dann wird die End-
lichkeitsbedingung weggelassen, so dass die wesentlich grofere Klasse der pre-independence
spaces entsteht. Diese wird dann durch geeignete Zusatzbedingungen wieder eingeschrankt,
um zu einem handhabbaren unendlichen Matroidbegriff zu kommen, der die wesentlichen
Eigenschaften endlicher Matroide auch im Unendlichen zeigt.

Wir werden folgende Klassen Matroid-dhnlicher Objekte besprechen:

e endliche Matroide (siche Abschnitt

e Matroide endlichen Ranges (siche Abschnitt
e finitdre Matroide (siehe Abschnitt

e Matroide (siche Abschnitt

e pre-independence spaces (siehe Abschnitt

Diese Begriffe sind in eine echte Inklusionshierarchie eingeordnet, siche Abbildung

2.1 Endliche Matroide

Die Theorie der unendlichen Matroide fiihrt innerhalb der Matroidtheorie vergleichsweise ein
Schattendasein. Wenn der Begriff Matroid fallt, ist damit folglich in der Regel ein endliches
Matroid gemeint. Wir werden uns in diesem und nur in diesem Abschnitt dieser Sprechweise

pre-independence spaces
Matroide

finitdre Matroide

Matroide mit
endlichem Rang

endliche Matroide

Abbildung 2.1: Hierarchie Matroid-&hnlicher Begriffe. Die Teilmengenbezichung ist jeweils
echt.



2.1. Endliche Matroide

weitestgehend anschliefsen. Im restlichen Teil der Arbeit werden wir dann jedoch explizit von
sendlichen“ Matroiden sprechen und mit ,,Matroid* eine bestimmte unendliche Verallgemeine-
rung bezeichnen.

Eine interessante Eigenart des Matroidbegriffs ist die Existenz einer Vielzahl &quivalenter
Definitionen, sogenannter ,kryptomorpher Axiomensysteme. Neben der Definition iiber die
Unabhéngigkeitsaxiome werden wir endliche Matroide in diesem Abschnitt iiber die Basis-,
Kreis- und Abschlussaxiome charakterisieren. Eine Vielzahl weiterer Definitionen findet sich
z. B. bei [Nicoletti u. White| (1986)).

Die Definitionen und Sétze in diesem Abschnitt stammen, soweit nicht anders angegeben, von
Oxley| (1992a).

Beginnen wir mit der Definition tber die in der Einleitung schon genannten unabhéngigen
Mengen.

Definition 2.1 (Unabhéngigkeitsaxiome). Sei E eine endliche Menge, und sei .# C Z(FE)
ein System von Teilmengen von E. Dann heift M = (E,.#) (endliches) Matroid iiber der
Grundmenge F, falls die folgenden Unabhéngigkeitsaxiome erfiillt sind:

I1) e 7.

(I2) Falls I € .# und I' C I, so folgt I' € .#. (Erblichkeitsbedingung)
(I3p) Falls I, Is € # und |I[1| < |I2], so existiert ein « € I3\ I1, so dass [y Ux € .#. ((endliche)

Erginzungseigenschaft)

Die Elemente von .# werden unabhéngige Mengen genannt. Die Elemente von Z(F) \ %
heiflen entsprechend abhéngige Mengen.

Wie {iblich gelten zwei Matroide als isomorph, wenn sie durch Umbenennen der Elemente
ineinander tibergehen, formal: My = (Fy, %) und My = (FEs, %) sind isomorph, M; = M,
falls eine bijektive Abbildung ¢: E1 — FEs existiert, so dass

Y(X) e ShHh< X e firalle X CE;.

Beispiel 2.2 (Darstellbare Matroide). Sei K ein Korper und A eine n x m-Matrix mit Ele-
menten aus K. Wir schreiben A spaltenweise als

Az(al as - an).

Definieren wir nun S = {aj, as,...,a,} (S ist eine Multimenge, d. h. zwei gleiche Spalten mit
unterschiedlichem Index sollen beide in S auftauchen) und

& ={I C S| ist linear unabhéngig}, (2.1)

so ist (S, .#) ein Matroid, das sogenannte Vektormatroid von A. Ein zu einem Vektormatroid
isomorphes Matroid heifst (K-)darstellbar. In der Literatur sind teilweise auch die Begriffe
matrisches oder lineares Matroid gebréuchlich.

Beweis. Wir iiberpriifen die Unabhéngigkeitsaxiome. (I1) und (12) gelten offensichtlich.

Seien I, I mit |I;| < |I2| linear unabhéngige Teilmengen von S. Angenommen, (I3p) gilt
nicht. Dann ist I; U e fiir alle e € Iy \ I; linear abhéngig, d.h. e € (I3) fiir alle e € Iy U I3.
Daraus folgt (I;Uls) = (I1), also |Iz| < dim([1Uls) = dim([;) = |I1| < |I2|, Widerspruch. [



2.1. Endliche Matroide

In der linearen Algebra ist eine Basis eine maximale linear unabhéngige Menge. Einen ent-
sprechenden Begriff gibt es auch in der Matroidtheorie.

Definition 2.3. Sei M = (E,.#) ein Matroid. Eine Basis von M ist eine (beziiglich der
Inklusion) maximale unabhéngige Menge von M.

Die unabhéngigen Mengen sind nach oben durch E beschrankt. Da E endlich ist, ist somit
jede unabhéngige Menge in einer Basis enthalten. Aus (I1) folgt damit, dass es stets Basen
gibt.

Die Ergénzungseigenschaft (I3p) sichert die Gleichméchtigkeit samtlicher Basen eines Matro-
ids.

Satz 2.4. Seien By, By Basen eines endlichen Matroids (E, .#). Dann gilt |B;| = | Ba|.

Beweis. Seio.B.d. A. angenommen, dass |B1| < |Bz|. Dann gibt es nach (I3r) ein e € B\ By,
so dass By Ue € .#, im Widerspruch zur Maximalitiat von Bj. O

Satz 2.5. Sei M = (E,.#) ein endliches Matroid und X eine Teilmenge von E. Dann ist
auch

M|X = (X, N 2(X)) (2.2)
ein Matroid, die Restriktion von M auf X.

Beweis. Einfaches Nachpriifen der Unabhéngigkeitsaxiome zeigt die Behauptung. OJ

Definition 2.6 (Rang). Sei B eine beliebige Basis des Matroids M = (E,.#). Die nach Satz
von der konkreten Wahl von B unabhéngige Anzahl der Elemente von B heifit Rang von
M und wird mit (M) bezeichnet.

Ist X eine Teilmenge von E, so schreiben wir abkiirzend auch r(X) fir r(M|X).

Satz 2.7 (Basisaxiome). Die Menge £ der Basen eines Matroids M besitzt folgende Eigen-
schaften:
(B1) & # 0.

(B2) Falls By, By € # und = € By \ By, dann gibt es ein y € By \ By, so dass (B \z)Uy € A.
(Austauscheigenschaft)

Beweis. (B1) folgt aus (I1) und der Endlichkeit von E.

Nach (12) ist By \ « € #, und da |B; \ | < |Bs| gibt es nach (I3g) ein y € By \ (B1 \ x), so
dass (By \ z) Uy € .#. Wegen z & By ist offenbar y € By \ By.

Es ist noch zu zeigen, dass (B; \ #) Uy maximal ist. (B; \ ) Uy ist in einer Basis B] enthalten.
Da wir |(B1 \ ) Uy| = |Bi| und wegen Satz |B1| = |Bj| haben, folgt (B; \ z) Uy = B,
also ist (B1 \ x) Uy eine Basis, womit (B2) gezeigt ist. O

Matroide lassen sich durch ihre Basenmenge # charakterisieren. Anders gesagt, die Basisaxi-
ome bilden ein kryptomorphes Axiomensystem.



2.1. Endliche Matroide

Satz 2.8 (Charakterisierung von Matroiden durch ihre Basen). Sei E eine endliche Menge
und besitze # C Z(F) die Eigenschaften (B1) und (B2). Setzt man

7 ={ICB|Bec %), (2.3)

dann ist (E, %) ein Matroid mit der Basenmenge .

Beweis. Siehe |Oxley| (1992al, Theorem 1.2.3). O]

Definition 2.9. Sei M = (F,.#) ein Matroid. Ein Kreiﬂ von M ist eine (beziiglich der
Inklusion) minimale abhéngige Menge von M.

Satz 2.10 (Kreisaxiome). Die Menge ¢ der Kreise eines Matroids M besitzt folgende Eigen-
schaften:

(Cl) 0 ¢ %.
(C2) Falls C1,Cy € € und C; C Cy, so folgt C1 = Cy.

(C3) Falls C1, Cy voneinander verschiedene Elemente von % sind und e € C; N Cy ist, dann
gibt es ein Element C5 € €, so dass C3 C (C1 U Cy) \ e. (Kreiseliminationseigenschaft)

Beweis. (C1) folgt direkt aus (I1), (C2) aus der Minimalitét von C und C. Zum Beweis von
(C3) sei angenommen, dass es keinen Kreis in (C7 UCs) \ e gibt. Dann muss (C7 UCy) \ e eine
unabhéngige Menge sein. Sei f ein beliebiges Element aus der nach (C2) nichtleeren Menge
Cy \ C1. Da (5 als Kreis eine minimale abhéngige Menge ist, muss Co \ f unabhéngig sein.

Sei nun I € . maximal mit

Co\fCICCLUCy

gewahlt. Dann ist offenbar f & I, da sonst Co C I ware, im Widerspruch zur Unabhéngigkeit
von I. Da C abhéngig ist und somit C; keine Teilmenge von I ist, gibt es ein g € C \ I, das
wegen f € Cy \ Cq von f verschieden sein muss. Es folgt

| < [(CLUC)\{f, g} =[C1UCs| =2 < [(CLUC?) \ €.

Wendet man nun (I3g) auf I und (C; U Cs) \ e an, erhélt man ein x € (C1 U Cy) \ e, so dass
IUzx e £ und Co \ f C TUz C Cy UCy, im Widerspruch dazu, dass I bereits maximal
gewdhlt war. O

Wie durch ihre Basen lassen sich Matroide auch durch ihre Kreise charakterisieren. Die Kreis-
axiome bilden damit ein weiteres kryptomorphes Axiomensystem.

Satz 2.11 (Charakterisierung von Matroiden durch ihre Kreise). Sei E eine endliche Menge
und besitze € C #(E) die Eigenschaften (C1), (C2) und (C3). Setzt man

S ={ICE|NCe?:CgI}, (2.4)

so ist (E,.#) ein Matroid, dessen Kreismenge gerade % ist.

Beweis. Siehe |Oxley| (1992a), Theorem 1.1.4). O]

Lengl. circuit.



2.1. Endliche Matroide

v, X

Abbildung 2.2: Kreiseliminationsaxiom. In der Vereinigung von C7 und Cs ist ein Kreis Cs
enthalten, hier grau hinterlegt, der die gemeinsame Kante e nicht enthélt.

Die Begriffe Matroid (von MatrixEI), unabhéingig und Basis sind offensichtlich von der Linearen
Algebra inspiriert. Der Begriff des Kreises stammt aus der zweiten grofsen Inspirationsquelle
der Matroidtheorie, der Graphentheorie.

Beispiel 2.12 (Graphische Matroide). Sei G = (V, E) ein endlicher Graph mit der Kno-
tenmenge V und der Kantenmenge E C (‘2/) Sei € die Menge der Kantenmengen von G,
die einen Zyklus bilden, d.h. einen zusammenhéangenden Teilgraphen induzieren, in dem je-
der Knoten den Grad 2 hat. Dann ist € die Menge der Kreise eines Matroids iiber F, des
sogenannten Zyklen- oder Polygonmatroids von G. Zu Zyklenmatroiden isomorphe Matroide
heiflen graphisch.

Beweis. Die leere Kantenmenge bildet keinen Zyklus, also ist ) ¢ €, so dass (C1) gilt. Es gilt
auch (C2), denn ein Zyklus kann keinen anderen Zyklus echt enthalten. Zum Beweis von (C3)
seien C7 und Cy die Kantenmengen zweier verschiedener Zyklen von G, die eine gemeinsame
Kante e = {u, v} besitzen. Wir konstruieren einen Zyklus C35, dessen Kantenmenge in (C7 U
C5) \ e enthalten ist.

Fiir i = 1,2 sei P; jeweils der Pfad von u nach v mit der Kantenmenge C; \ e. Durchlaufe P,
von u nach v. Sei w der erste Knoten, dessen folgende Kante in P; \ P liegt, und sei x der
erste Knoten ungleich w, dessen folgende Kante aus P; auch in P liegt.

Vereinige nun den P;-Abschnitt von w nach x mit dem P5-Abschnitt von z nach w. Das
Ergebnis ist ein Zyklus mit einer Kantenmenge in (C U Cy) \ e. Damit gilt auch (C3). O

Oxley| (1992a) fiihrt den Abschlussoperator eines Matroids tiber die Rangfunktion eines Ma-

troids,
r: Z(E) - N, X — r(X),

siehe Definition [2.6] ein. Der Abschluss einer Teilmenge X von E ist damit durch
cd(X)={zeE|r(XUz)=r(X)}
definiert.

Im Hinblick auf unendliche Matroide ist die Rangfunktion in dieser Form allerdings recht un-
praktischﬂ weshalb wir uns |Bruhn et al.| (2010)) fiir die Definition des Abschlusses anschliefsen
wollen.

2siehe [Whitney! (1935)).
3Siche |Bruhn et al.| (2010). Dort wird fiir unendliche Matroide statt dieser Rangfunktion eine relative Rang-
funktion einfiihrt.
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2.1. Endliche Matroide

X cl(X)

Abbildung 2.3: Der Abschluss cl(X) der mit dicken Linien markierten Kantenmenge X be-
steht aus den Kanten aus X sowie den Kanten, die in X einen Zyklus schliefen.

Definition 2.13. Sei M = (E,.#) ein Matroid. Die Abbildung

cl: Z(E) — Z(E)
d(X)=XU{zeFE|ICX:ITeINIUxg I} fuir XCFE

heifst Abschlussoperator von M. Die Menge cl(X) heift Abschluss von X.

Vor der Untersuchung der Eigenschaften des Abschlussoperators wollen wir uns noch jeweils
ein Beispiel fiir darstellbare und fiir graphische Matroide anschauen.

Beispiel 2.14. Sei A eine n x m-Matrix iiber einem Korper K mit der Spaltenmenge F und
MIA] = (E, .¥) das Vektormatroid von A. Ist X eine Teilmenge der Spalten von A, dann ist
ein Element e € E im Abschluss cl(X) genau dann enthalten, wenn e in der linearen Hiille
(X) enthalten ist, das heift cl(X) = E N (X).

Beispiel 2.15. Sei G = (V, E) ein Graph und M(G) = (E,.#) sein Zyklenmatroid. Ist X
eine Teilmenge der Kanten von GG, dann besteht der Abschluss von X gerade aus den Kanten
e, die bereits in X enthalten sind, oder durch deren Hinzufiigen zu X ein Zyklus geschlossen

wird (siehe Abbildung [2.3])

Satz 2.16 (Abschlussaxiome). Der Abschlussoperator cl eines Matroids M tiber E besitzt
folgende Eigenschaften.

(CL1) Fiir alle X C Eist X C cl(X).

(CL2) Sind X,Y Teilmengen von F mit X C Y, so gilt cl(X) C cl(Y). (Isotonie)
(CL3) Fiir alle X C E gilt cl(cl(X)) = cl(X). (Idempotenz)
(CL4)

CL4) Fir alle X C E gilt: Ist x € F und y € cl(X Ux) \ cl(X), so folgt x € cl(X Uy).
(Austauscheigenschaft)

Beweis. (CL1) und (CL2) folgen direkt aus der Definition.
(CL3) Der Beweis stiitzt sich auf das folgende Lemma.
Lemma 2.17. Sei X C E und B eine Basis von M|X, dann gilt

cl(B) = cl(X).

Beweis. Wir miissen wegen (CL2) nur die Inklusion cl(X) C cl(B) zeigen. Fiir y € B ist die
Aussage trivial, sei also zunéchst y € X \ B. Dann ist B € # und BUy ¢ .#, also y € cl(B).

11



2.1. Endliche Matroide

Sei nun y € cl(X) \ X. Dann gibt es laut Definition eine unabhéngige Teilmenge I C X mit
Tuy ¢ #. Wir erweitern I zu einer Basis B’ von M|(X Uy). Dann ist offenbar y ¢ B’, also
ist B’ auch eine Basis von M|X.

Nach Satz[2.4)gilt |B| = |B'|, so dass B auch eine Basis von M|(X Uy) sein muss. Dann muss
also BUy ¢ .# sein, also y € cl(B), und es folgt die behauptete Inklusion. O

Aus dem Beweis des Lemmas ldsst sich auch die folgende Aussage ableiten.

Korollar 2.18. Sei B eine Basis von M| X fir ein X C F. Dann ist B eine Basis von M| cl(X).

Beweis. Im Beweis des Lemmas ist BUy ¢ . fiir alle y € cl(X) \ X, also ist B in cl(X) eine
maximale unabhéngige Menge. O

Wir fahren mit dem Beweis von (CL3) fort. Sei X C E, und sei B eine Basis von M|X. Nach
dem Korollar ist B auch eine Basis von M|cl(X). Mit dem Lemma schliefen wir

cl(X) = cl(B) = cl(cl(X)).

(CL4) In den Féllen € X und = = y ist die Behauptung trivial erfiillt, sei also x € E'\ (X Uy).
Es gibt dann per Definition ein I/ C X Uz mit [ € . und I Uy &€ ¥ mit x € I. Wegen
yZc(X)ist (I\z)Uy e S, und mit ([ \z)Uy)Uzr=ITUy ¢ .7 folgt z € cl(X Uy). O

Die Abschlussaxiome bilden ein weiteres kryptomorphes Axiomensystem fiir Matroide.

Satz 2.19. Sei E eine endliche Menge und cl : Z(E) — Z(E) eine Abbildung, die die
Eigenschaften (CL1)-(CL4) erfiillt. Dann ist cl der Abschlussoperator eines Matroids M =
(E,.7), und es gilt

I ={ICE|Veel:xgcll\x)} (2.5)

Beweis. Siehe Oxley| (1992a), Theorem 1.4.4 inkl. Lemma 1.4.5 und Korollar 1.4.6. O

Der Abschlussbegriff bringt eine Reihe von Bezeichnungen fiir spezielle Teilmengen von E mit
sich.

e X C E heifit abgeschlossene Menge oder Fléche, falls X = cl(X).

e X C E heift aufspannende Menge, falls cl(X) = E.

e X C F heikt Hyperebene, falls X eine maximale nicht-aufspannende Menge ist.

Korollar 2.20. Sei M = (E,.#) ein Matroid. Dann gilt: B C E ist eine Basis genau dann,
wenn B unabhéngig und aufspannend ist.

Beweis.
B ist Basis< B € .4 und BUxz ¢ 7 fiir alle x € B¢
< B € .4 und B¢ C cl(B)
< B ist unabhéngig und aufspannend. O

Zuséatzlich zu den hier aufgezéhlten Axiomensystemen lassen sich endliche Matroide auch

durch ihre Rangfunktion, ihre abhéngigen, aufspannenden oder nicht-aufspannenden Mengen
sowie ihre Hyperebenen charakterisieren. Dazu sei auf Nicoletti u. White (1986)) verwiesen.
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2.2 Dualitat

Der Begriff der Dualitdt zieht sich durch viele Bereiche der Mathematik. In der Matroidtheorie
beruht die Dualitdt von Matroiden tiber einer endlichen Menge E darauf, die Inklusionsteil-
ordnung auf #(E) umzukehren und dadurch duale Begriffe und Aussagen zu gewinnen. Wir
werden diese Herleitung aber nicht von Grund auf durchfiihren, sondern uns an der existie-
renden Literatur orientieren, die in der Regel mit der Definition der dualen Basen beginnt.

Satz 2.21. Sei M ein endliches Matroid iiber E mit der Basenmenge %. Setzt man
#*.={E\ B| B e %}, (2.6)

so ist #* die Basenmenge eines endlichen Matroids iiber E.
Beweis. Siehe |Oxley| (1992a, Theorem 2.1.1). O

Das Matroid mit der Basenmenge #* wird duales Matroid zu M genannt und mit M*
bezeichnet. Da die dualen Basen durch Komplementbildung aus den Basen hervorgehen, fiihrt
eine erneute Bildung des Duals wieder zum Ausgangspunkt: (M*)* = M, d. h. die Dualisierung
M — M* ist eine Involution.

Die Basen von M* heiffen Kobasen von M. Entsprechend heiffen beispielsweise die unabhén-
gigen Mengen, Kreise, aufspannenden Mengen von M* kounabhingige Mengen, Kokreise,
koaufspannende Mengen von M. Dabei gelten folgende Beziehungen:

Satz 2.22. Sei M ein Matroid iiber F und sei X eine Teilmenge von E. Dann gilt:

(i) X ist unabhéngig < E\ X ist koaufspannend.
(ii) X ist aufspannend < E \ X ist kounabhéngig.
(iii) X ist eine Hyperebene < E'\ X ist ein Kokreis.
(iv) X ist ein Kreis & F \ X ist eine Kohyperebene.

Beweis. Siehe |Oxley| (1992a, Theorem 2.1.6). O

Die Bedeutung der Dualitét liegt zum groflen Teil im Dualitatsprinzip, welches besagt, dass
man zu jeder Aussage iiber Matroide eine dquivalente duale Aussage erhélt, indem man alle
Begriffe durch ihre Dualen ersetzt. Dualitét spielt eine zentrale Rolle in der Matroidtheorie
und, wie wir bei der Untersuchung unendlicher Matroide sehen werden, insbesondere bei der
Entscheidung, welche Klasse ins Unendliche verallgemeinerter Matroide {iberhaupt wert ist,
weiter betrachtet zu werden.
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2.3. Pre-independence spaces

2.3 Pre-independence spaces

Léasst man in der Definition die Bedingung weg, dass die Grundmenge E endlich sei, erhélt
man die Klasse der pre-independence spacesf_f]

Diese Definition ist so allgemein, dass sie aus Sicht der Matroidtheorie relativ uninteressant
ist. Beispielsweise miissen pre-independence spaces im Allgemeinen nicht einmal Basen oder
Kreise besitzen.

Beispiel 2.23. Wir betrachten auf der Grundmenge R die Menge .# der abzdhlbaren Teilmen-
gen von R. Dann sind die Axiome (I1),(I2),(I3g) sicher erfiillt, es gibt jedoch weder maximale
abzéhlbare noch minimale iiberabzdhlbare Teilmengen und somit keine Basen oder Kreise.

2.4 Matroide endlichen Ranges

Die Klasse der Matroide endlichen Ranges erhalten wir aus Definition indem wir die
Bedingung, dass die Grundmenge F endlich sei, entfernen, und durch die folgende Bedingung
ersetzen:

(Rp) Es gibt ein n € N, so dass |I| < n fir alle [ € .7.

Matroide endlichen Ranges besitzen Basen und Kreise. Uberhaupt ist die Theorie shnlich der
der endlichen Matroide, mit Ausnahme der Dualitdt: Die Komplemente der Basen sind bei
unendlicher Grundmenge unendlich, das Dual ist also kein Matroid endlichen Ranges.

Beispiele fiir Matroide endlichen Ranges sind endlichdimensionale Vektorrdume bzw. Teilmen-
gen endlichdimensionaler Vektorraume, wobei wie im Beispiel die unabhéngigen Mengen
durch die linear unabhéngigen Mengen gebildet werden.

2.5 Finitare Matroide

Dehnen wir das Beispiel der darstellbaren Matroide nicht nur auf unendliche Grund-
mengen, sondern sogar auf unendliche (Vektorraum-)Basen aus, erhalten wir den Begriff des
finitdren Matroids.

Definition 2.24. Sei E eine Menge und .# C Z(FE) ein System von Teilmengen von E. Dann
heift M = (E,.#) finitdres Matroid, falls zusétzlich zu den in Definition aufgefiihrten
Unabhéngigkeitsaxiomen (I1), (12), (I3p)das folgende Axiom gilt:

(I4) Falls fiir alle endlichen Teilmengen Y von X C FE gilt, dass Y € .#, dann folgt X € .#.
(endlicher Charakter)

Bemerkung 2.25. Finitdre Matroide werden in manchen Publikationen, z.B. bei |Oxley
(1992), auch als ,independence spaces* bezeichnet.

4siehe [Oxley] (1992).
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Beispiel 2.26. Sei V ein moglicherweise unendlichdimensionaler K-Vektorraum. Bekanntlichf|
heifst eine Teilmenge M C V linear unabhéngig, falls jede endliche Teilmenge N C M linear
unabhingig ist. Eine Teilmenge von V zusammen mit den linear unabhéngigen Teilmengen
von V ist dann ein finitdres Matroid.

Eine zu (I4) dquivalente Eigenschaft fithrt uns direkt zum néchsten Beispiel aus der Graphen-
theorie.

Satz 2.27. Fir einen pre-independence space M = (E,.#) gilt (I14) genau dann, wenn jede
abhéngige Menge einen endlichen Kreis enthalt.

Beweis. Die Kontraposition von (I4) lautet: Jede abhéngige Menge enthélt eine endliche ab-
hiingige Menge. Die Aquivalenz zur Existenz eines endlichen Kreises ist dann trivial. O

Beispiel 2.28. Wir erweitern Beispiel indem wir nun einen unendlichen Graphen G
zulassen. Die Menge % bestehe nach wie vor aus den Zyklen von G. Da alle Zyklen aus
endlich vielen Kanten bestehen, ist das Zyklenmatroid von G ein finitédres Matroid.

Finitare Matroide besitzen viele der Eigenschaften endlicher Matroide. Die Klasse der finitaren
Matroide ist jedoch nicht unter Dualitdt abgeschlossen. Die dualen Matroide zu finitéren
Matroiden werden kofinitire Matroide genannt.

Die folgenden Aussagen werden wir spéater bendtigen.

Satz 2.29. Finitdre Matroide erfiillen die Kreisaxiome (C1)—(C3).

Beweis. Man priift leicht nach, dass im Beweis von Satz [2.10] lediglich die Unabhéngig-
keitsaxiome, nicht jedoch die Endlichkeit der Grundmenge verwendet wurde. OJ

Bemerkung 2.30. Durch Hinzunahme der Bedingung
(C4) Jede abhingige Menge enthélt einen endlichen Kreis.

erhélt man laut |Oxley| (1992, Theorem 3.1.3) sogar eine Charakterisierung der finitdren Ma-
troide durch die Kreisaxiome.

Satz 2.31. Sei M = (E,.¥) ein finitdres Matroid und I € .#. Falls IUx ¢ .# fiir ein x € E
gilt, dann gibt es einen eindeutig bestimmten Kreis C' von M mit

reCClUx. (2.7)

Beweis. (1) I Uz ist abhéngig und enthélt daher nach (I4) mindestens einen Kreis. Jeder
dieser Kreise muss x enthalten, denn sonst wére er auch in I enthalten.

(2) Zum Nachweis der Eindeutigkeit sei angenommen, C1, Cy wiren zwei verschiedene Kreise,
die ([2.7)) erfiillen. Dann existiert mit (C3) ein Kreis Cs mit C3 C (C1UC2)\z C I, Widerspruch.
O

Ssiehe [Unger| (2003, Definition 7.2.2 (b))
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Eine Folgerung aus (C3), das starke Kreiselimz’nationsaxiomﬁ, werden wir zum Beweis der
Abschlusseigenschaften bendtigen.

Satz 2.32. Falls C7, Cs voneinander verschiedene Kreise sind und e € C7 N Cy ist, dann gibt
es fur jedes f € C \ Cy einen Kreis Cs mit

felCsC (Cl U CQ) \ €. (2.8)

Beweis. |Z| Angenommen, die Behauptung ist falsch, und sei durch Kreise C1, Cy sowie Ele-
mente e € C1 N Co und f € C; \ Oy ein Gegenbeispiel gegeben, wobei 0. B.d. A. |C] U Oy
minimal sei.

Nach (C3) existiert ein Kreis C3 mit C3 C (C7 U C5) \ e, und nach der Annahme ist f & Cj.
Nun muss es ein g € C3 N (Cy \ C1) geben, denn sonst wire C3 eine echte Teilmenge von Cj.

Betrachte Co, C3. Esiist g € CoNC3, e € Co\ C3, und da f ¢ CoUC5 ist CoUCs C C1 U Co,
also |Co U O3] < |C1 U Cyl, d.h. Cy,C3,g,e ist kein Gegenbeispiel fiir die Behauptung. Es
existiert daher ein Kreis Cy mit e € Cy C (C2 U C3) \ g.

Betrachte nun Cy, Cy. Esist e € C1NCy und f & CoUCSs, also f € C1\Cy. Da C1UCy € C1UCy
wegen g € Co \ (C1UCY) ist, haben wir wieder |C1 U Cy| < |C1UCql, d.h. C1,Cy, e, f ist kein
Gegenbeispiel fiir die Behauptung.

Es existiert daher ein Kreis C5 mit f € C5 C (Cy U Cy) \ e, aber wegen C1 U Cy C Cy U Cy
gilt fiir diesen Kreis auch

f€C5 - (ClUCQ)\€,
Widerspruch. O

Der Abschlussoperator ist fiir finitire Matroide genauso definiert wie in Definition fiir
endliche Matroide, d. h.

d(X)=XU{zeFE|IICX:ITeINIUx g I} firXCE. (2.9)
Satz 2.33. Der Abschlussoperator eines finitdren Matroids erfiillt die Abschlussaxiome (CL1)—
(CL4) aus Satz [2.16}
CL1) Fir alle X C Eist X C cl(X).
CL2) Sind X,Y Teilmengen von E mit X C Y, so gilt cl(X) C cl(Y).
CL3) Fir alle X C FE gilt cl(cl(X)) = cl(X).
CL4) Fir alle X C E gilt: Ist z € F und y € cl(X Ux) \ cl(X), so folgt = € cl(X Uy).

Beweis. (CL1) und (CL2) folgen direkt aus der Definition von cl; fiir (CL4) kann der Beweis
des endlichen Falls aus Satz [2.16] iibertragen werden.

Zu (CL3): Es gentigt wegen (CL1), cl(cl(X)) C cl(X) fur alle X C E zu zeigen.

Die Bezeichnung als Axiom rithrt daher, dass das starke Kreiseliminationsaxiom dquivalent zum (schwachen)
Kreiseliminationsaxiom ist und daher dessen Platz innerhalb der Kreisaxiome einnehmen kann.
“siehe [Welsh| (1976, Theorem 9.2).
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Sei das Gegenteil angenommen, dann gibt es y € cl(cl(X))\cl(X). Dann existiert ein I C cl(X)
mit I € # und I Uy ¢ .#. Nach Satz gibt es einen Kreis Cy mit

yeCyCluy.
Sei 0.B.d. A. Cy von allen Kreisen mit
yeCy Ccl(X)Uy
derjenige, fiir den
|Cy N (el(X)\ X)| = [Cy \ (X Uy)| (2.10)

minimal ist. Falls |C, \ (X Uy)| = 0, sind wir fertig, da dann mit [ := Cy\y C X gilt: [ € &
und Uy & #, also y € cl(X), im Widerspruch zur Annahme.

Sei also |Cy \ (X Uy)| > 0, und sei ein z € Cy, \ (X Uy) gewahlt. Wegen x € cl(X) \ X gibt
es dann einen Kreis C, mit
reC,CXUuz.

Wir kénnen nun das starke Kreiseliminationsaxiom, Satz auf Cy,Cp,x € CyNCy,y €
Cy \ C, anwenden und erhalten einen Kreis C' mit

yeCC(C,uCy) \ .

Fiir diesen gilt:

C\(XUy) S (CyuC)\z)\ (XUy)
= (CyUC) \ (X U{z,y})
=Cy\(XU{z,y}) daC,CXUx
CCy\(XUy) daxzelCy\ (XUy),

also ist
IC\ (X Uy)| <G\ (X Uy)|[ -1,
im Widerspruch dazu, dass Cy (2.10) minimiert. O]

Satz 2.34. Fiir jeden Kreis C gilt

x €cl(C\ ) fir alle x € C.

Beweis. Wegen der Minimalitit von C gilt C'\z € .# fiir alle z € C, aukerdem ist (C'\z)Uz =
C¢.7, alsozeclC\ ). O
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2.6 Matroide

Eigentlich miisste dieser Abschnitt mit ,B-Matroide” iiberschrieben sein. B-Matroide wurden
bereits von Higgs| (1969)) beschrieben und stellen einen von vielen Versuchen zur Verallgemei-
nerung des Matroidbegriffs auf unendliche Grundmengen dar. Sie haben gegeniiber finitéren
Matroiden den Vorteil, unter Dualitét abgeschlossen zu sein. Spéter hat |Oxley| (1978) bewie-
sen, dass B-Matroide die grofite Klasse von pre-independence spaces bilden, die unter einem
Begriff von Dualitit abgeschlossen ist, der die von endlichen Matroiden bekannten Konstruk-
tionen zuldsst. Man kann, wie das Bruhn et al.|(2010) getan haben, also mit Fug und Recht
allgemein von ,Matroiden“ sprechen, wenn man B-Matroide meint.

Bruhn et al.| (2010) geben fiir Matroide fiinf &quivalente Axiomensysteme an, darunter die im
folgenden zitierten Unabhéngigkeits- und Abschlussaxiome.

Definition 2.35 (Unabhéngigkeitsaxiome). Sei E eine Menge und .¢ C Z(FE), so dass die
folgenden Unabhéngigkeitsaxiome erfiillt sind.

(I1) 0 e 7.
(I2) Falls I € .# und I' C I, so folgt I' € .7.

(I3) Falls I1,Is € ., wobei I, maximal und I; nicht maximal seien, dann existiert ein
x € Iy \ I1, so dass I Uz € .Z. (Erginzungseigenschaft)

(IM) Falls I C X C Fund [ € .4, dann gibt es in {I’ € # | I C I’ C X} ein maximales
Element.

Dann heift M = (E,.#) Matroid tiber E.

Wie fiir endliche Matroide heifen die Elemente von .# unabhéngige Mengen, die Elemente
von Z(E)\ # heifen abhiingige Mengen. Maximale unabhéngige Mengen heiffen Basen,
minimale abhéingige Mengen heifsen Kreise. Der Abschlussoperator wird genauso wie im
endlichen Fall definiert:

A(X)=XU{z€eE|IACX:TeIANIUz &I} (2.11)

Die Abschlussaxiome fiir Matroide lauten:

CL1) Fir alle X C Fist X C cl(X).
) Sind X, Y Teilmengen von E mit X C Y, so gilt cl(X) C cl(Y).

CL3) Fiir alle X C FE gilt cl(cl(X)) = cl(X).
) Fiir alle X C E gilt: Ist x € Eund y € cl(X Uxz) \ cl(X), so folgt = € cl(X Uy).
) Fiir die Menge % der cl-unabhdngigen Mengen,

g ={ICE|Vzel:xgcl\x)},

gilt: Falls I € X C Eund I € #,, dann gibt es in {I' € 4, | I C I' C X} ein
maximales Element.

18



2.7. Beziehungen zwischen den Klassen Matroid-&hnlicher Objekte

Die von endlichen oder finitdren Matroiden bekannten Eigenschaften sind teilweise fiir Matro-
ide erstaunlich schwierig zu beweisen. Fiir die Beweise der folgenden Sétze sei auf|Bruhn et al.
(2010) verwiesen. Es sei angemerkt, dass beispielsweise fiir den Beweis, dass die Restriktion
M| X eines Matroids wieder ein Matroid ist, bereits die Abgeschlossenheit der Matroide unter
Dualitéat sowie eine Reihe sehr technischer Lemmata benotigt wird.

Satz 2.36 (Restriktion). Sei M = (E,.#) ein Matroid und X C E. Dann ist die Restriktion
M|X = (X, NZPX))

ein Matroid.

Satz 2.37 (Kreise). Sei M = (FE,.#) ein Matroid und X C E eine abhéngige Menge. Dann
enthédlt X eine minimale abhéngige Menge C, einen Kreis.

2.7 Beziehungen zwischen den Klassen Matroid-ahnlicher
Objekte

Wir wollen in diesem Abschnitt zeigen, dass die in Abbildung auf Seite [0] dargestellte
Inklusionshierarchie gilt.

Folgende Beziehungen ergeben sich unmittelbar aus den jeweiligen Definitionen:

Satz 2.38. 1. Jedes endliche Matroid ist ein Matroid mit endlichem Rang.

2. Jedes Matroid mit endlichem Rang, das eine endliche Grundmenge hat, ist ein endliches
Matroid.

3. Jedes Matroid mit endlichem Rang ist ein finitdres Matroid.
4. Jedes finitdres Matroid, fiir dessen System unabhéngiger Mengen .# gilt, dass |I| < n
fiir alle I € . und ein n € N, ist ein Matroid mit endlichem Rang.

Satz 2.39. Jedes finitare Matroid ist ein Matroid.

Beweis. Wir miissen die Giiltigkeit der Axiome (I3) und (IM) fiir finitdre Matroide zeigen.

Zu (I3): Angenommen, es gibt ein Gegenbeispiel Iy, [s € ., wobei Iy maximal und I; nicht-
maximal sel.

Fiir alle y € I\ I; gilt dann [; Uy ¢ ., d.h. y € cl({1), und damit I» C cl(f;). Mit (CL2)
und (CL3) folgt nun cl(I2) C cl(cl(f1)) = cl(11), also, da I eine Basis und damit aufspannend
ist, cl(I;) = E. Also muss auch I} maximal sein, Widerspruch.

Zu (IM): Sei I € .# und X C E, und sei £ eine aufsteigende Kette in
S={I'e s ICT CX}

und sei I » := |J . Fiir jede endliche Teilmenge F' C I gibt es dann ein Kettenglied G € %
mit F' C G, es ist also F' € #. Mit (I4) folgt nun I, € .#, und da offenbar I, € . ist, ist
I+ eine obere Schranke von .. Nach dem Lemma von Zorn besitzt . dann ein maximales
Element. Damit ist (IM) bewiesen. O
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2.7. Beziehungen zwischen den Klassen Matroid-&hnlicher Objekte

Fiir den folgenden Satz benétigen wir noch ein Lemma von Bruhn et al.| (2010).

Lemma 2.40. Sei M = (E,.#) ein Matroid. Dann gilt

(I3’) Fir I, Is € &, wobei I, maximal sei, gibt es eine maximale unabhéngige Menge B mit
L CBCLUI.

Beweis. Nach (IM) gibt es ein maximales Element B der Menge {I' € . | I, CI' C I, U Ir}.
Angenommen, B ist keine Basis von M. Dann gibt es nach (I3) ein 2 € Io\ B mit BUx € .,
aber dann wére auch

L CBUxCIUl,

Widerspruch, denn B ist maximal mit dieser Eigenschaft. O

Satz 2.41. Sei M = (E, .#) ein Matroid. Dann gilt fiir M die endliche Ergénzungseigenschaft
(I3p).

Beweis. Angenommen, Iy, Iy € .# mit |I1] < |I2] < oo bilden ein Gegenbeispiel, d. h. fiir alle
x € Iy \ I ist Iy U x eine abhéngige Menge.

Den Beweis kann man beispielsweise leicht fithren, indem man auf der Restriktion M |(I; Ul2),

die nach Satz ein Matroid ist, das Axiom (I3) anwendet.
Hier soll jedoch ein anderer Weg beschritten werden:

(1) Ergénze I; unter Verwendung von (IM) zu einer Basis B;. Nach der Annahme gilt dann

BinNnlh=1NIs. (212)

(2) Ergénze I unter Verwendung von (I3’) aus Lemma zu einer Basis By mit

I, C By C IbU Bj. (213)

(3) Ergénze I; unter Verwendung von (I3’) zu einer Basis B3 mit
I € B3 C I; U Bs. (2.14)

Nach der Annahme gilt dann
BsnNIly,=1N1Is. (215)

(4) Aus ([ET3) und (T3 folgt
Bs CI1uBy, CI1Ul,UB; =1, U By,

also mit ([2.15])

B3 \ IQ g Bl \IQ und (216)
BsNIlh=I1NIy,=B; NI, (217)

also B3 C By und daher B3 = Bj. Aus ([2.14)) schlieft man also

I, C B, C1LUB,. (2.18)
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2.7. Beziehungen zwischen den Klassen Matroid-&hnlicher Objekte

(5) Aus ([2.13)) folgt durch Bilden der Mengendifferenz mit By

I;\ By € By\ By C I\ By, also (2.19
By\ By =1L\ By =L\ I, (2.20)

wobei die letzte Gleichung aus (2.12)) folgt.

Aus (2.18)) folgt analog
Il\Bg gBl\BQ gfl\BQ, also (2.21)
Bi\Ba=L\B2C L\ I (2.22)
Wir haben also
|B1\ Bo| < |I\ I2| < |I2\ Ih| = | B2\ Bil, (2.23)

und damit einen Widerspruch zum folgenden Lemma.

Lemma 2.42. Sind Bj, By Basen mit | By \ Ba| < oo, so folgt |B; \ Ba| = |Ba \ Bi].

Beweis. HAngenommen, Bi, Bs bilden ein Gegenbeispiel, fiir das o. B.d. A. | By \ Bz| minimal
ist. Es gilt also |B; \ Ba| < |B2 \ Bi|. Sei « € By \ By gewéhlt. Mit (I3’) existiert eine Basis
Bg mit

BQ\(L‘QB3 - (BQ\w)UBl.

Da Bj; keine echte Teilmenge von Bj sein kann, muss es einen nichtleeren Schnitt B3N (B \ B2)
geben. Es folgt |B; \ B3| < |B;1 \ Ba|, laut der Annahme bildet das Paar B;, Bs also kein
Gegenbeispiel, d. h. es gilt |B; \ B3| = |B3 \ Bi|, und es folgt

|B3 \ Bi| = |B1\ B3| < |B1\ Ba| < [B2\ Bil,
im Widerspruch dazu, dass sich Bs \ By und By \ B; nur um ein Element unterscheiden. [

Korollar 2.43. Ein Matroid, das zusatzlich (I4) erfiillt, ist ein finitares Matroid.

Da wir gerade (I3p) fiir Matroide bewiesen haben, folgt:

Korollar 2.44. Matroide sind pre-independence spaces.

8Bruhn et al.| (2010, Lemma 3.7)
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3 Der Greedy-Algorithmus

Dieses Kapitel ist zunéchst der Darstellung der bekannten Aussagen iiber den endlichen
Greedy-Algorithmus gewidmet. Wir werden zeigen, dass endliche Matroide dadurch charakte-
risiert sind, dass auf ihnen der (endliche) Greedy-Algorithmus fiir jede Gewichtsfunktion eine
optimale Losung liefert.

Danach werden wir die Anpassung der Definition des Greedy-Algorithmus auf unendliche Un-
abhéngigkeitssysteme vorbereiten, indem wir die Gewichtsfunktion durch eine Wohlordnung
auf der Grundmenge ersetzen.

3.1 Gewichtete Matroide

Definition 3.1. Ein gewichtetes Matroid ist ein Matroid (F,.#) mit einer Gewichts-
funktion
w: F— R.

Wir betrachten in diesem Abschnitt das folgende Optimierungsproblem:

Gesucht ist ein maximales Element A von .# mit mini-
malem Gesamtgewicht

w(A) = Zw(x) (3.1)

So gestellt handelt es sich um ein Minimierungsproblem. Maximierungsprobleme kénnen durch
Negieren der Gewichtsfunktion in Minimierungsprobleme iiberfiihrt werden und bediirfen da-
her keiner gesonderten Betrachtung.

Algorithmus 4 Greedy-Algorithmus fiir gewichtete Matroide.
1: Ap:= 0
2. k:=0
3: while A; ist keine Basis do
4:  Wahle zp & Ay so, dass w(xy) minimal und Ay Uz € & ist.
5: Apy1 = A Uy,
6
7
8

k=k+1
: end while
: return A
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3.1. Gewichtete Matroide

Satz 3.2. Sei M = (FE,.#) ein endliches Matroid mit einer beliebigen Gewichtsfunktion
w: E — R. Dann liefert der Greedy-Algorithmus (Algorithmus[4)) eine Basis A mit minimalem
Gesamtgewicht, d. h. es gilt fiir jede Basis B von M:

D w(x) <) w(). (3.2)

T€EA rzeB

Der Beweis findet sich bei |Oxley| (1992a, Abschnitt 1.8). Er ist jedoch so erhellend, dass er
hier wiedergegeben werden soll.

Beweis. Der Algorithmus terminiert offenbar nach r = r(M) Schritten mit einer Basis A =
A, = {xo,21,...,2r-1}. Sei B = {yo,y1,--.,Yr—1} eine beliebige Basis von M mit w(yy) <
w(yr) < -+ < w(yr—1). Die Behauptung folgt nun mit dem folgenden Lemma.

Lemma 3.3. Fir 0 < k < r gilt w(zk) < w(yk).

Beweis. Annahme des Gegenteils. Sei k der kleinste Index mit w(zy) > w(yx). Sei I1 =
{zo,x1,...,x—1} und Is := {yo,y1,...,yx}. Da |I1] < |I2| gibt es nach (I3) ein y; € Iz \ I3,
so dass I1 Uy € . Da nun aber w(y;) < w(yx) < w(xg) laut Annahme ist, hitte der

Greedy-Algorithmus y; statt z; wahlen miissen, um Ax1q zu bilden, Widerspruch. O

Die Aussage des Lemmas ist wesentlich stérker als von Satz benotigt. Nicht nur ist das
Gesamtgewicht von A minimal, auch das Gewicht jedes einzelnen Basiselements ist kleiner
oder gleich dem des korrespondierenden Elementes einer beliebigen anderen Basis. Wir werden
darauf im néchsten Abschnitt zuriickkommen.

Wie in der Einleitung schon erwihnt, gilt in gewisser Weise sogar die Umkehrung von Satz[3.2]
Wiéhrend es zwar andere Strukturen gibt, auf denen der Greedy-Algorithmus funktioniert, so
sind doch die endlichen Matroide genau diejenigen endlichen Unabhdingigkeitssysteme, fiir die
das der Fall ist.

Definition 3.4. Sei E eine (endliche) Menge und .# C Z?(E) ein System von Teilmengen
von E. Dann heifst das Paar U = (E, .#) (endliches) Unabhéngigkeitssystem, falls die
Unabhéngigkeitsaxiome (I1) und (I2) erfiillt sind.

Soweit anwendbar gilt fiir Unabhéngigkeitssysteme die gleiche Terminologie wie fiir Matroide.
Die Elemente von .# heiftfen unabhéngige Mengen, maximale unabhingige Mengen heifsen
Basen usw.

Satz 3.5. Sei U = (FE,.#) ein endliches Unabhéngigkeitssystem. Fiir jede Gewichtsfunktion
w: E — R liefere der Greedy-Algorithmus [] eine Basis A mit minimalem Gewicht. Dann ist
U ein endliches Matroid.

Der folgende Beweis nutzt die Formulierung des Optimierungsproblems als Maximierungspro-
blem. Es sei nochmals darauf hingewiesen, dass Minimierungs- und Maximierungsprobleme
dquivalent sind, da sie ineinander tiberfiihrt werden kénnen.
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3.1. Gewichtete Matroide

Beweis. [|Die Eigenschaften (I1), (12) sind fiir Unabhéngigkeitssysteme bereits erfiillt. Ange-
nommen, die endliche Ergénzungseigenschaft (I3p) ist fiir I;, Iy € # nicht erfiillt, d. h. es ist
|| < |Iz] und [ Uz & . fiir alle z € I\ 1.

Aus |I1| < |I2] folgt dann |11 \ Iz| < |12\ 1|, und da aus (I12) I; \ Iz # 0 folgt, konnen wir ein
€ > 0 mit der Eigenschaft
O<(1—|—E)|Il\12| <|IQ\11| (33)

wahlen.

Wir definieren nun eine Gewichtsfunktion w: F — R mit

2 falls x € I1 N I,
1/|I; \ I fall I\ I
w(z) = 4 VAL alls 2 € 1\ I, (3.4)
(1+6)/|Ig\[1| falls:vélg\fl,
0 sonst.

Wird nun der Greedy-Algorithmus fiir das Problem, eine Basis mit maximalem Gesamtgewicht
zu finden, benutzt, wahlt er der Reihe nach zuerst alle Elemente von I3 N 15 und danach wegen
alle Elemente von I7\ I5. Nach der Annahme kann er dann kein Element von I\ I; wéhlen,
weil dadurch eine abhéngige Menge entstiinde, so dass er A mit Elementen aus E \ (I U I3)
auffiillt.

Das Gesamtgewicht von A ist damit

1
A =21 NI L\ I ——
w(A) =2/l N Ia| + |I1\ I TAVA

= 2|11 ﬂ]g‘ + 1.

Sei nun I} eine maximale unabhiéngige Obermenge von I5. I, hat ein Gesamtgewicht von

1+
w(I}) > w(l) = 2| N L] + [T\ I | =
|12\ I

:2|11ﬂ12|+1—|—€.

Damit ist also w(I}) > w(A), im Widerspruch dazu, dass der Greedy-Algorithmus fiir jede
Gewichtsfunktion eine optimale Basis erzeugt. Es ist also auch (I3p) erfillt und U ist ein
endliches Matroid. O

Korollar 3.6. Ein endliches Unabhéngigkeitssystem (FE,.#) ist genau dann ein Matroid,
wenn der Greedy-Algorithmus fiir jede Gewichtsfunktion w: E — R eine Basis mit minimalem
Gesamtgewicht liefert.

!siche [Oxley| (1992al Theorem 1.8.5).
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3.2. Wohlgeordnete Matroide

3.2 Wohlgeordnete Matroide

3.2.1 Die Klee'sche Formulierung des Greedy-Algorithmus

Bei der Untersuchung von unendlichen gewichteten Matroiden trifft man unmittelbar auf die
Frage, ob und unter welchen Umsténden die Gewichtssumme einer Basis {iberhaupt existiert,
d. h. konvergiert. Je nach Wahl der Gewichtsfunktion kann es sein, dass die Gewichtssumme
fiir alle, nur fiir einige oder gar fiir {iberhaupt keine Basen konvergiert.

Ein weiteres Problem betrifft den Schritt im Greedy-Algorithmus, in dem ein Element mit mi-
nimalem Gewicht ausgewahlt werden soll. Die Menge der Kandidaten ist dort im Allgemeinen
unendlich, so dass die Existenz dieses Minimums nicht gesichert ist.

Klee| (1971) umgeht diese Probleme vollstandig, indem er fiir den Greedy-Algorithmus fiir
unendliche Matroide eine strikte Wohlordnung der Grundmenge voraussetzt.

Definition 3.7. Eine irreflexive Totalordnung < auf einer Menge M heifit Wohlordnung,
wenn bezliglich < jede nichtleere Teilmenge 7' C M ein kleinstes Element besitzt. Dieses
Element wird min T geschrieben.

Fiir ein gewichtetes Matroid mit injektiver Gewichtsfunktion lasst sich leicht eine entspre-
chende Totalordnung angeben, indem man = < y setzt, falls w(z) < w(y) ist. Im Falle einer
nicht-injektiven Gewichtsfunktion gibt es Elemente mit gleichem Gewicht. Man macht sich
jedoch leicht klar, dass ein systematisches Verfahren, ein Algorithmus, fiir diesen Fall ohnehin
eine feste Auswahlregel vorgeben muss. Man vergibt sich also nichts, wenn man von vornher-
ein eine strikte Totalordnung fordert, die zu der Gewichtsfunktion in dem Sinne kompatibel
ist, dass aus = < y stets w(z) < w(y) folgt.

Dass diese Ordnung sogar eine Wohlordnung sein muss, ist dagegen eine natiirliche Forderung,
da sie die Durchfiihrbarkeit des Greedy-Algorithmus sichert.

Der Greedy-Algorithmus fiir wohlgeordnete Matroide lautet damit wie folgt.

Algorithmus 5 Greedy-Algorithmus fiir wohlgeordnete Matroide.
1: Ap:= 0
2: k:=0
3: while A; ist keine Basis do
4:  Setze xj :=min{x € A} | AyUxz € I}
5: Apy1 = A Uy,
6
7
8

k=k+1
: end while
: return A

Der Algorithmus terminiert nach » = r(M) Schritten mit einer maximalen unabhéngigen
Menge A := A,.

Klee verwendet dagegen folgende Definition des Greedy-Algorithmus. Beide fiithren fiir endli-
che Matroide zum gleichen Ergebnis.
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3.2. Wohlgeordnete Matroide

Algorithmus 6 Greedy-Algorithmus von Klee
1: Sei Pp:={y € FE |y < x} fiir jedes x € E.
2: return A:={z € E |z & cl(P,)}.

Satz 3.8. Sei M = (E,.#) ein endliches Matroid mit dem Abschlussoperator cl, sei < eine
Wohlordnung auf E, und sei A die Ergebnismenge von Algorithmus [5] auf M. Dann gilt

A={z e E|z &cl(Py)}. (3.5)

Beweis. (1) Sei A = {xg,z1,22,...,z,—1} die Ergebnismenge des Greedy-Algorithmus, und
seien ) = Ag, Ay, ..., A, = A die wihrend des Greedy-Algorithmus aufgebauten Mengen. Es
gilt dann fiir jedes 0 < k < r:

zp=min{z € E\ Ay | Ay Uz € I} (3.6)
Wegen der Aquivalenz A, Uz € S Ax & Ay, < x ¢ cl(A;) kann man (3.6) auch als
zp=min{z € E | z & cl(4x)} (3.7)

schreiben. Alle y < xj, sind dann in cl(Ay) enthalten, d.h. P, C cl(A), und wegen Ay C P,
und der Idempotenz von cl gilt
cl(Py,) = cl(Ag).

Wir haben also
zp =min{zx € E |z € cl(Py,)},

d. h. die Inklusion
AC{z e E|xdcl(P,)}

gezeigt.
(2) Seinun y € {z € E | x & cl(P;)} und sei k maximal mit y & cl(Ag). Angenommen, es
gibt ein z < y mit z & cl(Ag). Dann ist
zp =min{z € E |z € cl(4x)} < v,
also
Agp1 = Ap Uy, C By

und damit
(A1) C l(P),

also y & cl(Agy1) wegen y & cl(Py), im Widerspruch zur angenommenen Maximalitét von k.

Es folgt
y=min{z € E | x & cl(4x)} = zk,
also
ye 4,
und daraus zusammen mit Teil (1) die Behauptung. O
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3.2. Wohlgeordnete Matroide

Interessanterweise kommen in dieser Formulierung des Greedy-Algorithmus keine numerischen
Indizes mehr vor, so dass man ihn formal auch fiir Matroide auf unendlichen Grundmengen
anwenden kann (Kleel 1971)), solange diese wohlgeordnet sind. Siehe dazu die Ausfithrungen
in Kapitel [4}

Wir wollen nun die dquivalente Aussage zu Korollar [3.6] fiir wohlgeordnete endliche Matroide
beweisen. Dazu miissen wir zunéchst festlegen, was wir in Abwesenheit einer Gewichtsfunktion
unter einer optimalen Basis verstehen wollen. Dabei kommt die Beobachtung von Lemma [3.3]
zur Hilfe. Wie dort werden wir fordern, dass jedes Element von A im Sinne der Wohlordnung
kleiner oder gleich dem korrespondierenden Element einer beliebigen anderen Basis ist.

Definition 3.9 (Optimalitéitskriterium fiir wohlgeordnete Matroide). Sei M = (E,.¥) ein
Matroid. Auf E bestehe eine Wohlordnung <.

Dann heifst eine Basis A von M optimal beziiglich <, wenn es fiir jede Basis B eine injektive
Abbildung a: B — A mit

a(z)=x firze BNA,
alr) <z firzre B\ A

gith|

Bemerkung 3.10. (1) Fiir endliche Matroide ist a nicht nur injektiv, sondern wegen der
Gleichméchtigkeit der Basen auch stets bijektiv. Aufserdem l&dsst sich im endlichen Fall eine
solche Abbildung stets angeben, indem man die Elemente der Basen aufsteigend sortiert und
Elemente mit gleichem Index aufeinander abbildet. Man gelangt so zu einer Aussage analog
Lemma

Wir werden diese Definition erst bei der Betrachtung unendlicher Matroide in Kapitel [] in
voller Allgemeinheit benutzen.

(2) Fiir Unabhéngigkeitssysteme gilt die Definition entsprechend.

Wir schliefen den Abschnitt mit der Entsprechung von Korollar [3.6] fiir wohlgeordnete endliche
Matroide.

Satz 3.11. Sei M = (FE,.#) ein endliches Unabhéngigkeitssystem. M ist genau dann ein
endliches Matroid, wenn der Greedy-Algorithmus fiir jede Wohlordnung < auf F eine optimale
Basis liefert.

Beweis. (1) Sei M ein endliches Matroid und sei A = {xg < 1 < --- < x,_1} das Ergebnis
des Greedy-Algorithmus [5] Nach Konstruktion ist A eine maximale unabhéngige Menge. Sei
B ={yo <y1 <--- < yr—1} eine beliebige Basis von M.

Angenommen, es gibt einen Index j so dass x; > y;, und sei k der kleinste dieser Indizes. Setze
nun Iy := {zg,z1,..., 21}, I2 := {yo0,91,...,yx}. Nach (I3p) gibt es y; € Iy \ I, so dass
I Uy, € £. Da nun aber laut der Annahme y; = y; < xj ist, hétte der Greedy-Algorithmus
y¢ statt xp wihlen miissen, um Ay, 1 zu bilden, Widerspruch.

Wir haben also z; < y; fir 0 < j <r. Mit a: B — A, y; — x;, ist damit die Optimalitét von
A gezeigt.

Zsiche [Klee| (1971).
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3.2. Wohlgeordnete Matroide

(2) Sei M ein endliches Unabhéngigkeitssystem, der Greedy-Algorithmus liefere fiir jede Wohl-
ordnung auf F eine optimale maximale unabhéngige Menge. (I1) und (I2) gelten bereits. An-
genommen, (I3p) gilt nicht allgemein, und sei durch I;, Iy € .# ein Gegenbeispiel gegeben,
d.h. || < |l2lund Uz & 7 fir alle x € Io \ I1.

Sei eine Wohlordnung < auf F festgelegt, fiir die gilt:

xeliNlyund y € I N 15 oder
x <yfalls < x €l und y € I oder (3.8)
relhUlund y &1 Uls.

Der Greedy-Algorithmus wahlt dann fiir die optimale Basis A zuerst alle Elemente aus I; N 1o,
danach die restlichen Elemente aus I;. Nach der Annahme kann er nun kein Element aus I\ I
wihlen, A wird also mit Elementen aus E \ (I; U I2) aufgefiillt.

Sei dagegen I, eine maximale unabhingige Obermenge von Io. Angenommen, es existiert eine
injektive Abbildung a: I, — A mit a(x) = z fir x € I, N A und a(z) < z fir z € I} \ A.
Dann gilt:

fiir alle x € I; N I,
fir alle x € I \Il

alz) ==z
alr) <z
Durch o muss also allen Elementen von Is\ I; eineindeutig ein Element von I; \ I3 zugeordnet
werden, was wegen [I2 \ I1| > |I1 \ I2| nicht moglich ist. A kann damit keine optimale Basis
von M sein, der Greedy-Algorithmus versagt also fiir die angegebene Wohlordnung und die
Annahme, (I3p) gelte nicht allgemein, muss fallen gelassen werden. O

Bemerkung 3.12. Satz gilt auch fiir Matroide mit endlichem Rang, siche Abschnitt [2.4]
da im Beweis lediglich die Endlichkeit der Basen, nicht aber die der Grundmenge verwendet
wurde.

3.2.2 Aquivalenz der beiden Formen

Bisher wurde lediglich kurz darauf hingewiesen, dass zu einer Gewichtsfunktion eine kompati-
ble Wohlordnung konstruiert werden kann. Der Beweis, dass die beiden Greedy-Algorithmen
tatséchlich dquivalente Ergebnisse liefern, soll an dieser Stelle nachgeholt werden.

Definition 3.13. Sei E eine Menge und w: F — R eine Funktion. Eine irreflexive Totalord-
nung < auf F heift dann mit w kompatibel, wenn fir alle z,y € E aus w(x) < w(y) folgt
x < y. Ist < sogar eine Wohlordnung auf E, sprechen wir von einer kompatiblen Wohlordnung.

Bemerkung 3.14. (1) Falls E endlich ist, existiert stets eine kompatible Wohlordnung.

(2) Durch Kontraposition folgert man leicht, dass aus z < y folgt w(x) < w(y).

Um die Aquivalenz der beiden Formulierungen zu beweisen, zeigen wir, dass die beiden Algo-
rithmen sich gegenseitig simulieren konnen. Zuerst zeigen wir, dass der Greedy-Algorithmus

fiir ein gewichtetes Matroid simuliert werden kann, indem der Greedy-Algorithmus fiir eine
kompatible Wohlordnung durchgefiihrt wird.
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3.2. Wohlgeordnete Matroide

Satz 3.15. Sei M = (E,.¥) ein endliches Matroid mit der Gewichtsfunktion w: E' — R. Sei
< eine zu w kompatible Wohlordnung. Dann liefert der Greedy-Algorithmus [5] eine Basis A,
so dass fiir jede Basis B gilt: w(A4) < w(B).

Beweis. Sei A eine beziiglich < optimale Basis von M, und sei B eine beliebige Basis von M.
Dann existiert eine injektive Abbildung a: B — A mit a(z) =z fir x € BN A und o(z) <
fir z € B\ A. Da a wegen |A| = |B| < oo bijektiv ist, folgt

w(A) =) w(z) =) w(ay))

€A yeB

= > wa@)+ Y wla(y)
r€BNA yeB\A

< D w@+ Y w)
r€BNA yeEB\A

= Z w(z) = w(B).
r€B

A ist also auch beziiglich des Gesamtgewichtes optimal. O

Als zweites zeigen wir, dass der Greedy-Algorithmus fiir wohlgeordnete endliche Matroide
umgekehrt durch den Greedy-Algorithmus fiir gewichtete endliche Matroide simuliert werden
kann.

Satz 3.16. Sei M = (FE,.#) ein endliches Matroid und < eine Wohlordnung auf E. Dann
existiert eine Gewichtsfunktion w: F — R, so dass < zu w kompatibel ist und der Greedy-
Algorithmus [4 eine beziiglich < optimale Basis liefert.

Beweis. Sei E = {x1 < x93 < --+ < x,}. Setze dann
w(x;) =1 fir 1 <i<n.

Dann ist < offensichtlich zu w kompatibel. Sei nun A = {ap < a1 < -+ < a,_1} das Ergebnis
des minimierenden Greedy-Algorithmus [ fiir gewichtete Matroide, und sei B = {by < b1 <
-++ < by_1} eine Basis von M. Dann gilt nach Lemma fir 0 < i < r w(a;) < wb;). Da
alle Gewichte verschieden sind, bedeutet das fiir jedes ¢ entweder

e a; = b; oder
e a; # b; und w(a;) < w(b;), also a; < b;.

Mit «a(b;) := a; fiir b; € B folgt also nach Definition die Optimalitdt von A beziiglich der
Wohlordnung <. Ul
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4 Unendliche Matroide und der
Greedy-Algorithmus

In diesem Kapitel sollen die bekannten Aussagen iiber den Zusammenhang zwischen Matro-
iden und dem Greedy-Algorithmus auf unendliche Matroide erweitert werden. Der erste Schritt
dazu ist eine sinnvolle Definition des Greedy-Algorithmus und eines Optimalitétskriteriums
flir unendliche maximale unabhédngige Mengen.

4.1 Der iterative Greedy-Algorithmus

Ein offenkundiges Problem bei der Betrachtung von Greedy-Algorithmen auf unendlichen
Matroiden ist, dass ein Algorithmus nach der iiblichen Definition in endlicher Zeit terminieren
muss. Wir kénnten uns zwar eines Orakels bedienen, um das néchste Element zu bestimmen,
das in die Basis aufgenommen wird. Jedoch wére selbst dann ein Greedy-Algorithmus auf
einem Matroid mit unendlichem Rang ausgeschlossen.

Wir kénnen den Algorithmus schrittweise ausfiihren und abbrechen, wenn beispielsweise die
bis dahin konstruierte unabhéngige Menge grofs genug ist oder andere Kriterien erfiillt.

Formal ist dieses Vorgehen dazu dquivalent, fiir n = 0,1,2... den Greedy-Algorithmus jeweils
auf der n-Trunkation des unendlichen Matroids bzw. Unabhéngigkeitssystems auszufiihren.

Definition 4.1. Sei M = (E,.#) ein Unabhingigkeitssystem und n eine natiirliche Zahl.
Dann heifst 7"(M) = (E, .#,) mit

In={le€ I ||I| <n}
die n-Trunkation von M.

Bemerkung 4.2. (1) Falls fir M zusétzlich das Axiom (I3p) erfiillt ist, dann ist jede n-
Trunkation von M ein Matroid endlichen Ranges.

(2) Die Trunkation wird in der Literatur teils abweichend definiert. Bei|Oxley| (1992al) ist sie
beispielsweise eine Operation, die letztlich den Rang um 1 verringert; 7" (M) ist die n-fache
Trunkation. Diese Definition ergibt fiir unendliche Matroide keinen Sinn. Hier soll unter der
n-Trunkation lediglich die Begrenzung des Ranges auf n verstanden werden.

Die folgende Aussage ergibt sich direkt aus Satz mit Bemerkung

Satz 4.3. Sei M = (E, .#) ein durch < wohlgeordnetes Matroid. Dann gilt fiir alle n € N, dass
der Greedy-Algorithmus fiir die Trunkation 7" (M) eine beziiglich < optimale Basis liefert.
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4.1. Der iterative Greedy-Algorithmus

Abbildung 4.1: Der Bean-Graph.

Die Umkehrung der Aussage gilt dagegen nicht: Wenn der Greedy-Algorithmus fiir alle n-
Trunkationen eines Unabhéngigkeitssystems eine optimale Basis liefert, folgt daraus nicht,
dass es sich um ein Matroid handelt. Das Gegenbeispiel liefert der Bean—GraphF_-] in Abbildung
41l

Sei E die Kantenmenge des Bean-Graphen und .# C Z(E) die Menge der Mengen von
Kanten, die keinen Zyklus und keinen unendlichen Doppelstrahl enthalten, siehe Abbildung
4.2

®
®
(a) Zyklus
[ ]
[
[ @ @ @ = -

(b) Unendlicher Doppelstrahl

Abbildung 4.2: Minimale abhéngige Mengen im Bean-Graphen.

'siehe [Higgs| (1969).
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4.1. Der iterative Greedy-Algorithmus

[ J
X

5§§yby%“'
‘ “ ..

<0 <1 <2 23 24 25 26 27

Abbildung 4.3: Nicht-maximale Kantenmenge 1.

Abbildung 4.4: Maximale Kantenmenge I’.

Dann ist M = (E, .#) offenbar ein Unabhéngigkeitssystem, und die Trunkationen 7" (M) sind
fiir alle n € N Matroide endlichen Ranges. Der Greedy-Algorithmus liefert also fiir alle diese
Trunkationen eine optimale Basis. M ist allerdings kein Matroid.

Betrachten wir dazu die in Abbildung und dargestellten Kantenmengen I und I'.
Beide enthalten keine Zyklen oder Doppelstrahlen und sind damit unabhéngig. I’ ist maximal,
denn das Hinzufiigen von x wiirde einen unendlichen Doppelstrahl vollenden, wiahrend das
Hinzufiigen eines der y; einen Zyklus schlieffen wiirde. I ist dagegen nicht maximal, da I U x
ebenfalls weder einen Zyklus noch einen Doppelstrahl enthélt und somit unabhingig ist.

Nach dem Ergénzungsaxiom (I3) miisste es nun ein Element e € I\ I geben, so dass IUe € &
ist. Das ist aber offenbar nicht der Fall; fiir jedes Element aus I’ \ I = {z; | ¢ € N} enthilt
I U z; einen Zyklus. E|

?Higgs selbst hat seine ,B-Matroide“ mithilfe eines Ableitungsoperators d : Z(E) — P (E), der sehr eng
mit dem Abschlussoperator cl verkniipft ist, definiert (Higgs, |1969). Seine Argumentation ldsst sich so
darstellen: Weil I Uz € .# ist, gehort = nicht zu cl(I). Es gehoren jedoch alle z; zu cl(I), so dass z zu
cl(cl(I)) gehort, ein Widerspruch zur Idempotenz (CL3).
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4.2. Der transfinite Greedy-Algorithmus nach Klee

4.2 Der transfinite Greedy-Algorithmus nach Klee

In Kapitel 3| wurde bereits der Greedy-Algorithmus in der Formulierung nach Klee (1971
vorgestellt. Wir werden hier zundchst den Satz von Klee iiber den Greedy-Algorithmus fiir
finitére Matroideﬂ angeben und im Hinblick auf die Zielsetzung der Arbeit diskutieren, und
dann eine fiir unsere Zwecke geeignetere Formulierung herleiten.

Satz 4.4 (Klee). Sei M = (FE,.¥) ein finitires Matroid mit dem Abschlussoperator cl. Auf
der Grundmenge F bestehe eine Wohlordnung <, und fiir jedes Element x € F sei P, := {y €
E |y < z}. Dann ist

A={z e E|zgcl(P)} (4.1)

eine optimale Basis von M in dem Sinne, dass fiir jede beliebige Basis B von M eine injektive
Abbildung «: B — A existiert mit

alzr) =z firxz e BNA,
alzr) <z firxe B\ A

Klee schreibt dazufll

Implicit in the above theorem is a simple inductive procedure for constructing A
[...], and that procedure is here called the greedy algorithm. A useful property of
A |...] is that

A={me M :m¢&f P, N A}.

Thus to identify a point m of M as belonging to A it is not necessary to show that
it does not depend on the set P, of all its predecessors. It suffices instead, when
A is being constructed inductively, to show that m does not depend on those of
its predecessors that have already been assigned to A.

In unserer Notation lautet die Gleichung

A={zcE|zdc(ANP,)}. (4.2)

Dazu sind zwei Punkte zu sagen. Wie Klee selbst in dem Zitat feststellt, wird der Cha-
rakter des Greedy-Algorithmus erst in dieser Form wirklich deutlich. Das, was er lediglich
als ,useful property* bezeichnet, erweist sich als eine deutlich natiirlichere Formulierung des
Greedy-Algorithmus als die Formulierung in Satz Auferdem greift Klee, wie wir
sehen werden, zum Beweis von auf die Idempotenz (CL3) des Abschlussoperators zu-
riick. Wenn wir zeigen wollen, dass das Funktionieren des Greedy-Algorithmus fiir unendli-
che Unabhéngigkeitssysteme umgekehrt Matroid-Eigenschaften impliziert, haben wir (CL3)
selbstverstindlich nicht zur Verfiigung.

Wir werden deshalb im Folgenden nachweisen, dass (4.2)) erstens als eine sinnvolle Definition
des Greedy-Algorithmus betrachtet werden kann und zweitens fiir Matroide dquivalent zu der
urspriinglichen Definition ist.

IKlee (1971) macht gleichzeitig auch Aussagen iiber das Ergebnis eines Greedy-Algorithmus fiir kofinitéire
Matroide, die Dualen zu finitdren Matroiden. Diesen Teil ignorieren wir hier.
4Klee| (1971, S. 139), Hervorhebung im Original.
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4.2. Der transfinite Greedy-Algorithmus nach Klee

Dazu iibertragen wir zuerst den Greedy-Algorithmus ins Unendliche. Die von Klee angedeu-
tete Intuition iiber eine ,induktive Prozedur, die nach und nach eine ggf. unendliche Basis A
konstruiert, erfordert eine transfinite Betrachtungsweiseﬂ Die endliche Folge der im Algorith-
mus [5| aufgebauten Mengen Ag, 41, ..., A, wird nun zu einer durch Ordinalzahlen indizierten
transfiniten Folge (A4, | @ < ), wobei 3 eine geeignete Ordinalzahl ist.

Diese Folge kann durch transfinite Rekursion definiert werden:

Ag=10 (4.3)

Apy1 = Ag Umin{z € AY | A, Uz € £} fiir Ordinalzahlen a < 8 (4.4)

Ay = U A, fiir Limesordinalzahlen \ < (3 (4.5)
a<

Das Ergebnis wére dann A = J,,. 5 Aa. Dieser direkte Ansatz ist problematisch, weil die Be-
dingung ,solange A, keine Basis ist“ fehlt und durch eine nicht weiter festgelegte Ordinalzahl
0 ersetzt wurde. Dieses Problem lasst sich tiberwinden, indem man sich an den gegebenen
Indizes der wohlgeordneten Menge E ,entlanghangelt”. Sei dazu 7 eine Ordinalzahl, so dass
n und E ordnungsisomorph zueinander sind; 7 heifst der Ordnungstyp von E. E sei durch
Ordinalzahlen aus 7 indiziert, d. h.

E={z,|a<n}

Definiere dann die Mengenfolge

Ay =10 (4.6)
AgUzq  falls 2o & cl(Aa), .. .
Aat1 = ’ alls 2o & cl(Aa) fiir Ordinalzahlen o < 7 (4.7)
A, falls o, € cl(Aq)
Ay = U Aq fiir Limesordinalzahlen A <7 (4.8)
a<A

Das Ergebnis des Greedy-Algorithmus ist wieder

A= A (4.9)

a<n

Die Schritte, in denen die Menge um ein Element wéchst, entsprechen den Auswahlschritten
(4.4); die Wahl des Minimums ist in dem schrittweisen Vorgehen bereits inbegriffen.

Wir kénnen nun zeigen, dass die Gleichung (4.2)) tatséichlich eine eindeutige Losung hat.
Lemma 4.5. Die Menge A aus Gleichung (4.9)) ist die einzige Losung der Gleichung (4.2)).

Beweis. (1) Die Mengenfolge (A, ) ist isoton, d.h. A, C Ag falls o < 3.

(2) Fiir z3 € A gilt 23 ¢ Ag und x5 € Agy;. Falls also 23 € Ag, so folgt mit (1) 8 < «a; falls
xg € A\ Aq, so folgt B > a. Es ist also

As=ANP,,. (4.10)

Ssiche z. B. Deiser| (2002).
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4.2. Der transfinite Greedy-Algorithmus nach Klee

(3) Wegen (4.7)) gilt:

To €A x4 € cl(Ay)
Sxq Ec(ANP,,).

Das heifst, Gleichung (4.2) wird von A erfiillt.

(4) Sei nun B irgendeine Losung von (4.2]). Wir zeigen durch transfinite Induktion tiber av < 1,
dass A, = BN P, , woraus A = B folgt.
e a=0:Ay=0= BN P,,.
e 0 < a < n: Sei als Induktionsvoraussetzung angenommen, dass A, = B N P, . Dann
gilt:
To € Aat1 € Ta € cl(An)
Sz gc(BNP,) [IV]
Sxe €B
S xq€ BN (P, Uxy) =BNP.

Ta41"

Es folgt Aot1=BNPy, ;.

e )\ < 79 Limesordinalzahl: Sei A, = BN P, fiir alle « < X als Induktionsvoraussetzung
angenommen. Dann gilt:

A/\:UAa

a<A
=JBNP,) [1V]

a<

=Bn | P
a<

=BNF,,.
Es folgt A = B und damit die Behauptung. O

Gleichung (4.2]) kann damit tatsichlich als Definition des unendlichen Greedy-Algorithmus
betrachtet werden.

Lemma 4.6. Sei (E,.#) ein wohlgeordnetes Matroid. Dann erfiillt die Menge
A={z e E|zgcl(P)} (4.11)

die Gleichung (4.2)) und ist somit mit ihrer eindeutigen Losung identisch.

Beweis. (1) Fir z € A gilt « & cl(P,), also auch x ¢ cl(AN P,) wegen AN P, C P,.

(2)E| Angenommen, es gibt ein z € A° mit & cl(AN P;). Sei  minimal gewahlt (das ist
wegen der Wohlordnung moglich). Es gilt dann mit (CL1) ANP, C cl(ANP,); firy € P\ A
ist wegen y < = und (CL2)

yecl(ANP,) Ccl(ANPy),

8Klec (1971).
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4.2. Der transfinite Greedy-Algorithmus nach Klee

also Py C cl(AN P,). Da x € A€ ist, haben wir nun mit (4.11), (CL2) und (CL3)
x €cl(Py) Ccl(cl(ANPy)) =cl(ANPy),

Widerspruch. Fiir z € A¢ gilt also stets x € cl(AN Py).

(3) Aus (1) und (2) folgt z € A & z ¢ cl(AN P,), zusammen mit Lemma [4.5 ist damit die
Behauptung bewiesen. O

Bevor wir zum zentralen Beweis dieses Abschnittes kommen, fassen wir noch einmal zusam-
men, dass die Definition der Greedy-Ergebnismenge als Losung von A = {x € F | = &
cl(AN P,)} natiirlicher der Vorstellung des Greedy-Algorithmus entspricht als die Klee’sche
Definition A = {x € E | z ¢ cl(P,)}, withrend letztere mathematisch eleganter ist. Die Aqui-
valenz der beiden Definitionen setzt allerdings die Idempotenz des Abschlussoperators voraus,
was fiir allgemeine Unabhéngigkeitssysteme nicht gegeben ist. Im néchsten Abschnitt werden
wir die Eigenschaften von Unabhéngigkeitssystemen, auf denen der Greedy-Algorithmus eine
optimale maximale unabhéngige Menge liefert, untersuchen, und dazu die erste Definition
verwenden.

Beweis von Satz[{.4 (1) Nach Lemma [4.6| gilt fiir jedes = € A€, dass = € cl(A N P,), also ist
A¢ C cl(A) und damit cl(A) = E, das heifst, A ist eine aufspannende Menge. Angenommen
A wire eine abhéngige Menge. Dann enthélt A wegen der Finitaritdtsbedingung (14) einen
endlichen Kreis C, der ein beziiglich < groftes Element z enthélt. Es folgt dann mit Satz
und (CL2) z € cl(C'\ z) C cl(P;). Da aber wegen z € A auch z & cl(P;) gilt, erhalten wir

einen Widerspruch. A ist also eine Basis.

(2) Sei U eine unabhéngige Teilmenge von F und sei ¢ die Menge aller bijektiven Abbildungen
¢: Dy — Ry
mit
UNACDygCU,
UNACRyCA,
wobei (U \ Dg) U Ry eine unabhéngige Menge ist, und

$(u) =
$(u) <

u fir allew e U N A,
u fir alle uw € Dy \ A.

Wir werden im Folgenden die Elemente ¢ von ® mit ihren Graphen {(z,¢(z)) | x € Dy}
identifizieren.

Die Elemente von ® sind durch die Teilmengenbeziehung partiell geordnet. ® enthilt aukterdem
zumindest die identische Abbildung auf U N A und ist damit nicht leer.

Sei nun % eine Kette in ®. Setze p :=|J# . Dann ist p offenbar bijektiv, D, C U, R,, C A,
p(u) = v fir w € UN A und p(u) < u fir w € D, \ A. Es ist nur noch zu zeigen, dass
(U\ D,) U R, unabhéngig ist.
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4.2. Der transfinite Greedy-Algorithmus nach Klee

Sei dazu Z C (U \ D,) U R, eine endliche Teilmenge, X := ZN (U \ D,) und Y := Z N R,,.
Dann gilt fiir alle ¢ € % wegen D,, = que% Dy:

X CU\ D, CU\ D,.

Und da Y endlich ist, gibt es mit R, = UR¢6J£/ ¢ ein ¢y € Z mit
Y C Ry, CR,.
Es ist also Z C (U \ Dy, ) U Ry, , und damit ist Z eine unabhéngige Menge.

Da Z beliebig gewahlt war, folgt nun mit (I4), dass (U \ D,) U R, eine unabhéngige Menge
ist. Es ist also p € ®, und mit dem Lemma von Zorn folgern wir, dass es in ® ein maximales
Element « gibt.

(3) Wir werden nun D, = U zeigen, und damit auch, dass « die gesuchte Abbildung ist.
Angenommen D, # U, d.h. U\ D, ist nicht leer und wir kénnen z := minU \ D, setzen.
Da AN P, unabhéngig ist, aber z € cl(AN P;) (wegen = € A€) ist und daher z U (AN Py)
abhéngig ist, gibt es nach Satz einen eindeutigen Kreis C, mit x € C, CxU(ANP,). x
ist dann groftes Element in Cy. Da (U \ Dy) U R, eine unabhéngige Menge ist, kann sie C},
nicht als Teilmenge enthalten, daher existiert ein a, € C;, N (A \ Ry), welches wegen = € A°
von x verschieden und damit kleiner als x sein muss.

Damit definieren wir nun ¢, := a U (z, a,). Da die Abbildung ¢, eine bijektive Fortsetzung
von « ist, muss wegen der Maximalitdt von o die Menge

(U\Dg,)URy, = U\ (DaUz))URqUag

abhéngig sein. Da diese Menge ohne a, unabhéngig wire, ist a, nach Satz [2.31] in einem
eindeutig bestimmten Kreis C' mit

a, €C C(U\ (DaUx))URyUay
enthalten.

Da C' N (Rq Uay) € A unabhéngig ist, muss es ein y € C N (U \ (Do Ux)) geben, und, da
minimal gewahlt war, ist a; <z < y.

C' ist aber auch in (U \ D,)U R, Ua, der eindeutige enthaltene Kreis. Nimmt man aus dieser
Menge das Element y € C heraus, erhéalt man folglich die unabhéngige Menge

(U\ (Do Uy)) U Ra U ag.

Das heifst, die Funktion ¢, := a U (y,a,) ist in ® enthalten, im Widerspruch zur angenom-
menen Maximalitét von a.

Es folgt U = D,. Wir haben damit eine bijektive Abbildung oo: U — R, C A gewonnen. Mit
A als Bildbereich ergibt sich damit die Existenz der behaupteten injektiven Abbildung. [

Bemerkung 4.7. Klee schreibt, dass « ein ,,biunique mapping" sei, was eigentlich mit ,bijek-
tive Abbildung* iibersetzt wird. Im Kontext kann er damit jedoch nur ,injektive Abbildung*
meinen, da er erstens nicht R, = A zeigt, zweitens nur U unabhéngig voraussetzt, so dass
fiir |U| < |A| iberhaupt keine solche Bijektion moglich ist. Falls wir hypothetisch annehmen,
dass stets ein bijektives a existiert, konnen wir die Umkehrung des Satzes folgern, namlich
dass jedes Unabhéangigkeitssystem, auf dem der Greedy-Algorithmus funktioniert, ein finitéres
Matroid sein muss. Die Beweisfiihrung ist im Anhang [A] dargestellt.
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4.3 Die Riickrichtung

Fiir endliche Unabhéngigkeitssysteme ist die Ergédnzungseigenschaft (I3p) hinreichend und
notwendig fiir das Funktionieren des Greedy-Algorithmus.

Im unendlichen Fall haben wir das Funktionieren des Greedy-Algorithmus fiir den Spezialfall
finitdrer Matroide gezeigt. Wir wollen nun untersuchen, ob sich auch die Umkehrung zeigen
lasst, d. h. ob die Klasse der finitdren Matroide genau die Klasse der Unabhéngigkeitssysteme
ist, auf denen der Greedy-Algorithmus funktioniert.

Wir stellen dazu folgende allgemeine Voraussetzung auf:

(G) Sei M = (E,.#) ein Unabhéngigkeitssystem. Der Greedy-Algorithmus liefert fiir jede
Wohlordnung < auf E eine maximale Menge A € .#, so dass fiir jede maximale Menge
U € .7 eine injektive Abbildung a: U — A mit a(u) = v fir u € UN A, a(u) < u fir
u e U\ A existiert.

Ein Beispiel zeigt, dass wir von vornherein ausschliefsen kénnen, dass der Greedy-Algorithmus
fiir jedes unendliche Matroid funktioniert.

Beispiel 4.8. Wir betrachten das Matroid M = (N, .#) mit .# := Z(N) \ {N}, das heifit, es
gibt genau eine abhingige Menge, und das ist die Grundmenge N selbst. Fiihren wir beziiglich
der natiirlichen Ordnung 1 < 2 < 3 < - -, die eine Wohlordnung ist, den Greedy-Algorithmus
aus, erhalten wir das Ergebnis A = N, denn sonst gébe es ein kleinstesn ¢ A, d. h. {1,...,n—
1,n} ¢ ., Widerspruch zur Definition von ..

Der Greedy-Algorithmus scheitert hier offenbar an der Anwesenheit eines unendlichen Kreises.
Folgende Vermutung liegt also nahe:

Vermutung 4.9. Der Greedy-Algorithmus funktioniert genau fiir solche Unabhéngigkeitssy-
steme, die finitdre Matroide sind.

Fiir die Beweise der folgenden Aussagen bendtigen wir eine Moglichkeit, Wohlordnungen,
die bestimmte Bedingungen erfiillen, zu konstruieren, um den Greedy-Algorithmus in die
gewiinschten Bahnen zu lenken. Wir vereinbaren folgende Notation. Seien A; Teilmengen der
Grundmenge eines Matroids.

Al < Ay < Aj

bedeutet, dass an die Ordnung < folgende Bedingungen gestellt werden:

r€ A und y & Ay oder
x<yfalls cx e AyUAs und y € A1 U Ag oder
T € A1 U Ay U As undy¢A1UA2UA3,

und dass die Ordnung innerhalb der A; ansonsten beliebig ist. Sofern die A; beziiglich <
wohlgeordnet sind, ist die gesamte Ordnung eine Wohlordnung.

Satz 4.10. (G) impliziert (IM).
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4.3. Die Riickrichtung

Beweis. Sei M = (E,.#) ein Unabhéngigkeitssystem, auf dem der Greedy-Algorithmus fiir
jede Wohlordnung eine optimale Basis liefert. Wir zeigen, dass fir I € .# und I C X C FE die
Menge S ={I' € # | I CI' C X} ein maximales Element besitzt.

Dazu sei < eine Wohlordnung auf E, die der Bedingung
I<X\I<E\X

geniigt.

Sei A die maximale unabhéngige Menge, die der Greedy-Algorithmus als Ergebnis liefert.
Dann gilt offenbar I € AN X C X. Falls A = AN X sind wir fertig, da A nach (G) eine
maximale unabhingige Menge ist. Andernfalls sei angenommen, dass A N X nicht maximal
ist. Dann gibt es ein v € X \ A mit (AN X) Uz € .#. Wegen € A° haben wir mit
und (CL2) z € cl(ANP,) C cl(AN X), also gibt es nach Definition von cl eine unabhéngige
Teilmenge Y C AN X mit YUz ¢ 7, was mit (I2) einen Widerspruch zu (AN X)Ux € &
ergibt. O

Satz 4.11. (G) impliziert (I3p).

Beweis. Sei M = (E,.%) ein Unabhéngigkeitssystem, auf dem der Greedy-Algorithmus fiir
jede Wohlordnung eine optimale maximale unabhingige Menge liefert. Angenommen, wir
haben ein Gegenbeispiel fiir (I3p), d. h. I1, [» € # mit |[1] < |[2] < o0, so dass [; Uz & ¥ fiir
alle x € Ip \ 1.

Sei < eine Wohlordnung auf F, die der Bedingung
I 412\11 —<E\(11UIQ)

geniigt. Dann wird der Greedy-Algorithmus zuerst alle Elemente von I auswéhlen, dann nach
der Annahme kein Element von I \ I; auswéhlen, und schlieflich die gebildete Basis A mit
Elementen — mindestens einem, da I1 nicht maximal ist — aufserhalb von I; und I auffiillen,

sodass A=THURmit ) #RC E\ (I U ).

Mit Theorem konnen wir (mit X = E) Iy zu einer maximalen unabhéngigen Menge
I}, erweitern. Nach (G) gibt es nun eine injektive Abbildung a: I} — A mit a(u) = u fir
we IL,NAund a(u) < u fir u € I\ A. Betrachten wir die Einschrankung von « auf Is:

Firu e I\ A= I\ I gilt a(u) < u. Durch a muss also I3\ I; injektiv auf 7 \ Iy abgebildet
werden, das heift [Io\ I1| < |I1\ I2]| und bildet einen Widerspruch zur Annahme |I;| < |I3|. O

Satz 4.12. Sei (F,.#) ein Unabhéingigkeitssystem mit abzihlbarer Grundmenge E. Dann
gilt: (G) impliziert (I14).

Beweis. Alle Teilmengen von E sind abzdhlbar, die Aussage folgt damit direkt aus dem fol-

genden Lemma

Lemma 4.13. Sei (E,.¥) ein Unabhéngigkeitssystem, das (G) erfiillt, und X eine abz&hlbare
Teilmenge von E. Dann gilt: Falls alle endlichen Teilmengen von X unabhéngig sind, dann
ist X selbst eine unabhéangige Menge.
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4.3. Die Riickrichtung

Beweis. Sei X = {x1,x2,...} und setze X,, :={x € X | 2 < z,,} fir n € N. Sei dann < eine
Wohlordnung auf F, fiir die gilt

x1<x2<x3<~-<E\X.

Fiihre den Greedy-Algorithmus aus, die Ergebnismenge sei A. Angenommen, X ¢ A, dann
gibt es ein kleinstes k mit x ¢ A. Dann ist aber X 1 C A und X 1 Uz, = Xj € & wegen
| X%| =k < oo. Der Widerspruch zeigt X C A, also X € .#. O

Die Aussagen dieses und des vorhergehenden Abschnittes liefern uns damit schlieflich eine
teilweise Antwort auf die eingangs gestellte Frage:

Korollar 4.14. Sei E eine abzéhlbare Menge und M = (F,.#) ein Unabhingigkeitssystem.
Dann gilt:

M ist genau dann ein finitdres Matroid, wenn der Greedy-Algorithmus fiir jede Wohlordnung
auf M als Ergebnis eine optimale Basis liefert.

Als abschlieffende Bemerkung sei noch erwéhnt, dass die Voraussetzung der Abzahlbarkeit der
Grundmenge nicht notwendig ist, wenn das (unendliche) Ergénzungsaxiom (I3) zur Verfiigung
steht.

Satz 4.15. (G) zusammen mit (I3) impliziert (14).

Beweis. Wir stellen zunéchst fest, dass wir aus (G) bereits (IM) gefolgert haben, und daher
mit (I3) die vollstdndigen Unabhéngigkeitsaxiome fiir Matroide, Definition [2.35| zur Verfiigung
haben.

Sei X eine unendliche Teilmenge von FE, deren endliche Teilmengen sdmtlich unabhéngige
Mengen sind. Wegen Lemma miissen wir die Unabhéngigkeit von X nur fiir iberabzihl-
bare X nachweisen.

Angenommen, X ist abhingig, dann gibt es nach Satz einen Kreis C C X, der nach
Lemma tiberabzéhlbar sein muss. Sei Z = {z1, 22, 23,...} eine abzdhlbar unendliche
Teilmenge von C'. Wegen der Minimalitat von C' muss C'\ Z also unabhéngig sein.

Wir versehen nun E mit einer Wohlordnung <, die die Bedingung
C\Z <z <2z3<z23<--+<E\C

erfiillt. Die Argumentation ist d&hnlich der in Lemma Setze Z,, == C\ZU{z € Z |z < z,}
fir alle n € N. Sei B das Ergebnis des Greedy-Algorithmus. Dann gilt sicher C'\ Z C B.
Angenommen, C ¢ B, dann gibt es ein kleinstes & mit zx ¢ B. Dann ist Z;_; C B und,
wegen der Minimalitdt von C, Z, = Z;_1 U 2z € £. Der Greedy-Algorithmus hétte also z
auswéhlen miissen, also muss C' C B sein. Das heifst, B ist eine abhéangige Menge, Widerspruch
zu (G), also muss X eine unabhéngige Menge sein. O
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5 Zusammenfassung und offene Fragen

Die Veroffentlichung von Bruhn et al. (2010) iiber neue Axiomensysteme fiir unendliche Ma-
troide war der Anlass, erneut den Zusammenhang zwischen Matroiden und dem Greedy-
Algorithmus zu untersuchen, wobei besonderes Augenmerk der Untersuchung der Klasse von
Unabhéngigkeitssystemen, fiir die der Greedy-Algorithmus stets eine optimale Basis liefert,
gewidmet wurde. Es stellte sich heraus, dass die eine Richtung bereits von Klee (1971) bear-
beitet wurde: Fir finitdre Matroide funktioniert der Greedy-Algorithmus.

Zuerst war die Definition des Greedy-Algorithmus Gegenstand der Diskussion. Wir haben
uns dafiir entschieden, die Definition von Klee im Wesentlichen zu iibernehmen, haben sie
jedoch aufgrund einer fiir allgemeine Unabhéngigkeitssysteme Formulierung in leicht modifi-
zierter Form neu hergeleitet. Das Kriterium fiir optimale Basen haben wir direkt von Klee
iibernommen.

Wir stellten dann aufgrund eines Gegenbeispiels die Vermutung auf, dass auch umgekehrt gilt:
Wenn der Greedy-Algorithmus fiir ein Unabhéngigkeitssystem funktioniert, so muss dieses ein
finitdres Matroid sein.

Wir konnten die Giiltigkeit dieser Vermutung teilweise nachweisen:

1. Die Umkehrung ist giiltig, falls die Grundmenge hichstens abziahlbar ist (Satz[4.12})
2. Falls der Greedy-Algorithmus fiir ein Unabhéngigkeitssystem funktioniert, ist dieses
entweder ein finitdres Matroid oder iiberhaupt kein Matroid (Satz [4.15])

Dadurch ergeben sich zwei offene Fragen.

1. Die Kleesche Definition A = {z € E | x & cl(P,)} fur die Ergebnismenge des Greedy-
Algorithmus haben wir modifiziert, weil zum Beweis der Eigenschaft A ={x € E |z ¢
cl(AnN P,)} die Idempotenz des Abschlussoperators benutzt wurde. Kann man bewei-
sen, dass die Idempotenz, eventuell in einer abgeschwachten Form, fiir diese Folgerung
notwendig ist?

2. Kann man auch fiir iiberabzéhlbare Unabhéngigkeitsysteme, fiir die der Greedy-Algorithmus
funktioniert, beweisen oder widerlegen, dass sie finitdre Matroide sein miissen?

41



A Hypothetisch: Greedy-Algorithmus
impliziert finitares Matroid?

Wie in Abschnitt erwahnt, stiftet Klee einiges an Verwirrung, indem er in Satz die
Existenz einer ,biunique“ — also bijektiven — Abbildung « behauptet, sie dann aber nur als
injektiv zeigt. In diesem Anhang sollen die Konsequenzen fiir den hypothetischen Fall

aufgezeigt werden, in dem a wie im Falle endlicher Unabhéngigkeitssysteme eine bijektive
Abbildung ist.

Wir formulieren wieder die Voraussetzung

(G’) Sei M = (E,.¥) ein Unabhéngigkeitssystem. Der Greedy-Algorithmus liefert fiir jede
Wohlordnung < auf FE eine maximale Menge A € .Z, so dass fiir jede maximale Menge
U € .7 eine bijektive Abbildung a: U — A mit a(u) = w fir u € UN A, a(u) < u fir
u € U\ A existiert.

Die folgenden Aussagen aus Abschnitt gelten mit der modifizierten Voraussetzung weiter-
hin:

)

(G7) = (IM)

(G7) = (13r)

(G’) A E abzdhlbar = (I14)
(G) A (I3) = (14)

Mit bijektivem « konnen wir zusétzlich (I3) nachweisen, und damit wegen Satz auch
(14).

=
=

Satz A.1. (G’) impliziert (I3).

Beweis. Es gelte (G’) fiir ein Unabhéngigkeitssystem M = (E,.#). Angenommen, wir haben
ein Gegenbeispiel I1, Is € .# gefunden, d. h. es sei Io maximal, I; nicht maximal, und fiir alle
x€l\I1sei [ Uz ¢ 7.

Sei < eine Wohlordnung auf F, die der Bedingung
I <12\11 <E\(11U12)

geniigt. Dann wird der Greedy-Algorithmus zuerst alle Elemente von [y auswihlen, dann
nach der Annahme den Rest von I iiberspringen und die Ergebnismenge A mit Elementen
aus E \ (I; U I2) auffiillen. Da I; nicht maximal ist, muss A somit mindestens ein Element
z € E'\ (I1 U I) enthalten.

Wir vergleichen nun A mit der Basis Is. Da x < z fiir alle x € I5 gilt, kann es keine bijektive
Abbildung a: I, — A geben, fiir die a(z) < = fiir alle z € I\ A gilt, da dann fiir z := a~1(2)
gelten miisste z < z = a(x) < z.
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A ist also keine optimale Menge beziiglich <, Widerspruch. 0

Damit sind die die Unabhéngigkeitsaxiome fiir unendliche Matroide nach Bruhn et al.| (2010))
vollstdndig. Die Finitaritétseigenschaft (I4) folgt nun mit Satz so dass wir zusammen-
fassend feststellen:

Korollar A.2. Falls (G’) fiir ein Unabhéngigkeitssystem M = (E,.%) gilt, so ist M ein
finitares Matroid.
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