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I. Einleitung

Ein Graph-Homomorphismus ist eine Abbildung f: V(G) - V(H) zwischen den Kno-
tenmengen der Graphen G und H, falls diese die Adjazenz der Knotenpaare respektiert
(JHNO4]). Insbesondere J. NESETRIL studierte die durch die Graph-Homomorphismen
induzierte Homomorphismen-Ordnung und zeigte gemeinsam mit C. TARDIF in [NT99],
dass die Homomorphismen-Ordnung dicht ist, d.h dass fiir je zwei Graphen {G, H} #
{K1, Ky} mit G - H und H + G stets ein weiterer Graph X existiert, so dass G - X —
Hund H+» X » G.

In dieser Arbeit befassen wir uns mit der Homomorphismen-Ordnung der Strong Port
Maps zwischen Matroiden. Wir wenden uns daher, nach der Festsetzung grundlegender
Notationen im zweiten Kapitel, der Ordnungs- und Verbandstheorie zu und studieren
unter anderem die Zusammenhénge zwischen Verbédnden und Matroiden. Im dritten Ka-
pitel geben wir einen Uberblick iiber die Matroidtheorie und befassen uns insbesondere
mit kyrptomorphen Charakterisierungen aber auch mit diversen Konstruktionsprinzipi-
en. Letztere werden wir daraufhin untersuchen, ob sie die Existenz einer Strong (Port)
Map respektieren oder verwerfen.

Den Ausgangspunkt unserer Untersuchungen bildet die Arbeit [HNOO|, in der W.
HOCHSTATTLER und J. NESETRIL zeigen, dass die Homomorphismen-Ordnung der
Strong Port Maps auf den reguldren Matroiden eine nicht-triviale Kette ist. Davon aus-
gehend werden wir in Kapitel IV der Frage nach der Existenz von Strong Port Maps
zwischen projektiven Rdumen nachgehen und unter anderem nachweisen, dass es keine
Strong Port Map von PG(n+1, ¢) nach PG(n, q) gibt, wobei n die Dimension des projek-
tiven Raumes iiber dem endlichen Korper F, ist. Im selben Abschnitt wird zudem gezeigt,
dass fiir n > 2 und k > 3 keine Strong Port Map von PG(n,¢) in den Kreis C}, existiert.
Neben den projektiven werden die uniformen Matroide eine bedeutende Rolle einneh-
men, weshalb wir im Rahmen dieser Arbeit Sétze bereitstellen werden, die schliefslich in
der Konstruktion einer unendlichen Antikette der Homomorphismen-Ordnung miinden.
Schliefslich wird mit Hilfe von uniformen Matroiden nachgewiesen, dass es zu vorgege-
benem nicht-trivialen Matroid Port M stets ein unvergleichbares Gegenstiick M’ gibt,
so dass M » M' und M' » M.

Neben den grundlegenden Arbeiten [Hig68| und [Cra67| fithren [Kun86| sowie [Cra70]
in die Theorie der Strong Maps ein. Mit dem Thema Strong Port Maps befassen sich
abgesehen von [HNOQ] die Arbeiten [AHMO03] und [AHO4].



II. Mathematische Grundlagen

1. Mengen, Relationen und Abbildungen

Dieser Abschnitt verfolgt verschiedene Ziele. In erster Linie wird die Notation fiir die
notwendigen mathematischen Begrifflichkeiten bereitgestellt, respektive auf entsprechen-
de Literatur verwiesen. Zugleich werden wir Relationen und Abbildungen einfiihren und
wichtige Eigenschaften aufzeigen. Dabei stiitzen wir uns auf [Ern82] und [Aig76] be-
schranken uns jedoch auf das fiir die Arbeit Wesentliche.

Der axiomatisch fundierte Begriff der Menge bildet den Ausgangspunkt fiir die Mathe-
matik und somit auch fiir diese Arbeit. Wir setzen deshalb die axiomatische Mengenlehre
von Zermelo und Fraenkel (kurz ZFC) voraus, die z.B. in [Dei04] studiert wird. Sind X
und Y zwei Mengen, so werden wir die Differenzmenge von X und Y durch X \Y
notieren. Sind X und Y dariiber hinaus disjunkt, so halten wir durch X +Y die disjunk-
te Vereinigung beider Mengen fest. Eine echte Teilmenge A von X werden wir durch
A ¢ X oder A c X ausdriicken. Eine Menge von Mengen nennen wir Mengensystem oder
Mengenfamilie und die Potenzmenge von X, also die Menge aller Teilmengen von X,
notieren wir durch 2X. Durch N = {1,2,3,...} seien die natiirlichen Zahlen bezeichnet
und entsprechend sei Ny := N+0. Fiir die ersten n natiirlichen Zahlen reservieren wir das
Symbol N,, := {1,...,n}. Ansonsten verwenden wir die iiblichen Symbole fiir die diversen
Mengenoperationen bzw. verweisen auf [Dei04].

Teilmengen des kartesischen Produktes X x Y zweier beliebiger Mengen X und Y
ermoglichen es uns, Beziehungen zwischen einzelnen Elementen dieser Mengen zu for-
mulieren.

I1.1.1 Definition: Unter einer (binéren) Relation von X nach Y verstehen wir eine
Teilmenge R ¢ X x Y. Anstelle von (x,y) € R notieren wir eine Relation fiir gewohnlich
in der Infixschreibweise # R y. Das Paar (X; R) nennen wir Relativ, falls R € X x X.

Besteht keine Beziehung zwischen den Elementen x € X und y € Y beziiglich der
Relation R ¢ (X x Y), so notieren wir dies durch x K y. Fiir eine binire Relation
Rc (X xY) heift

R = {(y, )| (,y) e R}

die zu R inverse oder duale Relation. Seien (X; R) ein Relativ und A ¢ X, dann be-
zeichnen wir die Relation (A x A)n R als die Finschrinkung von R auf A und schreiben
(A; Rja).
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Zwei Elemente x,y heien vergleichbar beziiglich einer Relation R ¢ (X xY'), falls
mindestens eine der Beziehungen x R y oder y R z gilt. Ist hingegen keine der bei-
den Beziehungen erfiillt, so sprechen wir von unvergleichbaren Elementen beziiglich der
Relation. Die Menge

dom(R):={zeX|IyeY mit z R y}
heilst Definitionsbereich, wahrend
ran(R):={yeY| Iz e X mit z R y}

den Wertebereich der Relation bezeichnet.

Eine Relation o € (X xY") heift Abbildung oder Funktion von X nach Y, falls fir alle
reX und y;,y2 € Y aus ¢ ¢ y; und x o yp stets y; = yo folgt und es zudem fiir jedes
x € X ein Element y € Y gibt mit x o y. Ferner notieren wir eine Abbildung o € (X xY")
durch 0 : X - Y und sagen X geht unter ¢ nach Y. Anstelle von = ¢ y schreiben wir
y = o(x) und meinen damit das Element y € Y. Die Menge

Bild(A) :={o(x)| x € A} < ran(o)
heifit das Bild von A ¢ X unter ¢ und
o (B):={z| o(x) e B} ¢ dom(o)

das Urbild von B €Y. Das Urbild eines Elements y € Y heifit Faser von y unter ¢. Im
Falle A = X schreiben wir anstatt Bild(A) auch Bild(¢) = ran(o).

Eine Abbildung o : X — Y nennen wir einerseits injektiv, wenn aus o(x1) =y = o(x2)
stets x1 = x5 folgt. Andererseits nennen wir eine Abbildung o : X — Y surjektiv oder eine
Abbildung von X auf Y, falls fiir jedes y € Y ein x € X existiert, so dass y = o(x) gilt.
Bijektive Abbildungen o : X — Y sind sowohl injektiv als auch surjektiv. Eine Umkehr-
abbildung bezeichnen wir durch o= : Y - X und verweisen ansonsten auf [SS94|. Neben
elementaren Algebra-Kenntnissen setzen wir die Lineare Algebra sowie die analytische
Geometrie als bekannt voraus.

Weiter nennen wir eine Relation R € X x X

o reflexiv, falls fiir alle x € X : & R x gilt;
o transitiv, falls aus x R y und y R z auch x R z folgt;
o antisymmetrisch, falls aus x R y und y R = die Gleichheit x = y resultiert;

e total, falls fiir alle x,y € X gilt, dass x R y oder y R x ist.

I1.1.2 Definition: Seien (X; R) und (X’; R’) zwei Relative. Eine bijektive Abbildung
¢+ X — X' heilst Isomorphismus, falls x R y stets ¢(z) R’ ¢(y) zur Folge hat und
umgekehrt. Die Relative nennen wir dann isomorph, in Zeichen (X; R) = (X'; R').

Sind die Relative (X; R) und (X; R~!) isomorph, so bezeichnen wir (X; R) als selbst-
dual. Die vier oben aufgezéhlten Eigenschaften eines Relativs sind vermoge der Identitét
1d : X - X selbstdual.
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2. Ordnungen

Partialordnungen, Ketten und Antiketten

In diesem Teilabschnitt werden wir Mengen mit speziellen Relationen untersuchen, wobei
wir zundchst die zentralen Begriffe kléren.

I1.2.1 Definition: Eine Prdpartialordnung auf einer Menge X ist eine reflexive und
transitive Relation R von X nach X. Ist R zudem symmetrisch, so sprechen wir von
einer Aquivalenzrelation. Unter einer Partialordnung auf X verstehen wir hingegen ei-
ne antisymmetrische Prépartialordnung und verwenden fiir diese das Symbol ,,<*. Das
Relativ (X; <) nennen wir partiell geordnete Menge, oder kurz Poset, und setzen x < y,
falls x <y und x # y gilt.

Beschrianken wir die Partialordnung der Poset (X; <) auf eine Teilmenge A € X, so ist
auch diese reflexiv, transitiv und antisymmetrisch.

I1.2.2 Definition: Sei P := (X; <) eine Poset. Eine Teil-Partialordnung oder Teilordnung
(A;<1a) von P ist eine Teilmenge A ¢ X ausgestattet mit der Einschrankung der Relation
,<auf A x A.

Die drei geforderten Eigenschaften einer Partialordnung sind anschauliche Bedingun-
gen fiir Grokenvergleiche, allerdings wird in der Definition nicht gefordert, dass je zwei
Elemente iiberhaupt vergleichbar sein miissen.

I1.2.3 Definition: Sei P := (X;<) eine Poset.
1. Wir nennen P Kette, falls je zwei Elemente aus X vergleichbar sind.

2. Eine Teilordnung (C; <) von P mit C' ¢ X heifit eine Kette in P, falls je zwei
Elemente aus C' vergleichbar sind.

3. Eine Kette C' in P mit kleinstem Element z und gréfstem Element y nennen wir
Kette von x nach y.

4. Die Linge I(C') einer Kette C' ist definiert als [(C') := |C| - 1.
5. Eine Kette in P mit maximaler Lange heifit maximale Kette.

6. Die Poset P heift hingegen Antikette, falls je zwei verschiedene Elemente aus X
unvergleichbar sind;

7. Eine Teilordnung (A;<j4) von P mit A ¢ X heift Antikette in P, falls je zwei
verschiedene Elemente aus A unvergleichbar sind;

Wir sagen, dass eine Poset P die Jordan-Dedekindsche Kettenbedingung (JDCC) er-
fiillt, wenn alle maximalen Ketten in P dieselbe endliche Lange besitzen.
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I1.2.4 Definition: Seien P := (X;<) eine Poset und s,t € X mit s < ¢. Wir definieren
das Intervall von s bis t durch

[s,t] :={x e X|s<z<t}.

Eine Teilordnung P4 := (A, <4) von P heifit Ideal, falls aus s € A, 2 € X und z < s stets
x € A folgt. PB4 heilt Filter, falls aus s € A,z € X und s < x stets z € A resultiert. Wir
nennen

(s]={reX|xz<s}
Hauptideal von s und dual dazu
[s)={zeX]|s<x}

Hauptfilter von s.

I1.2.5 Beispiel: Sei X eine Menge.

a) Die Potenzmenge 2%, gepaart mit der Inklusion ,,c“ als Relation, ist eine wichtige
Poset jedoch im Allgemeinen keine Kette. Fir X := {1,2,3} ist

[{2}) = { {2}; {273}; {172}; {172’3} }
der von {2} erzeugte Hauptfilter und
({L23)={ & {1};{2}; {1, 2} }

das von {1,2} erzeugte Hauptideal. Eine beliebige Partition der Menge X, z.B. die
einelementigen Mengen von X, bildet eine Antikette von (2X;c).

b) Seien a,b e N und
alb <> Jr e N mit ax =b.

Dann bildet das Relativ (N;|) eine Poset jedoch keine Kette. Die Menge aller
Primzahlen P ist eine Antikette mit |P| = X,.

c) Betrachten wir die Relation ,,< auf der Menge Z defniert durch
x <y = y-xeN,
dann ist (Z; <) eine Kette.

d) Das Paar (R;<) mit der gewdhnlichen ,kleiner-gleich“-Relation auf der Menge der
reellen Zahlen stellt eine Kette dar.

I1.2.6 Definition: Seien P; := (X;;<;) Posets mit i = 1,2, dann heifst eine Abbildung ¢ :
X1 = X5 Ordnungshomomorphismus, falls aus = <; y stets ¢(x) <o ¢(y) fiir alle x,y € X,
folgt. Ein bijektiver Ordnungshomomorphismus ¢ heift Ordnungsisomorphismus, falls
auch die Umkehrabbildung ¢! ein Ordnungshomomorphismus ist.
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Dualitatsprinzip fiir Partialordnungen

Unter einer ordnungstheoretischen Aussage verstehen wir ein sprachliches Gebilde, in
dem neben rein logischen Bestandteilen und Variablen nur Ordnungsrelationen (wie ,,<“)
oder von diesen abgeleitete Begrifflichkeiten (wie z.B. sup oder inf) auftreten (|Ern82]).
Ersetzen wir in einer solchen Aussage 4 alle vorkommenden Ordnungsrelationen durch
die dazu inversen, so entsteht die zu 4 duale Aussage 4*, welche eindeutig ist und bei
der zudem (2*)* = 4 gilt.

I1.2.7 Satz (Dualitétsprinzip fiir Partialordnungen): Die duale Aussage eines Satzes der
Theorie der Partialordnungen ist ebenfalls ein Satz dieser Theorie.

Beweis. Sei 4 eine giiltige Aussage in der Poset (X;<). Da die definierenden Eigen-
schaften einer Partialordnung selbstdual sind, existiert ein Isomorphismus ¢ : X - X
zwischen den Relativen (X;<) und (X;>). Ist 2,y € X, dann gilt die Aquivalenz 2 <
y < o(x) > ¢(y), womit die Giiltigkeit der dualen Aussage in (X;>) augenscheinlich
erfiillt ist. O

In den folgenden Abschnitten wird rasch deutlich, dass das Dualitdtsprinzip fiir Par-
tialordnungen iiberaus niitzlich ist und dariiber hinaus auch fiir Verbénde und spezielle
Verbandsklassen seine Giiltigkeit nicht verliert.

I1.2.8 Beispiel: Sei (2%, c) eine Poset und betrachten wir die Abbildung

p: X - X definiert durch
X2Arp(A)=XNA,

welche einen Isomorphismus zwischen den Posets (2X; <) und (2X;2) ist. Ist 42 eine wahre
Aussage in (2X;¢), so ist die duale Aussage 4* in (2%;2) ebenfalls wahr.

Maximum, Minimum, Supremum und Infimum

Die Definitionen der folgenden Begrifflichkeiten lassen sich durch eine ordnungstheoreti-
sche Aussage formulieren, was bedeutet, dass wir jeder dieser Definitionen eine eindeutig
bestimmte duale Aussage bzw. Definition zuordnen kénnen.

I1.2.9 Definition: Seien (X, <) eine Poset und A ¢ X, dann heifst x € X untere Schranke
von A, falls x < a fiir jedes a € A. Eine untere Schranke x von A, die bereits zu A gehort,
nennen wir kleinstes Element von A. Eine untere Schranke x von A € X nennen wir
Infimum von A und schreiben dafiir inf(A) := z, falls s < z fiir alle unteren Schranken s
von A gilt. Ein Element x € A ist minimal in Y, falls es kein a € A gibt mit a < z.

Dual zu den soeben eingefiihrten Begriffen ,untere Schranke®, ,kleinstes Element* und
Hnfimum seien die Begriffe obere Schranke, grifites Element und Supremum definiert.
Existiert ein kleinstes bzw. grofites Element in einer Poset, so ist dieses minimal bzw.
maximal. Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht, wie folgendes Beispiel zeigt.
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I1.2.10 Beispiel: Sei (Njp;|) die Einschrénkung der aus Beispiel [II.2.5] b) erkldrten
Partialordnung auf die Menge Njg. Diese Ordnung besitzt insgesamt fiinf verschiedene
maximale Elemente, jedoch kein grofites Element.

Im Gegensatz zu einer Poset ist in einer Totalordnung jedes minimale bzw. maximale
zugleich ein kleinstes bzw. grofites Element.

I1.2.11 Proposition: Sei P := (X;<) eine nichtleere Partialordnung.
(i) X besitzt hochstens ein Infimum und ein Supremum;

(ii) Ist die Grundmenge X endlich, so besitzt X mindestens ein minimales und ein
maximales Element.

Beweis. (i) Existiert tiberhaupt ein Infimum, so folgt die Behauptung unmittelbar aus
der Definition und der Antisymmetrie. Aufgrund des Dualitatsprinzips ergibt sich
die Behauptung.

(ii) Seien X := {xy,...,2,} und my := x;. Ist m; bereits maximal, so sind wir fertig,
anderenfalls existiert ein k € {2,...,n} mit z > m;. Wir setzen demnach my := zy,
und verifizieren, ob my maximal ist und iterieren ggf. das Verfahren. Nach endlich
vielen Schritten erhalten wir somit ein maximales Element von X. Ein duales
Argument beweist die Existenz eines minimalen Elements in A.

]

Beispiel [I1.2.5] ¢) zeigt, dass die Aussage (ii) der letzten Proposition fiir unendliche
Grundmengen einer Poset (X;<) im Allgemeinen nicht korrekt ist.

I1.2.12 Definition: Besitzt eine Poset (X, <) ein kleinstes Element, so nennen wir dieses
Nullelement und bezeichnen es mit o. Ein existierendes grofites Element von X nennen
wir Einselement und notieren dies durch 1.

Bedeckungsrelation und Dichte einer Poset

Ein auferordentlicher Vorteil von Ordnungsstrukturen liegt in ihrer guten graphischen
Darstellbarkeit, wofiir eine spezielle Relation definiert wird.

I1.2.13 Definition: Ein Element y € X bedeckt x € X, falls x < y und es kein a € X mit
x < a <y gibt. Fiir diese Situation reservieren wir das Symbol x < y und sagen, dass x
unterer Nachbar von y und y oberer Nachbar von x ist. Die dadurch erklarte Relation
nennen wir Bedeckungsrelation. Bedeckt y ein Element x oder ist mit diesem identisch,
dann schreiben wir kurz y < x.

Jede nicht leere endliche Poset (X, <) lésst sich — mit Hilfe der Bedeckungsrelation —
durch ein so genanntes Hasse-Diagramm darstellen. Die Elemente von X werden durch
Punkte wiedergegeben, d.h. sind x,y € X und x <y, so wird der y entsprechende Punkt
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P, oberhalb des = entsprechenden Punktes P, aufgetragen und beide Punkte durch eine
Strecke miteinander verbunden.

Diese Vorschrift ist immer durchfiihrbar. Ist X eine einelementige Menge, dann wird
dessen Hasse-Diagramm durch einen einzigen Punkt dargestellt. Seien nun n € N und
|X| = (n+1) > 1. Jede endliche Poset besitzt gemiift Proposition (ii) mindes-
tens ein maximales Element z, durch dessen Wegnahme A := X \ {z} wird eine Par-
tialordnung (A;<4) induziert, die geméf Induktionsvoraussetzung durch ein Diagramm
reprasentiert werden kann. In Abbildung[[T.1]sind vier unterschiedliche Posets durch ihre
Hasse-Diagramme dargestellt.

SIS

a) b) c) d)

Abb. I1.1.: Vier Hasse-Diagramme zur Veranschaulichung von Posets

Die Bedeckungsrelation der Poset aus Beispiel [[1.2.5(d) ist die leere Menge — derartige
Posets nennen wir (ordnungs-)dicht.

I1.2.14 Definition: Eine Poset (X, <) heift dicht, wenn fiir je ein Paar x,z € X mit
x < z ein Element y € X existiert, so dass z < y < z gilt.
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3. Verbande

Die Wurzeln der Verbandstheorie reichen bis zur Formulierung der Aussagenlogik durch
G. BOOLE und dem ersten axiomatischen Ansatz von R. DEDEKIND zuriick. Nachdem
die Theorie mehrere Jahrzehnte unbeachtet blieb, wurde sie erneut von G. BIRKHOFF

in den 1930er Jahren wieder entdeckt und sodann von vielen Mathematikern weiterent-
wickelt. Standardwerke der Verbandstheorie sind [Bir67|, [Her67] und |[Gra9il.

3.1. Definition und Eigenschaften

Ein ,Verband“ kann als algebraische Struktur oder als spezielle Poset definiert werden.
Fiir unsere Zwecke ist die ordnungstheoretische Definition eines Verbandes nahe liegend.

I1.3.1 Definition: Eine Poset £ := (L;<) heit Verband, falls fiir je zwei Elemente aus
L sowohl Infimum als auch Supremum in L existieren.

Aufgrund der geforderten Existenz von Supremum und Infimum und deren Eindeu-
tigkeit sind

AtLxL—L (a,b) » anb:=inf{a,b}
viLxL—>L (a,b) » avb:=sup{a,b}

wohldefinierte Abbildungen. Erstere heifst Schnitt und letztere Verbindung. Beide Ab-
bildungen zusammen nennen wir Verbandsoperationen und L die Grundmenge von L.

Nicht jede Poset ist ein Verband, wie die dargestellten Posets a) und d) aus Abbil-
dung zeigen; die Posets b) und c) aus derselben Abbildung stellen jedoch Verbénde
dar. Weiter folgt aus Definition dass jede endliche nichtleere Teilmenge eines Ver-
bandes ein Infimum und Supremum besitzt. Das bereits im Abschnitt {iber Ordnungen
behandelte Dualitdtsprinzip gilt aus Symmetriegriinden in analoger Form fiir Verbande.

I1.3.2 Satz (Dualitétsprinzip fiir Verbénde): Die duale Aussage eines Satzes der Theorie
der Verbénde ist ebenfalls ein Satz dieser Theorie.

I1.3.3 Proposition: Seien £ = (L;<) ein Verband und a,b,c € L, dann erfiillen der
Schnitt und die Verbindung von £ die folgenden Bedingungen:

(K,) anb=baa (Ky) avb=bva [Kommutativitéit]
(A)) an(brc)=(anb)ac (Ay) av(bve)=(avb)ve [Assoziativitiit]
(V) an(avbd)=a (Vy) av(anbd)=a [Verschmelzung]
(I.) ana=a (I,) ava=a [Idempotenz|

Beweis. Seien a,b,c € L, dann ist a A b = inf{a,b} = b A a womit die Giiltigkeit von (K,)
folgt. Auch die zweite Bedingung (A,) ergibt sich unmittelbar aus der Definition, da
an(bac) =inf{a,inf{b,c}} = inf{a, b, ¢} = inf{inf{a, b}, c} = (anb) Ac gilt. Die Bedingung
(V) folgt ebenso einfach durch a A (a v b) = inf{a,sup{a,b}} = a. Aus (V,) ergibt sich
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an(ava)=ana=aund damit (I,). Da das Supremum dual zum Infimum definiert
wurde und das Dualitétsprinzip fiir £ gilt, folgen (K, ), (Ay), (Vy) und (I,) aus dem
Gezeigten. u

Die folgende Proposition driickt aus, dass der Schnitt und die Verbindung zweier
Elemente des Verbandes eindeutig durch eine der beiden Verbandsoperationen bestimmt
ist.

I1.3.4 Proposition: Seien £ = (L;<) ein Verband und a,b € L, dann gelten die Aquiva-
lenzen

anb=a < avb=b < a<b,

und jede der Verbandsoperationen sowie die Partialordnung beschreiben isomorphe Ver-

bande.
Beweis. Unter der Voraussetzung a A b = a folgt wegen (V,,), (K,) und (K,)
b=>bv(bra) = bv(andb) = bva = avb, (IL.1)

womit a Ab=a = avb=> fir alle a,b € L gezeigt wurde. Durch Inversion von a und b

in erhalten wir
a =av(andb) = av(bra) = avb = bva,
was die Giiltigkeit von a Ab=b= a Vv b=a zeigt. Zu dieser Aussage ist
avb =b = anb =a

dual und dies die bislang fehlende Umkehrung der eben gezeigten Implikation. Fiir den
Rest verweisen wir auf §3, [Her67]. O

Wie zu Beginn erwéhnt, kann ein Verband dquivalent als algebraische Struktur de-
finiert werden, wobei jede der beiden Verbandsoperationen die gleichberechtigte Rolle
einer algebraischen Verkniipfung einnimmt und die ersten drei aufgelisteten Axiome
der letzten Proposition erfiillt sein miissen ([Lau04], Abschnitt 15.1). Die alternative
Beschreibung eines Verbandes (L; <) durch die Grundmenge L und eine der beiden Ver-
bandsoperationen notieren wir durch die Gleichung

L = (L;<) = (L,A,vV)

und driicken damit zugleich aus, dass ,,A“ der Schnitt und ,,v¢ die Verbindung von L
sind.

10
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I1.3.5 Proposition: Seien (L;<) = (L, A, V) ein beliebiger Verband und a,b,c € L, dann

gelten:
(i) b<e = (anb)<(anc); [Schnitt ist ordnungserhaltend]
(ii) an(bve) 2 (anb)v(anc); [Distributivitéts-Ungleichung|
(iii) a<c = av(bac)<(avb)ac. [Modularitéts-Ungleichung]

Beweis. (i) Sei b<c¢, dannist anb=(ara)A(bac)=(anb)A(anc) aufgrund von
(I.), (KA), (A,) und der Voraussetzung. Mit Proposition [[1.3.4] folgt schlieflich
anb<anc.

(ii) Aufgrund der Definition der Verbandsoperationen sind anb < a, (anb) <b< (bve)
und somit (aAb) <an (bve). Analog folgt aus (aAc) <bund (anc)<c<(bve)
schlieflich (aAc) <an (bvc). Somit ist a A (bV ¢) eine obere Schranke fiir (a A b)
und (a A ¢), woraus die Behauptung folgt.

(ili) Es ist @ < (a v b) und es sei a < ¢, dann ist a < (a v b) A c. Analog ergibt sich
(bac) < (avb)acaus (bac) <b < (avb) und (bve) < c. Insgesamt folgt
av(bac)<(avb)ac.

[

Die dualen Aussagen der letzten Proposition gelten entsprechend dem Dualitédtsprinzip.

I1.3.6 Definition: Sei £ = (L;<) = (L, A, V) ein Verband, dann nennen wir £* := (L;>
) = (L, A, v*) den zu L dualen Verband.

Aufgrund der Symmetrie der Verbandsaxiome aus Proposition [[1.3.3]ist £* = (L;>) der
zu L =(L;<) = (L, A, Vv) wohldefinierte duale Verband, wobei der Schnitt A, : L x L - L
und die Verbindung v*: L x I - L bestimmt sind durch

(a,b) »an,b:=avb,

(a,b) »av b:=anb.
I1.3.7 Beispiel: Sei X eine endliche Menge, dann ist das Relativ (2¥;¢) eine Poset ge-
méfs Beispiel [[I.2.5 und sogar ein Verband. Die Verbandsoperationen sind durch den men-
gentheoretischen Durchschnitt und die Vereinigung gegeben, d.h. (2%X;c) = (2%X n u).

Verbénde dieser Art heifen Boolesche Verbinde und der zu (2%;c) duale Verband ist
(2%,2) = (2%, u,n).

I1.3.8 Definition: Sei £ = (L,<) = (L, A, V) ein Verband, dann nennen wir eine Teilord-
nung (L’;<') mit L’ € L einen Teilverband von L, falls fiir alle a,b € L’ die Bedingungen

anb e L' und avb e L’

erfillt sind.

11
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Ist L ein Verband, dann ist jede einelementige Teilmenge von L, jedes Intervall oder
jede Kette von L ein Teilverband.

I1.3.9 Beispiel: Die Poset (X;c) = (X, A,Vv) mit X := {1,2,3} ist geméh Beispiel [[1.3.7
ein Verband mit acht Elementen und in Abbildung dargestellt.

{1,2,3}
RN
{1,2} {1,3} {2,3}
| X X
2 8
N
9]

Abb. 11.2.: Boolescher Verband mit acht Elementen

Der Verband (X’;C|x/) mit X’ :={ @;{1};{2};{1,2,3} } ist kein Teilverband von L,
da {1} v {2} ={1,2} ¢ X",

I1.3.10 Definition: Seien L; := (L;, A;, v;) mit i € N,,, 7 > 2 Verbénde.

1. Eine Abbildung ¢ : L1 - Lo heifst Verbandshomomorphismus, wenn fiir alle x,y € L;
die Gleichungen

o(x A1 y) = o) A2 d(y) und P(xviy) = o(x) va d(y)
erfillt sind.

2. Ein bijektiver Verbandshomomorphismus ¢ : Ly — Ls heifst Verbandsisomorphis-
mus. In dieser Situation schreiben wir £ 2 £5 und sagen £, ist isomorph zu L.

3. Der Verband L := (L, A,Vv) mit L:= X}, L; und den Verbandsoperationen
(1, ) AY1, - Yn) = (TLAL YL, oy Ty An Yn)
($1,~--,$n)V(yla---7yn) = (Il VilYt,---5Tn Vnyn)

heifst direktes Produkt von L, ..., L,.

Dass das direkte Produkt £ tatsdchlich ein Verband ist, ergibt sich aus der kompo-
nentenweise Definition der Verbandsoperatoren.

I1.3.11 Beispiel: Seien £; := (L;,n,u), i = 1,2 Boolesche Verbinde mit L := 2{1:23}
bzw. Ly =245} als Grundmengen. Das direkte Produkt £ := (L,n,u) mit Grundmenge
L := Ly x Ly besteht somit aus insgesamt 2° = 22 - 23 geordneten Paaren.

In Tabelle sind die Elemente von L in verkiirzter Notation aufgelistet, z.B. soll

(123,45) das Element ({1,2,3},{4,5}) darstellen. Der Verband L ist vermoge der Ab-
bildung (x1,xs2) = o1 U 25 isomorph zum Booleschen Verband (2N, n,u).

12
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45 4 D %]

123 | (123,45) (123,4) (123,5) (123,92)
12 | (12,45)  (12,4) (12,5) (12,9)
(13,45)  (13,4) (13,5) (13,92)
(23,45)  (23,4)  (23,5) (23,92)
(1,45) (1,4) (1,5) (1,2)
(2,45) (2,4) (2,5) (2,2)
(3,45)  (3,4)  (3,5)  (3,9)
(2,45)  (2,4) (2,5) (2,9)

DO =
Q W N = 5 oo

Tab. II.1.: Elemente des Verbandes L

I1.3.12 Proposition: Seien L; := (L;, A;,V;) mit i = 1,2 Verbénde, dann ist ein Ord-
nungsisomorphismus ¢ : L; - Ly bereits ein Verbandsisomorphismus.

Beweis. Seien xq,x9 € Ly, dann ist ¢(x1), d(22) < ¢(x1 Vv 22) wegen x1, 9 < 1 V T und
der Voraussetzung. Auferdem gilt fiir y € Lo

p(z1) v o(r2) <y = é(x1) <y und ¢(x2) <y
= 11 <¢ ' (y) und x5 < ¢ (y)
= 11 VI <9 (y)
= ¢(x1V )<y,

Folglich ist ¢p(avb) = ¢(a)v@(b). Dual hierzu schliefen wir auf ¢p(anb) = ¢p(a)A¢p(b). O

Verbénde sind gegen Supremums- und Infimumsbildung abgeschlossen, entsprechend
erhalten Verbandshomomorphismen sowohl das Supremum als auch das Infimum.

I1.3.13 Definition: Seien L; := (L;, A;, v;) mit i € N,,, 7 > 2 Verbénde.

1. Eine Abbildung ¢ : Ly — Ly heifit v-Homomorphismus, wenn fiir alle x,y € L, die
Gleichung

¢(xviy) =o(x) va d(y)
erfillt ist.

2. Analog heifst eine Abbildung ¢ : L1 — Ly A-Homomorphismus, wenn fiir alle x,y €
Ly die Gleichung

o(x A1 y) = d(x) Ao d(Y)
gilt.

3. Einen bijektiver v- bzw. A-Homomorphismus von L; nach Ls nennen wir v- bzw.
A-Isomorphismus.

13
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3.2. Vollstandige Verbande und Hiillensysteme

In diesem Teilabschnitt werden ,Hiillensysteme” thematisiert und diese als Verbénde,
die fiir simtliche Teilmengen ein Supremum und Infimum aufweisen, identifiziert. Neben
[Lau04] stiitzen wir uns dabei auf [Ern82].

I1.3.14 Definition: Ein Verband (L;<) heifst vollstindig, falls inf(A) und sup(A) fur
alle Teilmengen A ¢ L existieren.

Jeder Verband mit endlicher Grundmenge und jedes Intervall eines vollstdndigen Ver-
bandes ist vollstandig. Zudem besitzen vollstéindige Verbinde (L; <) stets ein Null- und
Einselement, da infL = o und supL = 1. Das Dualitdtsprinzip gilt insbesondere in voll-
standigen Verbianden, da die Forderung nach der Existenz des Infimums dual zur For-
derung der Existenz des Supremums ist. Wie die nédchste Proposition aufzeigen wird,
ist ein Verband (L, A, V) bereits vollstandig, wenn fiir jede Teilmenge der Grundmenge
entweder das Supremum oder das Infimum existiert.

I1.3.15 Proposition: Sei £ = (L;<) ein Verband mit L # @, dann sind dquivalent:
(i) £ ist ein vollstandiger Verband,
(ii) Jede Teilmenge von L besitzt ein Supremum in L;
(iii) Jede Teilmenge von L besitzt ein Infimum in L.
Beweis. Die Implikation (i) = (ii) ist trivial, weshalb wir (ii) = (iii) nachweisen: Dazu
seien A ¢ L und A, ¢ L die evtl. leere Menge der unteren Schranken von A. Geméf
Voraussetzungen existiert supA; € L, was offensichtlich die grofite untere Schranke, also

das Infimum von A, ist. Durch Dualisieren des eben erbrachten Beweises folgt die noch
ausstehende Implikation (iii) = (i). O

Unmittelbar verkniipft mit vollstdndigen Verbénden sind so genannte ,Hiillensysteme®
(vgl. [Ern82], Proposition 6.3).

I1.3.16 Definition: Seien X eine Menge und H ¢ 2% ein Mengensystem, welches wir
Hiillensystem auf X nennen, falls gilt:

(HS1) X eH |[Extensitét]
(HS2) (Npgea H) € H fiir jede nichtleere Teilmenge A € H [N-Stabilitét]

Die Elemente H € H werden Hiillen oder Abschliisse genannt.

Als néchstes werden wir nachweisen, dass jedes Hiillensystem einen vollstandigen Ver-
band induziert. Zu diesem Zweck betrachten wir Abbildungen, die eng mit Hiillensyste-
men verwandt sind und zugleich geeignet diese zu beschreiben.

I1.3.17 Definition: Seien X eine Menge und h : 2X — 2X eine Abbildung, die wir als
Hiillenoperator auf X bezeichnen, insofern fiir alle Teilmengen A, B ¢ X gilt:

14
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(HO1) Ach(A) |[Extensitét]
(HO2) Ac B = h(A)ch(B) [Monotonie]
(HO3) h(h(A))=h(A) [Idempotenz]|

Mengen der Form h(A) heifen abgeschlossen beziiglich h, die nicht abgeschlossenen
Teilmengen von X nennen wir offen und h(A) € 2% die von A erzeugte Menge.

Die Menge auf der ein Hiillenoperator bzw. ein Hiillensystem erklart ist, nennen wir
auch Grundmenge. Aus (HO1) zusammen mit X ¢ A(X) € X folgt h(X) = X, d.h. die
Grundmenge X ist abgeschlossen und somit Hiille ihrer selbst.

I1.3.18 Proposition: Seien X eine Menge und h : 2% — 2% eine Abbildung. Es ist A
genau dann ein Hiillenoperator auf X, falls fiir alle Teilmengen A, B ¢ X gilt:

Ach(B) < h(A)ch(B) (I1.2)

Beweis. ,=*: Seien A, B ¢ X und A ¢ h(B), dann folgt aufgrund der Monotonie und der

Idempotenz von h die Inklusion h(A) € h(h(B)) = h(B). Die Riickrichtung von (II.2))
ergibt sich unmittelbar aus der Extensitit des Hiillenoperators.

»,<" Aufgrund der Voraussetzung impliziert h(A) € h(A) unmittelbar die Extensitét
A c h(A). Sei nun A ¢ B, dann ist A ¢ hA(B) und mit folgt die Monotonie
h(A) ¢ h(B). Die Idempotenz zeigen wir durch beidseitige Inklusion: Geméf (HO1)
ist A ¢ h(A) und damit h(A) € h(h(A)). Umgekehrt folgt aus h(A) ¢ h(A) direkt
h(h(A)) < h(A). O

I1.3.19 Proposition: Fiir einen Hiillenoperator h auf X und alle Teilmengen A, B ¢ X
gelten:

(i) h(An B) c h(A) nh(B);
(i) h(h(A)nh(B)) = h(A)nh(B);
(i) h(AuB)=h(A) < Bch(A).
Beweis. (i) Aus An B ¢ A und der Monotonie folgt h(An B) ¢ h(A) und analog

hierzu h(A n B) ¢ h(B). Insgesamt erhalten wir also

h(An B) € h(A) n h(B).

(ii) Mit Hilfe von (i) folgt unmittelbar

h(A) A h(B) € h(h(A) n h(B)) € h(h(A)) nh(R(B)) = h(A) n h(B).

15
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(iii) ,,=* Esist B < (Au B) und mit der Monotonie des Hiillenoperators und der Vor-
aussetzung folgt h(B) € h(AuB) = h(A). Mit der Extensitét ergibt sich schliefslich
Bch(B)ch(A).

,<"“ Sei nun B ¢ h(A), dann ist h(A) u B = h(A). Aufgrund der Extensitat ist
(AuB)ch(A)u B und wegen (HO2) und (HO3) folgt h(Au B) c h(h(A)u B) =
h(h(A)) = h(A). Ungekehrt gilt Ac (AuB) = h(A) € h(Au B) dank der Mono-
tonie und das impliziert schlieflich h(Au B) = h(A).

[

Insbesondere gilt also fiir einen Hiillenoperator h auf X und alle abgeschlossenen
Teilmengen A, B ¢ X die Identitét

hMAnB)=AnB.

I1.3.20 Definition: Seien #H ein Hiillensystem und h ein Hiillenoperator auf X. Fiir alle
Ac X sei hy : 2X - 2% erklart durch

A hy(A)={H e H| Ac H).

Die Abbildung hy, ordnet jeder Menge A ¢ X die kleinste Hiille aus H zu, die A enthélt.
Weiter definieren wir ein Mengensystem

Hp = {h(A)] Ac X},

welches gerade die Hiillen der Abbildung h: 2X — 2% enthalt.

Beide eben erkliarten Definitionen stehen in einer eineindeutigen Beziehung, wie folgender
Satz aufzeigt.

I1.3.21 Satz (Hauptsatz tiber Hiillensysteme und -operatoren):

(i) Die Abbildung hs ist ein Hiillenoperator auf X und besitzt als abgeschlossene
Mengen genau die Hiillen von H.

(ii) Das Mengensystem H;, ist ein Hiillensystem auf X und die Hiillen von #;, sind
genau die abgeschlossenen Mengen von h.

(iii) Fiir jedes Hiillensystem H auf X gilt H;,, = H und fir jeden Hiillenoperator h auf
X gilt hy, = h. Die Abbildungen

H — hy und h—Hy,

sind somit Bijektionen zwischen der Menge der Hiillensysteme auf X und der
Menge der Hiillenoperatoren auf X.

Wir nennen hy den zu H korrespondierenden Hiillenoperator und Hj, das zu h korre-
spondierende Hiillensystem.

Bewezs.
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(i) Die Extensitit A ¢ hy(A) =N{H ¢ H| Ac H} ergibt sich aus der Definition. Aus
AcBc X folgt {HeH| BcH}c{HeH| Ac H} und somit die Monotonie
N{HeH| AcH}cN{H eH| Bc H}. Fiir alle A c X ist die Implikation

Ac(Y{HeH|BcH} = (\{HeH| AcH}c(\{HeH| BcH} (I1.3)

giiltig. Setzen wir A := hy(B), so folgt hy(hy(B)) € hy(B) wegen ([L.3). Beachten
wir zudem die Extensitdt von hjy;, so ergibt sich schlieflich hy (hy(B)) = hy(B).
Die noch ausstehende Aquivalenz A € H < hy(A) = A folgt aus der Definition des
Hiillenoperators.

(ii) Da X die Grundmenge von h ist, gilt h(X) = X und somit X € Hj,. Die N-Stabilitét
von H,, ergibt sich aus Proposition [[1.3.19] (ii). Die Giiltigkeit der Aquivalenz A €
Hy < h(A) = A folgt aus den Definitionen.

(iii) Aus (i) und (ii) ergibt sich die Aquivalenzkette A € Hy,, < hy(A) = A= AeH,
was Hj,, = H impliziert, es bleibt also noch hy, = h zu zeigen. Sei dazu A ¢ X,
dann ist

ha, (A) =(V{H < X| HeHy,, Ac H}
=({H < X| h(H) = H, Ach(H)} = h(A).

Es ist h(A) demnach die kleinste Hiille, die A enthélt. Anderenfalls gibt es ein
C cAmit Ach(C) < h(A), dann wiirde h(C') = h(A) folgen. Es ist also hy, = h.

]

Gemafs Konvention sei die leere Summe gleich 0.

I1.3.22 Beispiel: Seien V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und X ¢ V.
a) Die Unterrdume von V bilden ein Hiillensystem #[V'] mit der linearen Hiille
X+ (X)= {ZAJJ n>1, ;€ X und \; EK}
i=1
als dazu korrespondierendem Hiillenoperator.

b) Die affinen Unterrdume von V, d.h. die Nebenklassen v+ U = U + v mit v € V' und
U als Untervektorraum von V', bilden ein Hiillensystem das wir mit H[AG(V')] be-
zeichnen. Der dazu korrespondierende Hiillenoperator ist gegeben durch die affine
Hiille

Xl—)(X)aff:{Z)\i.fEi| n>1, r;e X, \; ¢ K und Z)\izl}.

i=1 i=1

Der néchste Satz ist eine Folgerung aus Proposition
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I1.3.23 Satz: Seien h ein Hiillenoperator auf X und #;, das zugeordnete Hiillensystem,
dann ist £ := (Hp, A, V) ein vollstandiger Verband mit

Ah(A) =h(4;)  und \/h(Ai):h(UAi) (A; € Hy)

iel iel iel iel
als Schnitt bzw. Verbindung von L.

Die Hiillensysteme H[V] und H[AG(V')] aus Beispiel [I1.3.22] sind demnach vollstén-
dige Verbéande. Mit L[V'] bzw. L[AG(V)] notieren wir den vollstandigen Verband der
Untervektorraume bzw. der affinen Unterrdume von V' geordnet nach Inklusion.

I1.3.24 Definition: Wir nennen £[V'] den linearen und L[AG(V')] den affinen Verband
iber dem K-Vektorraum V.

Sind V und W zwei Vektorrdume derselben endlichen Dimension, dann sind L[V] 2
LIW] und LIAG(V)] = L[A(W)]. Nachdem wir Hiillensysteme und Hiillenoperatoren
charakterisiert und deren Zusammenhéange aufgezeigt haben, beschéaftigen wir uns in der
nachsten Proposition mit Konstruktionen von Hiillenoperatoren.

I1.3.25 Proposition: Seien H ein Mengensystem mit Grundmenge Y, h: 2Y — 2Y ein
Hiillenoperator auf H und X ¢ Y. Dann sind die Abbildungen

hyx 2% > 2% mit Aw h(A)n (YN X) und
hy x 120 > 2% mit A h(AuX)\ X

Hiillenoperatoren auf Y \ X und heifen Reduktion bzw. Kontraktion auf Y \ X.

Beweis. Beide Abbildungen sind wohldefiniert, wir miissen also jeweils (HO1) bis (HO3)
nachweisen. Dazu seien Y’ := Y\ X und A, B € 2¥" mit A ¢ B. Wegen der Extensitéit von
hist A c h(A) und somit A € hy\x(A) = h(A)nY’. Analog iibertrégt sich die Monotonie
von h auf hy\x, da h(A)nY’ c h(B) nY’ mit Hilfe der Mengenlehre aus h(A) ¢ h(B)
folgt. Bleibt also noch

hy\X(hy\X(A)) = hy\X(A) <~ h(h(A)ﬁY’)ﬁY’ = h(A)ﬂY’
zu zeigen. Die Inklusion hy\x (hy\x(A)) 2 hy\x(A) ist wegen der Extensitét evident.
Mit Proposition [I1.3.19] (i) folgt h(h(A) nY") € h(h(A)) nh(Y') = h(A) n A(Y") und

zusammen mit Y’ € h(Y") ergibt sich h(h(A)nY")nY' c h(A)nh(Y')nY'=h(A)nY",
womit die Behauptung folgt.

Betrachten wir nun die Kontraktion hy/y: Die Eigenschaften (HO1) und (HO2) iiber-
tragen sich mit Hilfe der Mengenlehre von h auf hy,x. Ebenso einfach folgt

hy/X( hy/X(A) ):hy/X(h(AUX)\X)Zh(h(AUX)\XUX)\X
=h(h(AuX) X =h(AuX)\ X

die Idempotenz der Kontraktion. O
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In Kapitel werden wir im Rahmen der Matroidtheorie spezielle Hiillenoperatoren
einfithren, die zwei weitere Axiome erfiillen. Dadurch wird es uns moglich sein so genann-
te ,,Basen” fiir diese Klasse der Hiillensysteme zu erkldren. Analog gehen C. FAURE und
A. FROLICHER im dritten Kapitel ihres Buches [FEF00| vor. Fiir alles Weiterfiithrende
zum Thema Hiillensysteme bzw. Hiillenoperatoren sei auf das Buch [MP96| verwiesen.

3.3. Distributive, modulare und semimodulare Verbande

In vielen Verbénden gelten aufer den im vorletzten Teilabschnitt beschriebenen Eigen-
schaften allgemeiner Verbénde weitere spezielle Beziehungen, von denen die wichtigsten
die distributiven Gesetze und das modulare Gesetz als Abschwichung der distributiven
Gesetze sind.

I1.3.26 Definition: Ein Verband L := (L, A, V) heifst distributiv, falls fiir alle a,b,c € L
die Gleichungen

(Dy) av(bac)

(avb)A(ave)
(DA) an(bve)
erfiillt sind.

(anb)v(anc)

Ein Verband ist bereits dann distributiv, falls nur eines der beiden Gesetze (D,) oder
(D) gilt. Es geniigt zu zeigen, dass (D) aus (D,) folgt, da die Umkehrung hierzu dual
ist. Wenden wir unter Beachtung von Proposition [I1.3.3| zweimal (D,) an, so ergibt sich:

(avb)an(ave)=[(avbd)ra]v[(avd)Ac]

=aVv[(avb)Ac]

=av[(anc)v(bac)]

=lav(anc)]v(bac)

=av(bnac).
Die Gesetze (Dy) und (D,) sind, ebenso wie die assoziierten Gesetze fiir allgemeine
Verbénde (vgl. Proposition [[1.3.3), dual zueinander. Mit derselben Begriindung wie bei
allgemeinen Verbanden oder bei Partialordnungen folgt hieraus, dass fiir die distributiven

Verbéande das Dualitdtsprinzip gilt. Ferner ist der zu einem distributiven Verband duale
Verband wieder distributiv.

11.3.27 Beispiel:

a) Der Boolesche Verband (2%;c) aller Teilmengen einer festgehaltenen Menge X ist
distributiv, da die distributiven Gesetze fiir die mengentheoretische Vereinigung
und den Durchschnitt gelten ([SS94], § 1).

b) Jede Kette ist ein distributiver Verband.

c) Betrachten wir die Verbande D5 und Ps, dargestellt in Abbildung . Beide Ver-
bénde sind nicht distributiv, D5 ist sogar der kleinste nicht distributive Verband
tiberhaupt ([Her67], §8).
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P Ds

Abb. I1.3.: Verbinde P5 und Ds

Allerdings erfiillt D5 unter der Pramisse a < ¢ das Axiom (D, ), da sodann (avce) = c.
Dual hierzu gilt in D5 das Axiom (D,) fiir alle ¢ < a.

I1.3.28 Satz: Ein Verband ist genau dann distributiv, wenn er die Verbande D; oder
Ps5 nicht als Teilverband enthélt.

Beweis. |Gradl], Kapitel II, Satz 1. O

Viele wichtige Verbdnde sind zwar nicht-distributiv, erfiillen aber, wie der Verband
D5 aus Beispiel [I1.3.27| ¢), eine abgeschwéchte Bedingung.

I1.3.29 Definition: Ein Verband L := (L, A, v) heifst modular, wenn fiir beliebige a, b, c €
L die Implikation

(M) a<e = av(bac) = (avbd)ac gilt.

Modulare Verbéande bzw. davon abgeleitete Eigenschaften werden fiir unsere Zwecke an
spéterer Stelle eine bedeutende Rolle spielen. Die Bedingung (M) nennen wir modulares
Gesetz und die Forderung, dass (D,) unter der Voraussetzung c < a gelten soll, d.h. dass

(M*) ¢c<a = an(bve) = (anb)ve,

ist gleichbedeutend mit (M). In modularen Verbénden ist also das Dualitdtsprinzip er-
fiillt, d.h. der duale Verband eines modularen Verbandes ist selbst modular. Aufgrund

der Definition ist jeder distributive Verband modular, die Verbénde aus Beispiel |[1.3.27]
a) und b) sind demnach distributiv und modular.

I1.3.30 Beispiel:

a) Der vollstandige Verband aller Untervektorrdume eines endlich-dimensionalen K-
Vektorraums V', ausgestattet mit der Inklusion als Partialordnung, ist modular.
Seien U;,U; und W Untervektorrdume von V. Es sind U; A Uy := Uy n Uy der
Schnitt und U; v Us := Uy + U, die Verbindung von Untervektorraumen. Ist Uy € Us,
so gilt

U1+(WOU2)=(U1+W)HU2.

Die Inklusion ,,c* ist evident. Seien umgekehrt u; € U;,w € W und angenommen
(u1 +w) € Uy, dann liegt w = (u; +w) —uy in Uy und somit auch in W nUs,. Es folgt
U1+’UJ€U1+(WHU2).
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b) Der Verband Ps aus Abbildung ist nicht modular, dafiir aber der Verband
D5 aus derselben Abbildung. Dieser ist der kleinste modulare, nicht-distributive
Verband iiberhaupt.

Der Beweis aus a) des letzten Beispiels geht auf R. DEDEKIND zuriick und gilt dar-
iiber hinaus auch fiir algebraische Moduln iiber Ringen. Die Namensgebung modularer
Verbéande wurde durch dieses Beispiel motiviert.

In einem beliebigen Verband ist die Modularitats-Ungleichung erfiillt; es ist also hin-
reichend a < ¢ = av (bAc) > (avb)Ac nachzuweisen, um zu zeigen, dass ein Verband
modular ist.

I1.3.31 Satz: Ein Verband ist genau dann modular, wenn er den Verband P; nicht als
Teilverband enthélt.

Beweis. |Gra9l|, Kapitel II, Satz 2 (i). O
I1.3.32 Definition: Sei £ := (L, A,Vv) = (L;<) ein beliebiger Verband.
1. Ein Element b € L heifst modulares Element von L, falls
a<c = (avb)ac = av(bnrc).
fiir alle a, c € L erfiillt ist.

2. Ein modularer Filter M des Verbandes L ist ein Filter von (L; <), so dass Ya,b e M
und (a,b)M = anbe M gilt.

Ein Verband ist also genau dann modular, wenn jedes Element modular ist.

I1.3.33 Satz: Seien £ := (L,A,v) = (L;<) ein modularer Verband und a,b € L mit
a < b. Dann ist die Abbildung ¢, : [a A b,b] - [a,a v b] definiert durch x — z v a ein
Verbandsisomorphismus mit inverser Abbildung v : [a,a Vv b] = [a Ab,b], y— y A b.

Beweis. Mit (i) und der dazu dualen Aussage aus Proposition folgt, dass ¢, und
¥, Ordnungshomomorphismen sind. Sei z € [a A b,b], dann ist a Ab < x < b und das
impliziert (aAb)va< ¢,(z) =xva< (bva), dh. Bild(¢,) ¢ [a,aVvb]. Weiter folgt dank
der Modularitéat

(Yo ga)(x)=(xva)rb=zv(arnb)=zva=uz.

Umgekehrt erhalten wir (¢, o ¢p)(y) = y fir jedes y € [a,a v b], d.h. ¢, und 1), sind
zueinander inverse Ordnungshomomorphismen. Mit Proposition [[I.3.12] ergibt sich die
Behauptung. O]
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I1.3.34 Folgerung: Seien L := (L, A, V) ein modularer Verband und a,b € L, dann gilt
die Aquivalenz:

(and)<b < a<(avd).

Beweis. Folgt aus Satz [[1.3.33| unter Beachtung von a < b < |[a,b]| = 2. O

Als néchstes untersuchen wir eine abgeschwéchte Form der Modularitét.

I1.3.35 Definition: Sei £ := (L, A, V) ein Verband, dann heifst £ (aufwdrts) semimodu-
lar, falls fiir alle a,be L

(anb)<b = a<(avb) gilt.

Gemék Folgerung ist jeder modulare Verband zugleich semimodular, die Um-
kehrung gilt jedoch nicht.

I1.3.36 Definition: Sei L ein Verband mit Nullelement o, dann nennen wir a € L Atom,
wenn a oberer Nachbar von o ist, d.h. wenn o < a.

I1.3.37 Proposition: Seien £ := (L;<) = (L, A, V) ein semimodularer Verband, dann
erfiillt £ die Jordan-Dedekind-Kettenbedingung (JDCC).

Beweis. Wir fithren den Beweis mit Induktion nach der Lange einer maximalen Kette
von x € L nach y € L. Ist z < y, dann gibt es nur eine Kette der Lénge 1 von x nach
y. Angenommen die maximalen Ketten der maximalen Lénge m — 1 gentigen der JDCC.
Betrachten wir sodann die beiden maximalen Ketten v:x =355 <s; <... <5, =y und
Yix=tyg<t; <...<t, =y. Ist s; =11, so folgt aus der Induktionsannahme, dass jede
Kette von s; = t; nach y die Lidnge m — 1 = n — 1 besitzt und somit die Behauptung.
Nehmen wir an, dass s; # t;, dann ergibt sich die Giiltigkeit von s; < (s1 Vv t1) bzw.
t1 < (s1 Vv t;) mit Hilfe der Semimodularitit aus (s; A t;) < t; baw. (81 A1) < s1.
Gemaifs Induktionsannahme ist die Lange einer jeden maximalen Kette von s; bzw. t;
nach y identisch, weshalb die Lénge einer jeden Kette von s; v t; nach y stets von der
Lange m — 2 = n — 2 ist. Insgesamt folgt, dass die Ketten v und ' stets dieselbe Lange
besitzen. O

Die letzte Proposition motiviert

I1.3.38 Definition: Seien £ = (L;<) ein semimodularer Verband mit Nullelement und
x € L. Die Lénge einer (und damit jeder) maximalen Kette von o nach z nennen wir
ordnungstheoretischen Rang von x € L und wir notieren diesen durch A(z). Die dadurch
induzierte Abbildung

A L->Ny mit z+- A(x)

heilst ordnungstheoretische Rangfunktion von L.
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I1.3.39 Proposition: Seien £ := (L;<) = (L, A, V) ein semimodularer Verband endlicher
Lange mit A als ordnungstheoretischer Rangfunktion, dann gilt fiir alle z,y € L die
Ungleichung

AMz)+Ay) > Mazvy)+ Az Aay).

Beweis. [Craf0], Prop. 2.6. O

3.4. Geometrische Verbande

Geometrische Verbénde wurden von G. BIRKHOFF in [Bir35| eingefithrt und dienten
u.a. der Axiomatisierung der Geometrie, insbesondere aber der verbandstheoretischen
Beschreibung von ,einfachen Matroiden®. In der Literatur wird diese Verbandsart z.B.
in [Bir67|, [Cra70] oder [Aig75] thematisiert und oftmals auch Matroidverband genannt.
Unsere Ausfiihrungen lehnen sich iiberwiegend an die ersten beiden aufgelisteten Refe-
renzen an.

I1.3.40 Definition: Seien £(L) ein Verband mit Null- und Einselement sowie S ¢ L die
Menge der Atome von L.

1. L heiflt Punktverband oder atomar, falls jedes Element eine Verbindung von Ato-
men ist, d.h. falls Ve e L: 2=V, {0<a|aeS}.

2. L heilkt geometrisch, wenn £ semimodular, atomar und von endlicher Léange ist.

I1.3.41 Proposition: Sei £ = (L, A, V) ein Punktverband, dann sind dquivalent:
(i) L ist semimodular;
(ii) Vz € L und alle Atome a€ L: anx=0= x<(aVx).

(iii) Vo € L und alle Atome a,be L: anz=ound a<(zvb) = b<(xVva).

Beweis. (i) = (ii): Seien a,z € L und a ein Atom sowie z A a = o0, dann ergibt sich
rAa=0<a = x<(rva) mit Hilfe der Semimodularitét.

(ii) = (iii): Seien nun a,b,z € L und a,b Atome in L mit a £ z und a < (x vb). Aus
b < x wiirde x v b = z folgen, es ist also (bAz) =0 und mit (ii) ergibt sich x < (bv z).
Aus z < (avz) < (bvz) erhalten wir schlieklich avx =bv x.

(iii) = (ii): Seien a € L ein Atom mit a A x = 0, dann ist = < a v x. Zum Nachweis,
dass x < a vz gilt, nehmen wir z <y <a vz an. Da L ein Punktverband ist, existiert ein
Atom b mit x <bvax <y, d.h. baz =0 und damit bv z <y <avz. Wenden wir nun die
Voraussetzung (iii) an, so folgt bvr =y =avz.
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(ii) = (i): Seien x,y € L mit (zAy) <y; da L atomar ist, existiert ein Atom a £ (zAy),
so dass (x Ay) < (zAy)va<y und mit der Voraussetzung folgt (zAy) < (xAy)va=y.
Zusammen mit Proposition erhalten wir (xvy) = zVv(xAy)va =xva und deshalb
x < (zrvy) mit (ii). O

Bedingung (ii) bzw. (iii) der letzten Proposition nennen wir auch Bedeckungs- bzw.
Austauscheigenschaft semimodularer Punktverbénde.

I1.3.42 Proposition: Seien £ := (L;<) = (L, A, V) ein semimodularer Punktverband,
S c L die Menge aller Atome von L und z,y € L. Dann gilt die Aquivalenz:

r<y < JAtomaeSmitaé¢xrund zva=y.

Beweis. ,,=: Sei x <y, dann betrachten wir z und y als Teilmengen von S und wéahlen
ein Atom a €y~ z. Es ist z < (z va) <y und mit der Voraussetzung folgt (z v a) =y.

,<"“ Umgekehrt sei a € L ein Atom mit a £ x und = v a = y. Seien weiter z € L
mit £ < z < (zva) und b € z\ x ein Atom. Dann ist b £ = aber b < (x v a). Wenden
wir darauf die Austauscheigenschaft fiir semimodulare Punktverbédnde an, so erhalten
wir a < (xvb) < z. Aus 2 < z und a < z folgt (z v a) < z und mit der Antisymmetrie
(xva)=-z. O

I1.3.43 Folgerung: Seien L := (L;<) = (L, A, V) ein semimodularer Punktverband, S ¢ L
die Menge aller Atome von L und z,y, z € L, dann gilt:

r<y = (zvz)<(yvaz).

Beweis. Im Falle der Identitét ist die Behauptung trivial, es bedecke also y das Element
x. Dann existiert geméfs letzter Proposition die Darstellung y = z v a, wobei a £ x
ein Atom ist. Schlieflich erhalten wir y vz = (xva) vz = (x Vv 2) Vv a, aufgrund der
Kommutativitdt und der Assoziativitdt der Verbandsoperationen. Geméaf Proposition
bedeckt damit y v z das Verbandselement z v z. O

I1.3.44 Proposition: Seien L := (L;<) = (L, A, V) ein geometrischer Verband, z,y € L
und A ¢ S eine Teilmenge der Atome S von L.

(i) Jedes Intervall [x,y] von L ist geometrisch;

(ii) Die Menge L' := V44 @ zusammen mit der dadurch induzierten Partialordnung ist
geometrisch.

Beweis. (i) Das Intervall [x,y] von L ist offenbar von endlicher Lénge und semimo-
dular, wonach nur noch zu zeigen bleibt, dass [z,y] ein Punktverband ist. Dazu
seien z € [z,y] mit  $ z und ay,...,a, Atome von L, so dass z = a1 V...V a,.
Aufgrund der Assoziativitdt und der Kommutativitit der Verbindung kénnen wir
z darstellen durch z = zvaz = (a; va) v...Vv (a, Vv z). Fir diejenigen i € N,, mit
(a; A z) = 0 < a; ergibt sich mit Hilfe der Semimodularitit = < (a; v x). Ist da-
gegen (a; Ax) = a; und damit a; < x, dann folgt a; v x = x. Deshalb erhalten wir

2= Va4 (a; v ) als Verbindung von Atomen aus [z, y].
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(ii) Dass L’ ein Punktverband endlicher Lénge ist, liegt auf der Hand. Zum Nachweis
der Semimodularitit seien z,y € L’ mit (x Ay) <y, dann existiert nach Proposition
ein Atom a € A mit a <y und a £ z, so dass (xAy) va =y erfiillt ist. Weiter
folgt mit Hilfe von Proposition die Gleichung (zvy) =2 Vv [(zAy)Vva] =
(zva)v(zAy)=(xrva), was bedeutet, dass z < (zVvy) = (zVva).

[

Da bei direkten Produkten von Verbanden die Verbandsoperationen komponenten-
weise durch die Verbandsoperationen der Faktoren des Produkts definiert sind, liegt die
Beweisfithrung der néchsten Proposition auf der Hand.

I1.3.45 Proposition: Sei £(L) := £1(L1)xL2(L2) das direkte Produkt zweier Verbénde,
dann gilt die Aquivalenz:

L ist geometrisch <= L1 und L5 sind geometrisch.

I1.3.46 Definition: Seien £(L) ein Verband mit Null- 0 und Einselement 1 sowie x € L.

1. Ein Komplement von x ist ein Element y € L, so dass t Ay =0 und z vy = 1.

2. Ein relatives Komplement von x € [s,t] ist ein Element y € [s,t], so dass z Ay = s
und z vy =t.

3. L heilst komplementiert, falls es zu jedem z € L ein Komplement gibt.

4. L heilst relativ komplementiert, wenn jedes Intervall komplementiert ist.

Boolesche Verbéande sind relativ komplementiert, wohingegen der Verband P aus Bei-
spiel komplementiert aber nicht relativ komplementiert ist.

11.3.47 Satz: Sei L := (L;<) = (L,A,Vv) ein semimodularer Verband endlicher Lénge,
dann gilt die Aquivalenz:

L ist geometrisch < L ist relativ komplementiert.

Beweis. ,=*: Sei L geometrisch und [s,t] ein Intervall mit x, y; € [s,t], so dass x Ay; = s.
Ist zvy; =t, so sind wir bereits fertig. Anderenfalls existiert ein Atom g € t\ (zVvy;) mit
g<tund ¢ £ (zvy;), womit (zvy;) <xv(y;Vvq) <t aufgrund von Proposition
folgt. Wir setzen y;,1 := (y; v ¢) und nehmen zunéchst an, dass s = (z Ay;) < (2 A Yip1)-
Sodann existiert ein Atom p e (x Ay;1) N (zAy;) mit p<a,pLy; und p<yig = (y; Vv q)
und mit der Austauscheigenschaft semimodularer Punktverbénde folgt y; vp = y; v ¢ und
daraus der Widerspruch (z v y;1) = (zVvy;) vp=(zVvy;). Demnach sind s = (z A y;41)
und (Vv y;) < (z Vyy1), weshalb wir nach n € N ITterationen ein relatives Komplement
Yisn vVon x in [s,t] erhalten.

,,<=": Sei nun umgekehrt £ relativ komplementiert. Wir miissen nur noch zeigen, dass £
ein Punktverband ist. Dazu nehmen wir an, dass es ein x € L mit y :=sup{a| 0 <a <z} <z
gibt. Dann existiert zu y ein Komplement y’ > 0 in [0,z], d.h. yAy’ =0 und y vy’ = x.
Dem folgend gibt es ein Atom b mit b <y’ < x und b £ y — Widerspruch zur Definition
von . O
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Abschliefsend charakterisieren wir die in Definition [[1.3.32| eingefiihrten modularen
Elemente eines geometrische Verbandes.

I1.3.48 Satz: Sei (L;<) = (L, A, V) ein geometrischer Verband, dann sind dquivalent:
(i) « ist modular;
(ii) Vye Lmit zny=a:  A(z)+A(y) =A(zVy);

(i) Vue Lmit u<xz und Yye L:  (uvy)rz=uv (yAz);
Beweis. [Bry75|, Theorem 3.3. O

4. Kategorien und Morphismen

Zu Beginn dieses Kapitels wurde im Abschnitt [I] die Mengenlehre von Zermelo und
Fraenkel vorausgesetzt, wonach die Zusammenfassung U aller Mengen — die wir Univer-
sum nennen — keine Menge ist. Angenommen, das Universum U ist eine Menge, dann
wiirde die Teilmenge A := {z| x €/ und x ¢ 2} < U die Aquivalenz A€ A < A ¢ A im-
plizieren (JAHS90]). Derartige ,Mengen®, die auf Grundlage der naiven Mengenlehre zu
inneren Widerspriichen fiithren, werden echte Klassen genannt. Das Konzept der Klassen
dient also gerade dem Umgang mit ,sehr groffen“ Mengen. Ferner sei festgehalten, dass
jede Menge eine Klasse ist und die Elemente einer Klasse stets Mengen sind. Folgend
kénnen die Schreibweisen der Mengenlehre fiir Klassen {ibernommen werden.

I1.4.1 Definition: Eine Kategorie X := (Ob(X), Mor(X), o) besteht aus
1. einer Klasse von Objekten Ob(X), deren Elemente K-Objekte genannt werden.

2. einer Klasse paarweise disjunkter Mengen Mory (A, B), deren Elemente Morphis-
men von A nach B heifsen.

3. einer Komposition von Morphismen, d.h. einer Abbildung

Morg(B,C') x Morg (A, B) - Morg (A, C)
(9, )= gof

zu jedem Tripel von Objekten.

Ausgehend von diesen Bestandteilen miissen folgende Axiome erfiillt sein, so dass wir
von einer Kategorie X sprechen:

(Caty) Assoziativitat: Sind f € Mory (A, B), g € Morg(B,C) und h € Mor«(C, D), so gilt
ho(gef)=(hog)ef.

(Caty) Identititen: Zu jedem A € Ob(X) existiert ein identischer Morphismus 14 € Mory (A, A),
sodass fols=fund 140g=g fir alle f € Mory(A, B) und alle g € Mory(C, A)
gilt.
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Die Klasse der Morphismen

Mor(X):= |J Morg(4,B)
A,BeOb(X)

ergibt sich aus der Vereinigung der Mengen der Morphismen eines jeden Objektpaares
(A, B), wobei Morg (A, B) durchaus gleich der leeren Menge sein kann. Morphismen
beschreiben die moglichen Beziehungen zwischen Objekten einer Kategorie. Neben Ab-
bildungen sind z.B. Relationen oder Mengensysteme typische Vertreter von Morphismen,
d.h. ein Morphismus einer Kategorie muss nicht strukturerhaltend nicht einmal eine Ab-
bildung sein. Ferner konnen dieselben Objekte mit ganz unterschiedlichen Arten von
Morphismen studiert werden, wodurch die Perspektive beziiglich der Objekte verdndert
werden kann.

Aus dem reichen Fundus moglicher Beispiele wiahlen wir solche aus, die fiir unsere
Belange von Bedeutung sind. Das Musterexemplar einer Kategorie ist die Kategorie Set,
bestehend aus dem Universum ¢ und den Abbildungen zwischen zwei beliebigen Mengen
sowie der iiblichen Komposition von Abbildungen.

I1.4.2 Beispiel:

a) Die Kategorie Set der Mengen sei definiert durch Ob(Set) := Y und den Morphis-
menmengen Morg, (A, B), bestehend aus allen Abbildungen vom Typ A - B mit
A, B € Ob(Set). Die Komposition von Morphismen f: A - B und g: B — C sei
die iibliche Komposition go f : A — C zweier Abbildungen. Die Hintereinanderaus-
fiihrung von Abbildungen ist assoziativ und die identische Abbildung id: A — A,
die jedes Element festhalt, erfiillt die Existenz der geforderten Identitéten fiir je-
des A € Ob(Set). Betrachten wir zwei Mengenpaare mit (A, B) # (C, D), dann ist
Mor,. (A, B) # Mor, (C, D).

b) Die Klasse aller Mengen Y zusammen mit den Relationen als Morphismen bildet
ebenso eine Kategorie Rel, deren Komposition wie folgt bestimmt ist: Seien R; €

A x B und Rs € B x C Relationen, dann ist (Ry o Ry) € A x C' definiert durch
(a,c) € (Ryo Ry) < 3Fbe B: (a,b) e Ry und (b,c) € Ry

ebenfalls eine Relation. Die Identitédten entsprechen den so genannten Diagonalen
Ay = {(a,a)| a € A} fir jede Menge A. Die Komposition ist assoziativ und die
Identitaten sind neutral beziiglich der Komposition.

c) Betrachten wir die Klasse Ob(%%ec) aller endlichdimensionalen Vektorrdume tiber
einem festen Kérper K und die Menge aller K-linearen Abbildungen zwischen zwei
Objekten aus Ob(%ec). Zusammen mit der {iblichen Komposition von Abbildungen
ergibt sich daraus die Kategorie Vec der Vektorrdume. Das Assoziativgesetz ist
insbesondere fiir K-lineare Abbildungen erfiillt und die identische Abbildung ist
stets K-linear.

e) Die Klasse der Objekte Ob(Aff) der Kategorie der affinen Riume besteht aus den
affinen Raumen, d.h. den Nebenklassen eines Vektorraumes. Sind A := AG(V') und
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A":= AG(V”) affine Raume, so sei Mor g5 (A, A’) die Menge aller affinen Abbildun-
gen von A nach A’. Auch hier sei die Komposition von Morphismen wieder die
ibliche Komposition von Abbildungen. Die Identitét ist eine affine Abbildung und
zudem gilt das Assoziativgesetz insbesondere fiir affine Abbildungen.

I1.4.3 Definition: Eine Kategorie U heifst Unterkategorie einer Kategorie X, wenn gilt:
(i) Ob(U) < Ob(X);
(ii) Mory(A, B) < Morg (A, B) fiir alle (A, B) € (U x U);

(iii) Die Komposition von zwei Morphismen in U ist dieselbe wie ihre Komposition in
K
(iv) Fiir jedes A € Ob() ist die Identitdt 14 in U und in X dieselbe.

Eine Unterkategorie ist fiir sich genommen ebenfalls eine Kategorie. Die Kategorie
Set ist eine Unterkategorie von Rel, da eine Abbildung geméfs Definition eine spezielle
Relation ist.

I1.4.4 Definition: Gegeben sei eine Kategorie X, dann heifen zwei Objekte A, B €
Ob(X) homomorph dquivalent, in Zeichen A <> B, wenn Mor (A, B) # @ und Mory (B, A) #
@. Die durch die Existenz von Morphismen erklérte Relation heifst Hom-Aquivalenz.

Wegen (Cat,) ist die Hom-Aquivalenz transitiv und nach (Cat,) reflexiv. Die Sym-
metrie ergibt sich aus der Definition der Relation, weshalb ,, < eine Aquivalenzrelation
auf Ob(X) ist, deren Aquivalenzklassen wir durch [A] notieren. Auf der Klasse dieser
Aquivalenzklassen kénnen wir eine Partialordnung erkliren, indem wir

[A]c[B] = Mor(A,B)#g

setzen. Die Reflexivitdt und Transitivitdt der Relation ,,= folgen erneut aus den Eigen-
schaften der Kategorie X und die Antisymmetrie ergibt sich gerade aus der Konstruktion
der Aquivalenzklassen.

I1.4.5 Definition: Die Partialordnung ,,=* auf der Klasse aller Aquivalenzklassen der
Hom-Aquivalenz heiflt die Hom-Ordnung.

Seien X := (Ob(X),Mor(%X),o) eine Kategorie, My, My € Ob(X) und fi, fo € Mor(X)
zwei Morphismen mit derselben Quelle U € Ob(X).
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Unter welchen Umsténden existiert ein Paar von Morphismen ¢; : My - N und ¢ :

My — N, so dass gy o fi = ga 0 fo gilt?

I1.4.6 Definition: Gegeben sei das kommutative Diagramm

U f1

M,
f2 9

M, 7~ N

Das Paar (g1, g2) heifst Fasersumme oder Pushout des Paares ( f1, f2) genau dann, wenn
fiir jedes Paar von Morphismen (g1, g5) mit ¢} : M; - X bzw. g, : My - X und gjo fo =

g; o f1 genau ein 0 : N - X existiert, so dass

gi=00g
gé =0 0 (.
U P M,
fa g1
91

Abb. 11.4.: Diagramm des Pushouts von ( f1, f2)

Wir nennen einen Pushout injektiv, falls die in Abbildung angefiihrten Morphismen

injektive Abbildungen sind.
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ITI. Matroide

Dieses Kapitel gliedert sich in insgesamt drei Abschnitte. Im ersten Abschnitt werden die
Grundbegriffe der Matroidtheorie erklédrt, um im zweiten Konstruktionsprinzipien, wie
z.B. die Reduktion oder Kontraktion, zu studieren. Schlieflich wird im letzten Abschnitt
die Orthogonalitét (auch Dualitét genannt) von ,Matroiden® erklért.

1. Grundbegriffe

Ein wesentliches Merkmal eines ,,Matroids® ist die Vielfalt kryptomorpher Definitionen.
Wie auch [Aig76] werden wir unter einem ,Matroid“ eine Menge, ausgestattet mit einem
speziellen Hiillenoperator, verstehen und daraufthin weitere dquivalente Charakterisie-
rungen aufzeigen.

1.1. Matroide, Unabhangigkeit und Basis

In Teilabschnitt wurden Hiillenoperatoren betrachtet und festgestellt, dass jeder
Hiillenoperator mit einem Hiillensystem korrespondiert.

IT1.1.1 Definition: Seien S eine Menge und cl ein Hiillenoperator auf S, dann heifst
M(S) = (S,cl) ein Matroid auf S, falls fiir alle X € S und a,b € S zusétzlich die
Bedingungen

(M1) (a¢cl(X)und aecl(Xub)) = becl(Xua); [Austauschaxiom|
(M2) 3B ¢ X mit |B| < o0 und cl(B) = cl(X); |[Endliche Basis]

erfiillt sind. In dieser Situation nennen wir cl den Abschlussoperator und die Menge S
Grundmenge des Matroids M (.S). Ist die Grundmenge endlich, so nennen wir M endlich.

Bemerkung: Die Notation M (S) fiir ein Matroid verwenden wir vor allem dann, wenn
wir die Grundmenge betonen wollen. Anderenfalls schreiben wir anstelle M (.S) auch
einfach M oder verwenden andere Grofbuchstaben des lateinischen Alphabets. Ferner
schreiben wir fiir das Bild des Abschlussoperators anstatt cl(X) auch einfach X fiir eine
Teilmenge X c S.

Das mit dem Matroid M (S) korrespondierende Hiillensystem #. bildet zusammen
mit der Inklusionsordnung geméf Satz [[1.3.23| einen vollstdndigen Verband L[M(.S)]
mit den Verbandsoperationen

AX, =X, \/Xi=cl(UXi)

iel iel iel iel
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fir alle X; € £(S) und i € I, wobei I eine entsprechende Indexmenge sei.

I11.1.2 Definition: Sei M(S) ein Matroid und X ¢ S.

1. M(S) heiftt einfach oder eine (kombinatorische) Geometrie, falls @ = @ und @ = a
fiir alle a € S gelten.

2. Die abgeschlossenen Mengen X = X nennen wir Unterriume des Matroids M(S)
und L[ M (S)] den Unterraumverband von M(S).

IT1.1.3 Beispiel: Seien S eine endliche Menge und id : 25 — 29 die Identitét, d.h.
X ~id(X) = X, dann ist (5,id) ein Matroid, in dem jede Teilmenge abgeschlossen ist
und welches wir freies Matroid von S nennen. Der zugehorige Unterraumverband ist der
distributive Boolesche Verband 25 aus Beispiel [[1.3.27]

Fiir jedes Matroid M (S) mit Abschlussoperator cl : 25 — 25, notiert durch X + X
fir X c S, erkliren wir die Relation ~ € (S x S) durch

a~b <= a=b.

Die Elemente aus S zerfallen in disjunkte Aquivzﬂenzklassen [a] ={be S| b~a}, wobei
wir alle diese Klassen bis auf [@] in der Menge S := {[a] | a € S\ @} zusammenfassen.
Die Abbildung cl: S — S bestimmt durch

X > cl(X) ::{[a]e§ : ae(m\ﬁ)} (II1.1)
[bleX

ist ein Abschlussoperator und das Matroid M (S) mit Abschlussoperator (II1.1)) ist ein-
fach. In der néchsten Definition gelten die oben eingefiihrten Bezeichnungen.

IT1.1.4 Definition:

1. Das zum Matroid M (.S) korrespondierende einfache Matroid M (.S) mit Abschluss-
operator ([I1.1)) heilt Simplifikation von M (S).

2. Seien M (S) ein Matroid und a € S, dann heifit a eine Schlinge von M(S), falls
a € &. Besitzen zwei verschiedene Elemente a,b € S denselben Abschluss, d.h. gilt
@ =b, so heifen a und b parallel. Die Aquivalenzklasse [a] der Relation ,,~* nennen
wir (nicht-triviale) parallele Klasse von M(S), falls |[a]| > 1 und ansonsten triviale
parallele Klasse.

Folgend kldren wir die aus der Linearen Algebra bekannten Begriffe ,,Unabhéngigkeit®
und ,.Basis* fiir Matroide.
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IT1.1.5 Definition: Seien X, S Mengen mit X ¢ S und M(S) ein Matroid.

1. Eine Menge X eines Matroids M (.S) heifst unabhdngig, falls x ¢ X \ x fiir alle x € X.
Das Mengensystem aller unabhéngigen Mengen eines Matroids M (S) bezeichnen
wir mit Z[M(S)] oder Z.

2. Die beziiglich der Inklusion maximal unabhéngigen Teilmengen B von X heifsen
Basen von X. Insbesondere nennen wir die maximal unabhéngigen Mengen der
Grundmenge S die Basen des Matroids M(S). Das Mengensystem aller Basen
eines Matroids M (S) bezeichnen wir durch B[M (.S)] oder kiirzer durch B.

3. Zwei Matroide M (S) und N(T') heifen isomorph, falls eine Bijektion ¢ : S — T
mit

aeX <  ¢a)ep(X)

fiir alle a € S, X € S existiert.

Die leere Menge ist stets unabhéngig und ein einzelnes Element a € S ist es genau
dann, wenn a keine Schlinge ist. Dies impliziert, dass ein einzelnes Element in einem
einfachen Matroid stets unabhéngig ist.

III.}.G Proposition: Seien M (S) ein Matroid, X ¢ S unabhéngig und a ¢ X, so gilt
die Aquivalenz:

X +a ist unabhingig << a¢X.

Beweis. =" Ist X':= X +a unabhéngig, dann ist x ¢ X'\ z fir alle z € X'. Fiir z:=a
ergibt sich a ¢ X' ~a=X.

<" Setzen wir umgekehrt a ¢ X voraus, so ist @ ¢ X’ \ a. Angenommen X +a ist nicht
unabhéngig, dann existiert ein € X mit x € (X \ z) + @ und mit der Unabhéngigkeit
von X und dem Austauschaxiom (M1) folgt a € (X \ 2) + z = X — ein Widerspruch. [

II1.1.7 Satz (Basissatz): Seien S eine Menge, M (S) ein Matroid und X ¢ S, dann
gelten:

(i) Fiir jede Basis B von X ist B = X;
(ii) Alle Basen B von X besitzen dieselbe endliche Méchtigkeit;
(iii) Jede unabhéngige Teilmenge U von X kann zu einer Basis B von X erweitert

werden.

Beweis. (i) Sei B eine Basis von X, d.h. eine maximal unabhéngige Menge. Ange-
nommen, es existiert ein x € X \ B, dann folgt mit Proposition [II1.1.6[ die Unab-
héngigkeit von (B + x), was im Widerspruch zur Maximalitdt von B steht.
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(ii) Angenommen, es gibt eine unendliche unabhéngige Menge U von X, dann existiert
nach (M2) eine endliche Menge B von U mit B = U. Sei nun z € U \ B, dann ist
B ¢ U und somit auch B ¢ (U~ x), da B endlich und U geméfs Annahme unendlich
ist. Insgesamt ergibt sich der Widerspruch # € B € U \ z, d.h. jede unabhiingige
Menge und somit auch jede Basis besitzt endliche Kardinalitdt. Seien nun U
eine unabhéngige Teilmenge und B eine Basis von X, dann ist es hinreichend, die
Ungleichung |U| < |B| nachzuweisen. Ist U € B so ist nichts mehr zu zeigen, es
sei also 1 € U N B # @. Aufgrund der Unabhéngigkeit von U ist =1 ¢ (U~ x1)
und wegen (i) dieses Satzes ist x; € B, womit aufgrund der Eigenschaften des
Abschlussoperators B ¢ U \ x; folgt. Es gibt also ein y; € B\ (U N\ x1) und die
Menge Uy := [(U N 21) +y1] ist gemdR Proposition [[IL1.6| unabhéngig mit [U| = |U]
und |U n B| < |U; n B|. Setzen wir dieses Verfahren fort, so erhalten wir nach ¢t ¢ N
vielen Schritten U; € B mit |U| = |Uy| < |B].

(iii) Sei Uy eine unabhéngige Menge in X. Wir diirfen annehmen, dass Uy keine Basis
ist und wihlen ein z € X \ Uy # @, um die gemif Proposition unabhéngige
Menge U; := Uy + x zu bilden und zu priifen, ob U; eine Basis ist. Nach endlich
vielen Wiederholungen dieses Prinzips erhalten wir so eine Basis B von X.

O

I11.1.8 Proposition: Seien M (.S) ein Matroid und Z := Z[ M (S)], dann gelten:

11) 7 + @,

(1)

(I2) Aus Uy € Z und U, € U, folgt Uy € Z;

(I3) Zu Uy,Us € T mit Uy < |Us| gibt es ein x € Uy \ Uy, so dass (U + ) € Z;
(14)

I4) YU €Z In e N mit [U| < n.

Beweis. (I1) Da die leere Menge @& stets unabhéngig ist, folgt Z # @.
(I2) Folgt aus der Definition.

(I3) Gemék Voraussetzungen existiert ein x € Uy \U, # @, so dass U, +x nach Proposition

unabhéngig ist.

(I4) Folgt aus (ii) des Basissatzes.
[

Die Bedingung (I2) besagt, dass Z ausgestattet mit der Inklusionsordnung ein Ideal
des Verbandes 2° im Sinne von Definition [I1.2.4]ist. Da Basen die maximal unabhéngigen
Teilmengen eines Matroids sind, wird das Ideal Z bereits durch die Menge aller Basen

eindeutig bestimmt. Aus der letzten Proposition zusammen mit dem Basissatz ergibt
sich die
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I11.1.9 Folgerung: Seien M (\S) ein Matroid, B := B[M (S)] und By, By € B mit By # Bs,
dann gelten:

(B1) B+ g;

B2) B ist eine Antikette, d.h. es gilt By ¢ By und By ¢ By;

(B2)
(B3) Zu jedem by € By \ By existiert ein by € By \ By mit (B \ by) U by € B;
(B4) VB e B 3neN mit |B| <n.

Die Menge der Untervektorrdume eines K-Vektorraumes V' bildet geméf Beispiel
ein Hiillensystem, wobei die lineare Hiille dem dazu korrespondierendem Hiil-
lenoperator entspricht.

IT1.1.10 Beispiel: Seien V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und A ¢ V. Das Tu-
pel M (V) :=(V,()) ist ein Matroid, da V" endliche Basen besitzt und das Austauschaxiom
(M1) in diesem Fall gerade dem Austauschsatz von E. STEINITZ entspricht. Zwei Ele-
mente von M (V') sind genau dann unabhéngig, wenn sie linear unabhéngig sind, was
impliziert, dass jede Basis des Vektorraums zugleich eine Basis des Matroids ist. Der
Nullvektor aus V' ist die einzige Schlinge und die 1-dimensionalen Unterrdume von V
entsprechen den parallelen Klassen, da je zwei Elemente eines 1-dimensionalen Unter-
raumes skalares Vielfaches voneinander sind. Insbesondere ist M (V) im Allgemeinen
kein einfaches Matroid.

IT1.1.11 Definition: Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum.

1. Das Matroid M (V') nennen wir Vektorraummatroid iiber K.

2. Ein Matroid M(S) heift koordinatisierbar oder darstellbar tiber dem Korper K,
falls M isomorph zu einem Vektorraummatroid M'(V') ist.

3. Ein Matroid M (S), dass iiber jedem Korper koordinatisiert werden kann, heift
requldr. Entsprechend nennen wir ein Matroid bindr, falls es iiber dem Korper Fy
koordinatisierbar ist.

1.2. Abhangigkeit, Rang und Kreis

Im letzten Teilabschnitt haben wir unabhéngige Mengen eines Matroids M (S) eingefiihrt
und festgestellt, dass diese in Kombination mit der Inklusionsordnung ein Ideal bilden.
Im Folgenden betrachten wir Mengen des Systems 29\ Z und deren Bezichungen zu den
unabhéngigen Mengen bzw. Basen.

I11.1.12 Definition: Seien M(S) ein Matroid mit Abschlussoperator cl : 2% - 29 und
L[M] der Unterraumverband von M.

1. Eine Menge X heifst abhdngig, falls X nicht unabhéngig ist. Das System aller
abhéngigen Mengen eines Matroids M sei durch D[M (S)] oder kiirzer durch D
notiert.
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2. Die beziiglich der Inklusion minimal abhédngigen Teilmengen in S heifsen Kreise von
M . Durch C[M(5)] oder kurz C notieren wir das System aller Kreise eines Matroids
M. Unter der Ldnge eines Kreises C' € C(M) verstehen wir die Kardinalitat von C
und nennen einen Kreis mit minimaler Lénge kiirzesten Kreis in M.

3. Ein Element x € S heift abhdngig von X, falls € X.

4. Ist A = X fiir Ac X, so sagen wir, dass A den Raum X € L[M] aufspannt oder
erzeugt. In diesem Fall nennen wir X das Erzeugnis von A. Ferner heift eine Menge
A aufspannend, wenn A die gesamte Grundmenge S bzw. das Matroid M erzeugt.

5. Die Menge aller Erzeugnisse X € L[ M] notieren wir auch durch F[M(S)] oder
kurz durch F.

Jede nichtleere Teilmenge von @ ist abhéngig und die Menge {x,y} mit x,y € S\ @
ist genau dann abhéngig, wenn x €y oder y € 7.

Der Basissatz legt die Verallgemeinerung des Dimensionsbegriffes von Vektorrdumen
und affinen R&umen nahe. Ferner adaptieren wir einen Teil des Terminus der Geometrie
fiir die Theorie der Matroide.

I11.1.13 Definition: Seien M (.S) ein Matroid und X ¢ S.

1. Die gemeinsame Kardinalzahl aller Basen von X heifst Rang der Menge X und wir
notieren ihn mit r(X) € N. Den Rang der Grundmenge S nennen wir Rang des
Matroids.

2. Die Abbildung r : 2% — Ny, erkldrt durch X ~ r(X), heikt die Rangfunktion von
M.

3. Unterrdume von M mit Rang 1,2 und 3 heifen Punkte, Geraden und Ebenen; ein
nichtleerer Unterraum H von M heifst Hyperebene, falls 1 <r(H) =r(M) -1 < oo.

4. Die Komplemente S\ H einer Hyperebene H von M nennen wir Bond.

Es gilt r(S) = 0 genau dann, wenn S = &. Fiir ein einfaches Matroid bedeutet dies
gerade S = @. Analog ist 7(S5) = 1 genau dann, wenn S =D fiir ein p € S\ @. Die Punkte
eines einfachen Matroids sind also die Elemente von S.

Ist X eine abhéngige Menge eines Matroids M (.S), dann gibt es ein Element z € X mit
r e X \x. Ist Y eine Obermenge von X, dann gilt offenbar ebenfalls z € Y \ z. Ebenfalls
unmittelbar aus den Definitionen und den Eigenschaften des Abschlussoperators folgen
die restlichen Aussagen der ndchsten Proposition.

35



Matroide

II1.1.14 Proposition: Sei M (S) ein Matroid, dann gelten:
(i) Ist X abhéngig und X cY c S, dann auch Y
(ii) Ist X aufspannend und X ¢ Y ¢S, dann auch Y
(iii) Ist X ¢ S nicht aufspannend und Y ¢ X, dann auch Y.
Nach (i) der letzten Proposition bildet das Mengensystem D der abhéngigen Men-
gen gemeinsam mit der Inklusionsordnung einen Filter im Booleschen Verband 2% :=

(25,n,u). Die Systeme der aufspannenden bzw. nicht aufspannenden Mengen aus (ii)
bzw. (iii) entsprechen einem Filter bzw. Ideal in 2°. Daraus ergibt sich der folgende

I11.1.15 Satz: Sei M(S) ein Matroid.
(i) Die minimal aufspannenden Mengen von M sind die Basen B von M,

(ii) Die maximal nicht spannenden Mengen von M sind die Hyperebenen H von M.

IT1.1.16 Proposition: Seien M(S) ein Matroid und X ¢ S, dann gelten:
(i) r(X)=7r(X) fiir alle X ¢ S;

(ii) r(X) =|X]| genau dann, wenn X unabhéngig ist.

Beweis. (i) Sei B eine Basis von X, dann ist B = X nach (i) des Basissatzes. Jedes
Element aus X ist also bereits in B enthalten. Mit Proposition [[II.1.6| folgt, dass
B zugleich eine maximal unabhéngige Menge und damit eine Basis von X ist.

(ii) ,,=“ Seir(X) =|X|=|B|mit B ¢ X Basis von X. Da B und X dieselbe Méchtigkeit
besitzen und zudem B ¢ X ist, folgt X = B und damit die Unabhéngigkeit von X.
,<" Seien X unabhéngig und B ¢ X eine Basis von X, dann ist B = X, da X
selbst unabhéngig ist. Geméf Definition des Ranges folgt r(X) = |B| = | X]|.

[
I11.1.17 Satz: Seien M (S) ein Matroid und X,Y ¢ S, dann gelten:
(R1) 0<r(X) <|X] fir alle endlichen Teilmengen X c S, [Subkardinall
(R2) Ist X ¢ Y, dann gilt r(X) <r(Y); [Monoton|
(R3) rn(X nY)+r(XuY) < r(X)+r(Y). [Submodular]|

Beweis. (R1) Angenommen, B ist eine Basis von X, so gilt B € X, womit aus r(X) = |B|
die Behauptung folgt.

(R2) Seien By bzw. By Basen von X bzw. Y und X ¢ Y, dann ist Bx € X eine
unabhéngige Menge von Y, weshalb |Bx| < |By| folgt.
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(R3) Sei B, eine Basis von X nY, die wir zu einer Basis B, von X UY ergéinzen, dann
gilt

Br=Byn(XnY) und By=(BunX)u(BynY)
=>7r(XnY)+r(XuY)=|B.|+|By
=|Bun(XnY)|+|(BunX)u(BynY)|
=|BonX|+|B,nY]| < r(X)+r(Y).
[l

Gemék Definition heifsen die minimal abhéngigen Mengen Kreise. Im Folgen-
den werden wir eben diese sehr niitzlichen Teilmengen eines Matroids nédher untersuchen.

I11.1.18 Proposition: Seien M (S) ein Matroid und C die Familie der Kreise von M,
dann gelten:

(C1) @ ¢C;
(C2) C ist eine Antikette, d.h. fir C,C" € C mit C # C"’ folgen C ¢ C" und C" ¢ C;

(C3) YVC,C" € C mit C' # C" und = € (C'n C") existiert ein weiterer Kreis D mit D ¢
(CulC")\um;

(C4) VC €C In e N mit |C] < n.

Beweis. (C1) Da die leere Menge stets unabhéngig ist, kann sie nicht in C liegen.
(C2) Folgt aus der Minimalitédt der Kreise C' und C".

(C3) Angenommen (C'UC’) \ z enthélt keinen Kreis, dann ist (C'uC’) \ 2 unabhéngig.
Gemaifs (C2) kénnen wir ein y € (C' N\ C") + @ wihlen. Die Menge U := C' \ y ist
unabhéngig, da C ein Kreis ist. Sei B eine Basis von C'u C’" mit B 2 U, dann ist
y ¢ B. Mindestens ein Element z des Kreises C” kann ebenfalls nicht in B enthalten
sein und aufgrund der Wahl ist y # z. Somit folgt

Bl <[(CulC)~{y, 2} =|Cul[-2<[(Cul’) Nzl
ein Widerspruch zur Maximalitat von B.

(C4) Entfernen wir aus einer minimal abhéngigen Menge ein einzelnes Element, so er-
halten wir eine unabhéngige Menge. Diese ist nach (I4) endlich.
O

Die Bedingung (C3) wird schwaches Kreiseliminationsaxiom genannt und aufgrund
der Bezeichnung ist es nahe liegend, dass auch ein starkes Kreiseliminationsaxiom exis-
tiert, welches sich aus den Kreis-Axiomen (C1), (C2) und (C3) folgern léasst:

(C3)" Fir alle C+C"eC, alle x € (CnC’) und y € (C'\ C") existiert mind. ein Kreis D
aus C, so dass ye D c (CuC’) \ z gilt.
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Es sei darauf hingewiesen, dass Bedingung (C1) impliziert, dass jeder Kreis (falls einer
existiert) nicht leer ist, da die leere Menge unabhéngig ist.

Beweis (C3)’. Wir beweisen durch Widerspruch. Seien C,C" € C verschiedene Kreise
und z € (CnC") bzw. y € C ~ C" Elemente, welche die Bedingung (C3)’ nicht erfiillen
und dabei zugleich k := |C'u C'| € N minimal ist. Der Bedingung (C3) folgend, existiert
ein DeC mit Dc (CuC’)~zund z,y ¢ D, weshalb sich D ¢ C,C" mit (C1) ergibt.
Weiter sind C,C",D + @ und y ¢ (C'u D), womit |C’"u D| < |C'uC’| = k folgt. Sei
re(D~C)c(Dn(C"), dann impliziert die Minimalitdt von k& und (C3) die Existenz
eines Kreises D’ € C mit x € D’ ¢ (C"u D) ~ r. Dann ist aber C' # D’ ein weiteres
Gegenbeispiel mit z € (Cn D’), y ¢ (C~D') und |C u D'| < |C'uC’| = k, welches im
Widerspruch zur Minimalitat von £ steht. O

I11.1.19 Satz: Seien M(S) ein Matroid, B eine Basis von M und p € S\ B, dann
existiert genau ein Kreis C' mit pe C € (B + p).

Beweis. Die Menge (B +p) ist abhéngig, da B maximal unabhéngig ist. Folglich enthélt
(B +p) einen Kreis O, fiir den stets p € C' gilt. Angenommen, es gibt zwei Kreise C' # C"
mit pe (CnC’) und (CuC’) c (B +p). Gemil (C3) existiert ein weiterer Kreis D mit
Dc(CuC")~\pc B, was nicht moglich ist. O

I11.1.20 Definition: Den eindeutig bestimmten Kreis des letzten Satzes nennen wir
Fundamentalkreis zur Basis B und dem Element p ¢ B und wir notieren ihn durch

Cy,(B) < B+p.

IT1.1.21 Satz: Seien M (S) ein Matroid, B eine Basis von M, p € B und ¢ ¢ B, dann
gilt die folgende Aquivalenz:

(BNp)+q ist Basis <« peC,(B).

Beweis. ,,=*: Angenommen, (B \ p) + ¢ ist eine Basis und p ¢ C,(B) € (B +¢q), dann ist
Cy(B) € (B~ p) + ¢ und mit Proposition (i) folgt die Abhéngigkeit der Menge
(B~ p) +q, was im Widerspruch zur Voraussetzung steht.

,<" Sei nun p € Cy(B) und angenommen (B \ p) + ¢ wire keine Basis. Da sémtliche
Basen dieselbe Méchtigkeit besitzen, muss (B \ p) + ¢ abhéngig sein, woraus folgt, dass
ein Kreis D mit D ¢ (B \ p) + ¢ existiert. Dann ist D # C,(B) nach dem letzten Satz
und zudem liegt ¢ im Durchschnitt D n C,(B). Wegen (C3) existiert ein weiterer Kreis
D'c(DuC,(B))~qc B, was nicht moglich ist. O

I11.1.22 Beispiel: Sei V := 3 der Vektorraum bestehend aus 23 = 8 Vektoren, dann
bildet V' zusammen mit der linearen Hiille das Vektorraummatroid M[F3]. Neben den
sieben 1-dimensionalen Unterrdumen {v,0} mit v € V,v # 0 existieren genau sieben 2-
dimensionale Unterraume von V', die je von zwei linear unabhéngigen Vektoren aus V'
aufgespannt werden.
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Durch Léschen der Schlingen, Identifizieren jeder parallelen Klasse mit genau einem
Représentanten und Festhalten der iibrigen Elemente erhalten wir die Simplifikation
M[V], in der jeder Punkt bzw. jede Gerade aus einem 1- bzw. 2-dimensionalen Unter-
raum von V' hervorgeht.

Eine graphische Darstellung von M[F3] ist in Abbildung [[II.2] skizziert.

I11.1.23 Definition: Seien V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum, n € N und M[V] das

zugehorige Vektorraummatroid. Dann heift die Simplifikation PG(V') := M[V'] (der tiber
V' koordinatisierbare) projektive Raum oder projektives Matroid.

Da K-Vektorrdume derselben Dimension n € N isomorph sind, schreiben wir im Fall
dim(V) = n+ 1 auch PG(n, K) statt PG(V'). Sind K = F, und ¢ = p* mit k € N und p
Primzahl, dann notieren wir PG(n, K) auch durch PG(n,q).

1.3. Unterraumverbande

In diesem Teilabschnitt wird gezeigt, dass eine eineindeutige Beziehung zwischen geo-
metrischen Verbanden und einfachen Matroiden existiert. Soweit keine Missverstéandnis-
se oder Verwechslungen zu befiirchten sind, werden wir im Folgenden einen Verband

L=(L,AvV)=(L;<) durch L(L) bzw. £ notieren.

Jedes Matroid M (S) korrespondiert mit einem vollstédndigen Verband L[ M (S)], des-
sen Grundmenge das Hiillensystem der Unterrdume von M (.S) bildet.

I11.1.24 Proposition: Sei £(L) mit L := F(M) der Unterraumverband eines Matroids
M(S), dann gelten:

(i) £ ist ein Punktverband,;
(ii) Jede Kette aus L ist endlich;
(iii) £ ist semimodular.
Jeder Unterraumverband eines Matroids ist also geometrisch.

Beweis. (i) Sei A € L ein Unterraum von M, dann ist A = V44 @. Jedes Element aus
L kann demnach als Verbindung von Punkten aus S dargestellt werden.

(ii) Sei (A;)ien eine abzéhlbar unendliche Kette von Unterrdumen aus M (S), dann
gilt aufgrund der Definition einer Kette entweder A; € A;,1 oder A; 2 A;,; fiir alle
i € N. Wir setzen A := U;y A;, dann existiert geméf (M2) eine endliche Menge
B c A, so dass B = A erfiillt ist. Da B endlich und in A enthalten ist, gibt es einen
Index j € N mit B € A, so dass A = B ¢ A; = A; gilt. Dies bedeutet, dass die
Folge (A;)ieay in einer geschlossenen Menge A; = A;,; = ... terminiert, also ohne
Redundanz endlich ist.
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Nehmen wir an, die Folge (A;)n, sei echt absteigend, d.h. es gilt A; 2 A;yq fiir
alle 7 € Ny. Betrachten wir eine unendliche Folge bestehend aus beliebigen Atomen
A:={ay,as,...} mit a; € A;_1NA; fiir alle i € N. Sei T; := {a;, a;41, . . .} die unendliche
Teilfolge von A, die aus Teilmengen der Unterrdiume A; besteht. Da A, = Ajq G
A; = A;, ist a; aufgrund der Wahl nicht in T}, fiir ¢ € N enthalten, d.h. kein Element
a; befindet sich im Abschluss der Menge seiner Nachfolger T;,1 = {a;1, @iso, .- -}
Weiter bezeichne B; := A \ a; diejenige Menge, welche a; nicht enthélt.
Angenommen, es ist a; € B; fiir ein 4, dann existiert (wegen a; ¢ T;,1) ein maximales
J€Nmit j <i-1,sodassa; € T; n B;. Seinun B := Tj,1nB; dann ist Bua; = T;nB;
und a; ¢ B C ﬁ Da a; € Bua; folgt mit dem Austauschaxiom a; € Bua,. Es
ist aber Bua,; = T;,; womit der Widerspruch zu a; ¢ T, folgt. Es gibt also kein
i mit a; € B; und die Teilfolge T} = {ay,as,...} hitte keine echte Teilmenge mit
demselben Abschluss, was dem Axiom (M2) widerspricht. Demnach existiert keine
echte unendlich absteigende Folge von Unterrdumen.

(iii) £ erfiillt die Austauscheigenschaft, da M(S) ein Matroid ist. Mit Proposition
folgt damit die Semimodularitét von L.
O

Der néchste Satz bildet das Hauptergebnis dieses Teilabschnitts, da er die Verbindung
zwischen (einfachen) Matroiden und geometrischen Verbénden herstellt.

I11.1.25 Satz: Seien L£(L) ein geometrischer Verband und S die Menge der Atome von
L, dann definiert

cl: 2% - 2% mit

A A:={aeS|a<supA}
ein einfaches Matroid M(S) := (S, cl) mit L[M(S)] =z L(L).

Beweis. Sei a € A ¢ S, dann ist a € supA, weshalb die Extensitit von cl folgt. Die
Eigenschaft (HO2) und (HO3) ergeben sich ebenso aus den Definitionen, weshalb die
Abbildung cl ein Hiillenoperator ist.

Die Austauscheigenschaft (M1) ergibt sich aus Proposition und der Semimodu-
laritdt von L. Sei A € S eine Menge von Atomen und z := supA € L. Wir nummerieren
die Atome aus A durch und setzen Cy := @. Weiter definieren wir eine aufsteigende Kette
in A rekursiv durch C; := C;_1 + a; mit a; € A\ C;_1, die in einem geometrischen Verband
nur endliche Lénge n € N besitzen kann. Dem folgend ist {ay,...,a,} eine endliche Men-
ge von Atomen mit A = {ay,...,a,} und somit (S,cl) ein einfaches Matroid.

Wir stellen weiter fest, dass eine Menge von Atomen A ¢ S genau dann die Gleichung
A = A erfiillt, wenn A mit der Menge aller Atome unterhalb eines Verbandselementes
x € L iibereinstimmt. Da £ ein Punktverband ist gibt es eine bijektive ordnungserhal-
tende Korrespondenz zwischen den abgeschlossenen Mengen von S und den Elementen
von L. Es folgt L(L) = L[M(S)].

[
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Gemék dem letzten Satz und Proposition |[I1.1.24]besteht eine eineindeutige Beziehung
zwischen einfachen Matroiden und geometrischen Verbéanden. Es ist daher legitim die
Begriffe der Matroidtheorie auf geometrische Verbénde anzuwenden und umgekehrt.

I11.1.26 Proposition: Seien L[ M (.S)] ein geometrischer Verband mit zugehorigem Ma-
troid M (S) und den Rangfunktionen A\ bzw. r, dann gilt fiir alle A ¢ S die Identitét:

r(A) = A(A).

Beweis. Geméfs Proposition ist 7(A) = r(A) fiir alle Ac S. Fiir 7(A) = 0 ist die
Behauptung klar, da dann z := A € L := F(M) gerade dem Nullelement o € L entspricht.
Wir diirfen also r(A) = n € N annehmen, dann ist der Rang gerade die Michtigkeit einer
und damit jeder Basis B = {by,...,b,} von A. Sei weiter z;:=0="bgV ...V b; eine Kette
der ersten i < n Basisvektoren von M (.S). Aufgrund der Bedeckungseigenschaft x; ; < x;

fir allei e N, bﬂiet To < T1 <...<ux, eine maximale Kette von 0 = g nach z,, = A. Es
ist also A(z) =r(A) =r(A) =n. O

Bemerkung: Vermoge der letzten Proposition, werden wir nicht mehr zwischen dem
ordnungstheoretischen Rang eines geometrischen Verbandes und dem Rang eines (einfa-
chen) Matroids unterscheiden. Sofern keine Verwechslungen zu befiirchten sind, werden
wir die Rangfunktion r eines Matroids M verwenden ohne diese explizit festzulegen.

1.4. Matroide und Geometrie

Betrachten wir eine Menge P von Punkten und eine Familie G ¢ 27 von Geraden aus-
gestattet mit einer Inzidenzrelation I € (P x G). Seien P € P ein Punkt und g € G eine
Gerade, dann inzidieren P und g genau dann (d.h. stehen in Relation I), wenn der
Durchschnitt P n g nichtleer und damit P in g enthalten ist. Wir sagen, dass P auf g
liegt oder g durch P geht, falls der Punkt P und die Gerade g inzidieren. Weiter halten
wir fest, dass sich zwei Geraden in einem Punkt P schneiden, wenn beide Geraden mit
P inzidieren.

Zunachst kldren wir den ersten zentralen Begriff dieses Teilabschnitts.

IT11.1.27 Definition: Eine projektive Geometrie ist ein Tripel PG = (P, G, ), das die
folgenden Axiome erfiillt:

(P1) Durch zwei verschiedene Punkte geht genau eine Gerade.

(P2) Bilden die Punkte P,Q, R ein Dreieck (d.h. liegen P, @, R nicht auf einer gemein-
samen Geraden), und schneidet die Gerade g zwei Seiten des Dreiecks (aber nicht
P,@ oder R), so schneidet g auch die dritte Seite.

(P3) Jede Gerade inzidiert mit mindestens drei Punkten.

(P4) Die Menge P ist vom endlichen Rang n.
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Den Begriff des Ranges einer projektiven Geometrie miissen wir noch erlautern, wozu
wir folgende Definition bendtigen.

IT1.1.28 Definition: Eine Menge von Punkten U € P heifst Unterraum, wenn U mit je
zwei Punkten P # () die gesamte Gerade, die durch P und @) geht, enthalt.

Die Menge P ist ein Unterraum und zudem ist der beliebige Durchschnitt von Un-
terrdumen ein Unterraum derselben projektiven Geometrie PG, d.h. die Menge aller
Unterraume einer projektiven Geometrie ist ein Hiillensystem, das wir durch H[PG]
notieren.

IT1.1.29 Definition: 1. Die Abbildung ()ge, : 27 — 27, definiert durch

X (Xgeo= (1Y,

XcY
Y Unterraum

nennen wir geometrischen Abschluss der Menge X ¢ P von Punkten. Sodann heifst
X Erzeugendensystem des Unterraumes (X )geo und wir sagen, X spannt (X )geo

auf.
2. Der Rang r(X) einer Menge von Punkten X ¢ P sei erklart durch
r(X):=min {|T]: T ¢ X und (T)geo = X},

d.h. durch die Anzahl der Punkte eines beziiglich der Inklusionsordnung kleinsten
Erzeugendensystems von X.

3. Die Dimension Dim(PG) einer projektiven Geometrie sei der um eins verminderte

Rang r(P) derselben, d.h. Dim(PG) =r(P) - 1.

IT1.1.30 Satz: Jede projektive Geometrie PG zusammen mit dem geometrischen Ab-
schluss, ist ein einfaches Matroid mit modularem Unterraumverband.

Beweis. |Aig76], Satz (VI1.2.20). O

Aufgrund des letzten Satzes nennen wir eine projektive Geometrie auch projektives
Matroid. Der néachste Satz zeigt den Zusammenhang zwischen den koordinatisierbaren
projektiven Rdumen und den projektiven Geometrien auf.

II1.1.31 Satz (Struktursatz fiir projektive Geometrien): Seien V' ein K-Vektorraum
und n € N, dann gelten:

(i) Jeder projektive Raum PG(V) ist eine projektive Geometrie PG;

(ii) Umgekehrt ist jede projektive Geometrie PG der Dimension n > 3 koordinati-

sierbar, d.h. es existiert ein K-Vektorraum V mit dim(V) = n+1 > 4, so dass
PG 2 PG(V).
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Beweis. (i) Satz 2.1.1, [BR04];

(ii) Satz 3.4.2 und Korollar 3.4.3, [BR04].
[

Eng mit projektiven Rédumen PG(V') verwandt sind die affinen Rdume AG(V'), da die
affinen Unterrdume von V die durch eine Translation verschobenen Untervektorraume
von V sind.

Bereits in Teilabschnitt haben wir das Hiillensystem H[AG(V)] zusammen mit
der affinen Hiille erklért und den daraus induzierten affinen Verband L[AG(V)] als
vollstandig identifiziert.

IT1.1.32 Proposition: Seien V ein K-Vektorraumes und ().g die affine Hiille, dann ist
AG(S) = (5,()ag) mit S €V ein Matroid.

Beweis. Geméaf Beispiel bildet die Menge aller affinen Unterrdume von V' ein
Hiillensystem mit dem dazu korrespondierenden Hiillenoperator ().q. Aus der analyti-
schen Geometrie ist weiterhin bekannt, dass die Forderung (M1) nach einer endlichen
Basis erfiillt ist. Seien nun A € S, x,y € S mit = ¢ (A).g und x € (A U y).g, dann ist
T=py+ Y Ay mit ;€ A, p+ Yy A= 1und p# 0, woraus wir y = e - Y, p A\
und somit y € (A U z).g erhalten. u

I11.1.33 Definition: Das Matroid AG(.S) heift affines Matroid mit Grundmenge S ¢V
iber dem K-Vektorraum V.

Bemerkung: Sofern moglich, werden wir Matroide M (S) mit endlicher Grundmenge S
in die affinen Anschauungsrdume einbetten, um dadurch eine geometrische Darstellung
des Matroids zu erhalten. Geraden, die lediglich zwei Punkte oder Ebenen, die nur
drei Punkte enthalten, werden wir zugunsten der besseren Ubersicht wegen nur selektiv
skizzieren.

Wir interessieren uns in dieser Arbeit vor allem fiir endliche koordinatisierbare pro-
jektive Matroide PG(n,q) und deren Unterstrukturen.

IT11.1.34 Definition: Seien k,n € N° mit 0 < k <n, dann nennen wir die Zahl

(n) _ (" =-D(g"=q) ... (¢" = ¢"")
klg ("-1)(¢*-q)...(¢"-q¢"1)
(- -1). (" -1)
(¢"-1)(¢"'-1)...(¢-1)
k;—lq —i_l
- g ¢t — 1

den Gaufl’schen Koeffizienten (Z)q.
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Es ist (g)q =1 fiir alle n € N, da wir das leere Produkt gleich 1 setzen.

IT1.1.35 Proposition: Sei k € N°, dann gilt:
(i) Die Anzahl der Unterrdume vom Rang k in PG(n - 1,q) ist (Z)q;

(ii) Die Anzahl der k-elementigen unabhéngigen Teilmengen in PG(n -1, q) ist
O e
klig g-1 E'\qg-1)\qg-1) "\ ¢-1

(ii) Die Anzahl der k-elementigen Kreise in PG(n - 1,¢) ist 0 fiir £ < 3 und

1
—(¢"-1)(¢" - q)...(¢" - ¢"?) fiir k> 3.
k!(q_l)(q )@ =q)...(¢"—¢") fir k>
Beweis. [Ox106], Proposition 6.1.4. O

Insbesondere besitzt jeder projektive Raum PG(n,q) genau

n : " qn+1_1
Y =¢"+¢" +. . +q" =
i=0 q-1

und jede Gerade von PG(n,q) genau ¢ + 1 Punkte.

I11.1.36 Beispiel: a) Das affine Matroid AG(F2) vom Rang 3 ist dargestellt in Abbil-
dung[lII.1jund besteht aus 9 = 32 Punkten. Die Menge G4 := {(0,0);(1,0);(2,0)} =

(0,0) (0,1) (0,2)

Abb. IIL.1.: Affines Matroid AG(F3)

((1,0)) ist ein Untervektorraum von F2 und Gs := {(0,1);(1,1);(2,1)} sowie
Gs = {(0,2);(1,2);(2,2)} sind Translationen von G; um (0,1) bzw. (0,2) und
somit sind G1, Gy und G5 parallele Geraden in AG(F3). Analog erhalten wir drei
weitere Klassen paralleler Geraden und somit insgesamt 12 Geraden von AG(F3).
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b) In Beispiel wurde bereits das koordinatisierbare projektive Matroid F7 :=
PG(2,2) betrachtet, welches auch oft Fano-Matroid oder Fano-Ebene genannt
wird. Obwohl F; nicht als affines Matroid realisiert werden kann, ist die graphi-
sche Darstellung in Abbildung durchaus niitzlich. Entfernen wir eine beliebige
Gerade aus PG(2,2), so erhalten wir die affine Geometrie AG(FF%) mit insgesamt
vier Punkten.

Abb. II1.2.: Projektiver Raum PG(2,2)

1.5. Kryptomorphe Charakterisierung

Die Existenz vieler dquivalenter Charakterisierungen ist ein wesentliches Merkmal von
Matroiden. In diesem Teilabschnitt werden wir einige fiir uns wesentliche kryptomorphe
Definitionen einfithren und deren Gleichwertigkeit nachweisen. Dieser Fassettenreichtum
wird sich spéter auszahlen, da je nach Problemstellung die eine oder andere Definition
eines Matroids am geeignetsten ist.

I11.1.37 Satz: Seien M(S) ein Matroid mit Abschlussoperator cl : 29 — 25 sowie Rang-
funktion 7 : 29 - Ny und Z, D bzw. C das System der unabhéngigen, der abhingigen
Mengen bzw. Kreise von M. Dann gelten fiir pe S und X ¢ S:

(i) pe X < (peX oder 3U e Z(X) mit UupeD)
(ii) pe X < (peX oder 3C eC mit pe C c X up)
(iii) pe X < r(Xup)=r(X).

Beweis. (i) ,= Seien p e X \ X und U eine Basis von X. Nach Proposition [I11.1.16
gilt 7(X) =r(X)=|U|<|Uup|, dh. Uup¢Z, womit U up e D folgt.

,<“ Angenommen p € S~ X und U € Z mit U ¢ X, dann ist p ¢ U und mit
Proposition folgt die Unabhéngigkeit von U u p, was im Widerspruch zur

Voraussetzung steht.
(ii) Unmittelbar einsichtig mit (i).

(iii) Es ist p € X genau dann, wenn X up = X = B, wobei B eine Basis von X sei. Das
ist genau dann der Fall, wenn r(X up) =r(X).
O

Die Familie der Kreise C sowie das System der unabhéngigen Mengen 7 eines Matroids
M (S) bestimmen eindeutig dessen Abschlussoperator cl und somit das Matroid selbst.
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Wir haben bereits festgehalten, dass Z ein Ideal ist, weshalb dieses Mengensystem auch
durch seine maximalen Elemente und damit durch B determiniert wird. Daraus folgt,
dass auch die Menge aller Basen B den Abschlussoperator cl und damit das Matroid
M (S) bestimmt.

Umgekehrt kénnen wir uns die Frage stellen, unter welchen Bedingungen eine Teil-
menge von 2° eindeutig ein Matroid bestimmt. Die folgenden Satze geben darauf eine
Antwort.

I11.1.38 Proposition: Seien Z ¢ 29 eine Familie von Mengen, welche die Axiome (I1)
bis (I4) erfiillt und cl: 2% - 25 mit X ~ cl(X) := X eine Abbildung erklért durch (i) aus
Satz [[I1.1.37, dann ist cl ein Hiillenoperator.

Beweis. Die Abbildung cl erfiillt die Eigenschaften (HO1) und (HO2), wie unmittelbar
aus der Definition folgt. Weiter halten wir fest, dass die beziiglich der Inklusionsordnung
maximalen Teilmengen aus Z dieselbe endliche Méchtigkeit besitzen: Anderenfalls wiirde
es zwei endliche maximale Mengen Uy, Us € Z mit |U;| < |Us| geben und aus (I3) Uy +p e Z
mit p € Uy \ U; folgen — Widerspruch. Wir nennen daher die Elemente aus Z unabhdingig
und die gemeinsame Méichtigkeit aller maximal unabhingigen Teilmengen U ¢ X ¢ S
den Rang von X.

Fiir den Nachweis der Idempotenz (HO3) zeigen wir zunéchst r(X) = r(X) fiir alle
X ¢ S: Dazu nehmen wir an, dass U] = 7(X) < 7(X) = [Uy] gilt, wobei U, bzw. Uy

maximal unabhéngige Teilmengen von X bzw. X sind. Nach (I3) existiert ein p € Uy \ Uy
mit U, +p € Z und aufgrund der Maximalitiit von U; ist p € X\ X. Gemiif Satz (i)
kénnen wir ein U’ € Z mit U’ up ¢ Z wahlen und zu einer maximal unabhéngigen Menge
U"” von X mit U” 2 U" und |U"| = r(X) = |U;| erweitern. Da p ¢ Uy, ist |[U"| < |Uy + p|,
womit U” up nach (I3) unabhéngig ist und damit nach (I12) auch U’ up — Widerspruch.

Nehmen wir nun an, es existiert ein z € X \ X, was Uuz € Z fiir alle U e Z mit U ¢ X
geméfs Satz [[11.1.37] (i) zur Folge hat. Damit erhalten wir den Widerspruch

r(X) > {fna%((qu) = r(X)+1 = r(X)+1,
vex

weshalb cl idempotent und damit ein Hiillenoperator ist. m

I11.1.39 Satz (Unabhéngigkeitsaxiome): Sei M (S) ein Matroid mit Z als System der
unabhéngigen Mengen, dann erfiillt M die Axiome (I1) bis (I4). Gelten umgekehrt die

Bedingungen (I1) bis (I4) fiir ein Mengensystem U ¢ 29, so wird dadurch eindeutig ein
Matroid M (S) erklért.

Beweis. Nach Proposition erfiillt M die Axiome (I1) bis (I4). Sei also umgekehrt
T c 2% ein System von Mengen, welches den Axiome (I1) bis (I4) gentigt. Ferner sei
cl: 25 - 25 der Hiillenoperator aus Proposition und es gelten die dort eingefiihr-
ten Bezeichnungen.

Aufgrund der Definition von cl und der Bedingung (14) folgt die Existenz einer end-
lichen Basis und damit (M2), wozu wir wir nur noch (M1) nachweisen miissen. Seien

46



Matroide

dazu p,ge S und X ¢ S mit p¢ X, pe X Uq gegeben. Mit Hilfe der Kontraposition von

Proposition [I11.1.37|und p ¢ X ergibt sich
péX = pé¢X und (AU eZ(X): (U'up)eD). (I11.2)

Geméf Definition von cl existiert U € Z mit U ¢ (X ugq) und U up € D. Aufgrund der
Implikation und der Existenz von U ist ¢ € U, da anderenfalls U ¢ X gilt. Wegen
(I12) ist U \ ¢ unabhingig und mit p ¢ X 2 U \ ¢ sowie Proposition ergibt sich die
Unabhéngigkeit von U’ := (U \ ¢) + p mit U’ € (X +p) und (U’ + ¢) € D. Demnach ist
q € X +p und es folgt die Giiltigkeit der Austauscheigenschaft. Mit Hilfe der Definition
von cl und den Axiomen (I1) bis (I4) ist die Aquivalenz X € Z < 2 ¢ X~z Vo e X
einsichtig. Es ist Z also das Mengensystem der unabhéangiger Mengen eines Matroids. [

Die Charakterisierung mit Hilfe der Basisaxiome folgt unmittelbar aus dem oben be-
wiesenen Satz, da Basen spezielle unabhéngige Mengen sind.

I11.1.40 Satz (Basisaxiome): Seien M (S) ein Matroid und B das System der Basen von
M, dann gelten die Axiome (B1) bis (B4). Erfiillt umgekehrt ein Mengensystem B ¢ 2°
die Bedingungen (B1) bis (B4), so wird dadurch eindeutig ein Matroid M (S) erklért,
wobei der Abschluss in M mittels (i) von Proposition begriindet wird.

Beweis. Ist M(S) ein Matroid und B das System der Basen von M, dann erfiillt B
die Axiome (B1) bis (B4) geméfs Folgerung [II1.1.9] Die Umkehrung ergibt sich durch
Riickfithrung auf den letzten Satz. O

Seien n, k € Ny mit k£ < n, S eine Menge mit genau n Elementen und B := {X ¢ §':
|X| =k} die Familie aller Teilmengen von S mit genau k Elementen. Das Mengensystem
B erfiillt offenbar die Basisaxiome und induziert somit ein Matroid vom Rang k£ mit n
Elementen, welches wir mit U;'(.S) bezeichnen.

IT1.1.41 Definition: Seien k,n € Ny mit k < n, dann heift U}'(S) uniformes Matroid
vom Rang k£ mit n Elementen.

I11.1.42 Beispiel: In Abbildung [II1.3| sind die uniformen Matroide U3, US sowie U
geometrisch dargestellt. In letzterem Matroid sind alle maximal 4-elementigen Teilmen-

U3 Ug Ug

Abb. II1.3.: Darstellung dreier uniformer Matroide

47



Matroide

gen unabhéngig, womit die 5-elementigen Teilmengen Kreise darstellen. Analoges lésst
sich iiber die Gerade U; und UY festhalten.

I11.1.43 Satz (Kreisaxiome): Seien M (S) ein Matroid und C das System der Kreise von
M, dann gelten die Axiome (C1) bis (C4). Erfiillt umgekehrt ein Mengensystem C ¢ 29
die Bedingungen (C1) bis (C4), so wird dadurch eindeutig ein Matroid M (.S) erklért.

Beweis. Gemaf Proposition erfilllt M die Axiome (C1) bis (C4). Umgekehrt
werden wir nachweisen, dass die Basisaxiome erfiillt sind und damit das Mengensystem
C ein Matroid erklart. Die Elemente aus C nennen wir Kreise und jede Obermenge eines
Kreises nennen wir abhdngig. Die nicht abhédngigen Teilmengen von S nennen wir unab-
héngig. Sei B die Menge aller beziiglich der Inklusionsordnung maximal unabhéngigen
Teilmengen von S. Die leere Menge ist nicht abhéngig, weshalb stets eine Basis existiert.
Die Maximalitét einer jeden Basis impliziert (B2) und die Endlichkeit derselben folgt un-
mittelbar aus (C4). Es bleibt also nur noch (B3) die Austauscheigenschaft nachzuweisen:

Das Axiom (C3) impliziert die Giiltigkeit von Satz sowie der Richtung ,=*
von Satz bzw. davon modifizierten Varianten. Fiir die umgekehrte Richtung ,,<*
von Satz folgt aus (C3) zundchst nur die Unabhéngigkeit von (B~ p) u ¢, falls
p € Cy(B). Wére B’ := (B \ p) U ¢ nicht maximal unabhéngig, so gébe es B” € B mit
B’ ¢ B". Wahlen wir r € B” \~ B’, dann ist p € C,(B) n C,.(B), weshalb aus (C3) die
Existenz von D € C mit D ¢ (Cy(B)u C,(B)) ~ p ¢ B” folgen wiirde — Widerspruch. Es

gilt also Satz [[T1.1.21]

Seien nun B, B’ € B zwei verschiedene Basen und p € B\ B’. Unter allen Kreisen C' mit
peC c(BuB’) wihlen wir Cj so, dass |Cy \ B| minimal ist, notfalls C,(B’). Aufgrund
der Definitionen ist Cy \ B # @ und wir behaupten, dass fiir jedes q € Cy \ B die Menge
(B~ p) uq wieder eine Basis ist. Falls nicht, gilt p ¢ C,(B) nach Satz Wenden
wir nun die Bedingung (C3)’ auf C, # Cy(B) an und schliefen auf die Existenz von D € C
mit p e D € (CouCy(B)) N ¢, dann ist pe D € Bu B’ und |D ~ B| < |Cy \ B|, was im
Widerspruch zur Minimalitét von |Cy \ B| steht. O

IT1.1.44 Satz (Rangaxiome): Sei M(S) ein Matroid mit Rangfunktion r : 25 — Ny,
dann gelten die Axiome (R1) bis (R3). Ist umgekehrt r : 25 - Ny eine Abbildung, welche
den Bedingungen (R1) bis (R3) geniigt, so existiert ein Matroid auf S, dessen zugehorige
Rangfunktion r ist.

Beweis. [Aig76], Satz VI.1.18. O

Die Beschreibung eines Matroids mit Hilfe der Rangfunktion werden wir im folgenden
Abschnitt benotigen.
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1.6. Orthogonalitat

Als néchstes werden wir das duféerst niitzliche Konzept der Orthogonalitét eines Matroids
M (S) einfithren und uns diesbeziiglich an [Cra86] orientieren. Die Grundmenge S sei
in diesem Abschnitt stets endlich, da anderenfalls einige Satze ihre Giiltigkeit verlieren
wiirden.

I11.1.45 Definition: Seien M(.S) ein endliches Matroid mit Rangfunktion r : 25 - Nj
und X ¢ 5, dann heifst n(X) := | X|-r(X) Nullitit von X. Die Differenz

r*(X):=n(S)-n(S\ X)

zwischen der Nullitdt der Grundmenge S und der Nullitdt von S N\ X nennen wir den
orthogonalen Rang von X € S.

Zunéchst weisen wir nach, dass die durch den orthogonalen Rang induzierte wohl-
definierte Abbildung r* : 25 — Z, welche wir orthogonale Rangfunktion nennen, eine
Rangfunktion eines Matroids mit Grundmenge S' ist.

I11.1.46 Satz: Sei M (.S) ein endliches Matroid mit Rangfunktion r : 2% - Ny, dann ist
r*: 2% - 7 die Rangfunktion eines eindeutig bestimmten Matroids.

Beweis. Zunéchst stellen wir fest, dass 7*(&) =n(S) —n(S\ @) =0. Sei nun Y 2 X mit
X <Y in (29;¢), dann ist

r*(YV)-r*(X) = Y| - |X|-[r(S\NX)=r(S \Y)]=1-[r(S\NX)-r(S\Y)],

wobei der Term in den eckigen Klammern einen Wert aus {0, 1} annimmt. Der Rang
r*(Y') ist also gleich 7 (X') oder r*(X)+1, weshalb (R2) folgt. Aufgrund der Endlichkeit
ist nun auch (R1) evident. Seien nun X,Y € 25 Element des distributiven Booleschen
Verbandes (vgl. Beispiel [[.3.27), dann gilt unter der Pramisse X ¢ Y die Gleichung
IXuY|+|XnY|=|X]|+]|Y| und somit
r'(XnY)+r (XuY)

= | XnY|[+|XuY|+r[(SNX)u(S\Y)]-r[(SNX)n (S Y)]-2r(S)

<IXT+Y][+r(SNX)+r(S\NY)-2r(5)

=r*(X) +r*(Y).

Die Abbildung r* ist demnach eine Rangfunktion und geméf Satz wird dadurch

eindeutig ein Matroid bestimmt. O

I11.1.47 Definition: Sei M (.S) ein endliches Matroid mit Rangfunktion r : 25 — Ny.

1. Das durch die orthogonale Rangfunktion r* : 25 — Ny bestimmte Matroid heifst
das zu M orthogonale oder duale Matroid und wir bezeichnen es durch M*(S).
Manchmal nennen wir M*(S) auch das Dual von M.

2. Die Basen, Kreise und Hyperebenen von M* heifen Cobasen, Cokreise und Cohy-
perebenen von M.
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3. Eine unabhéngige bzw. erzeugende Menge in M* heifst counabhdngig bzw. coer-
zeugend in M. Den Rang r*(X) fir X ¢ S nennen wir den Corang von X in
M.

Der Abschlussoperator des orthogonalen Matroids M*, den wir Coabschlussoperator
von M nennen, ist bestimmt durch die orthogonale Rangfunktion r* zusammen mit der

Aquivalenz aus (iii) von Proposition [III.1.37, Den Coabschluss einer Menge X ¢ S im
Matroid M* werden wir durch ¢l*(X):= X notieren.

I11.1.48 Proposition: Seien M (S) ein endliches Matroid und M*(S) das zu M ortho-
gonale Matroid auf einer endlichen Grundmenge S, dann gelten:

(i) r(M)+r(M*) =15];
(i) M = (M*)".

Beweis. (i) Esist r(S) +r*(S) =r(S) +[|S|-r(5) +r(2)] =|5].
(ii) Fiir jede Teilmenge X ¢ S gilt
r (X)) =X+ r (S~ X)-r°(S)

= X[+ {19~ X]+r(X) = r(5)] - [IS] = 7(5)]

da | X|+|S ~ X]|-|S| = 0. Die Behauptung folgt mit Satz [[11.1.44}
[

Ist eine Aussage in einem Matroid M (.S) wahr, dann impliziert Satz die Giil-
tigkeit der ,Co-Aussage”, die dadurch gebildet wird, dass wir z.B. Begriffe wie ,Kreis“
bzw. ,Basis* durch ,Cokreis“ bzw. ,Cobasis* ersetzen. Wir nennen diesen Zusammen-
hang Dualitdtsprinzip fir Matroide und halten fest, dass die in den Abschnitten [2| und
diskutierten Dualitdtsprinzipien im Allgemeinen nicht mit denen fiir Matroide iiber-
einstimmen.

IT1.1.49 Proposition: Seien M (S), M*(S) endliche Matroide mit Abschlussoperatoren
cl bzw. cl*, pe Sund X, Y € S\ p, sodass S=X+Y +p, dann gilt die Aquivalenz

pey = pgé?*.

Beweis. Geméfs den Voraussetzungen und Proposition [I11.1.37] (iii) gilt

pey PN T(XUp):T(X) <~ T*(Y)<T*(Y+p) <~ pﬁé?*

IT1.1.50 Satz: Seien M (S) ein endliches Matroid und X ¢ S, dann gelten:
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(i) X ist unabhéngigin M < S~ X spannt M* auf;
(il) X ist Basisin M < S~ X ist Basis in M*;

(i) X ist Kreisin M < S\ X ist eine Hyperebene von M*.

Beweis. (i) Die unabhéngigen Mengen X € Z(M) sind gerade solche, fiir die [pe X =
p ¢ X \ p] erfiillt ist. Gem&R Proposition [[11.1.49| folgt de Aquivalenz p¢ X \p <

pES\X*,WomitpES\X* < S\X*:SfﬁrallepeXgilt.

(ii) X < S ist Basis < X ist unabhéngig, spannt M auf und mit dem Beweis aus (i)
dieses Satzes ist das genau dann der Fall, wenn S\ X aufspannend und unabhéngig
in M* ist.

(iii) X < S ist ein Kreis < X ist die minimal abhéngige Menge in M und dies ist mit
(i) genau dann der Fall, wenn S \ X eine maximal nicht spannende Menge und
gemaft Satz somit eine Hyperebene von M* ist.

O

In Abbildung[[II.4] sind zwei Matroide und ihre orthogonalen Gegenstiicke dargestellt.

2
@;

Abb. I11.4.: Darstellung von Matroiden und ihren orthogonalen Gegenstiicken

Die Duale der uniformen Matroide sind &ufterst einfach zu bestimmen, wie folgendes
Beispiel zeigen wird.

ITI.1.51 Beispiel: Betrachten wir ein uniformes Matroid U;!(.S), dessen Basen geméfs
Definition die k-elementigen Teilmengen von S sind. Satz [I11.1.50| (ii) besagt, dass die
Basen des dualen Matroids [U}(.S)]* durch die Komplemente und damit durch die (n -
k)-elementigen Teilmengen von S determiniert sind. Es ist also

[l =0r,. (IIL.3)

n—
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IT1.1.52 Satz: Sei U}*(S) ein uniformes Matroid, dann gilt:

(i) Die Kreise von U}’ sind bestimmt durch

(U = %] falls k=n
PO HX cEWUD)| X =k+1} falls k<n’

(ii) Die Hyperebenen von U}’ sind bestimmt durch

%) falls k=1

H(UP) = .
(Ui {{XgE(U;;)| IX|=k-1} falls k> 1

Beweis. Die erste Behauptung (i) ist aufgrund der Definition eines uniformen Matroids
evident. Die Cokreise von U sind geméf Gleichung ([I1.3) die Kreise von U™ ,, d.h. die
(n — k + 1)-elementigen Mengen von S und mit Satz [[11.1.50| folgt die Behauptung. [

IT1.1.53 Proposition: Die abgeschlossenen Mengen des Matroids U}*(S) bestehen aus
den Mengen X ¢ S mit |X|< k-1 oder | X]|=|S|=n.

Beweis. Geméfs Proposition 7.4.1. [Bry86] ist eine Menge X ¢ S genau dann abgeschlos-
sen, wenn

Y:=S\X=C; mitC;eC"(U})
iel
gilt. Aufgrund der Gleichung (III.3) ist es hinreichend nachzuweisen, dass Y eine Verei-
nigung von (n — k + 1)-elementigen Teilmengen aus S ist. Da X geméfs Voraussetzung
maximal k& — 1 oder alle Elemente enthilt, ist dies aufgrund von Satz [I11.1.52] (i) mog-
lich. O

Abschliefsend betrachten wir Schnittmengen von Kreisen und Cokreisen eines Matroids
und stellen fest, dass diese stets mindestens zwei Elemente enthalten.

I11.1.54 Satz: Seien M (.S) ein Matroid, C' ein Kreis und C* ein Cokreis von M, dann
ist [C'nC*|# 1.

Beweis. Angenommen, es gébe doch einen Kreis C' und einen Cokreis C* mit [C'nC*| = 1.
Betrachten wir die Hyperebene H := S \ C*, fiir die geméf Satz [[11.1.50| (iii) gerade
CnH =Cx\p, peC gilt. Daraus wiirde aber p € C'~p ¢ H folgen, was nicht sein
kann. O
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2. Konstruktion von Matroiden

2.1. Reduktion, Kontraktion und Minor

In Proposition [[I.3.25] haben wir nachgewiesen, dass die Reduktion und Kontraktion
eines Hiillenoperators wieder Hiillenoperatoren sind.

IT1.2.1 Definition: Seien M (.S) ein Matroid mit Abschlussoperator ¢l und X,Y ¢ S.

1. Das Paar M\X := (S \ X,clg\x) heikt Reduktion von M(S) um X auf S\ X.
Wir sagen auch M\X entsteht durch Restriktion auf S N~ X und schreiben dafiir
alternativ M|(S \ X).

2. Das Paar M /X = (S~ X, clg/x) heit Kontraktion von M(S) um X auf S\ X.

Zunéchst betrachten wir die Reduktion eines Matroids und setzen zur Vereinfachung
der Notation X¢ := S\ X. Wir erinnern uns, dass clg x : 25°% - 25X definiert ist durch
A~ AnXC.

I11.2.2 Satz: Seien M(S) ein Matroid mit Abschlussoperator ¢l : 2% - 25 und X ¢ S.
Die Reduktion M\X = M|X¢ ist ein Matroid und der zugeordnete Verband L[M\X]
wird vermoge der Abbildung

¢: L[M\X] - [0,XC] definiert durch A~ A

ordnungsisomorph in [0, XC] ¢ L[ M] eingebettet, wobei das Supremum in £[M\X] und
[0, X €] iibereinstimmt, im Allgemeinen jedoch nicht das Infimum. Ist insbesondere X¢
ein Unterraum von M (S), so gilt L[M\X] = [0, X¢].

Beweis. Die endliche Basenbedingung (M2) ergibt sich direkt aus der Definition des
Hiillenoperators clg x. Seien A ¢ X¢ und z,y € X¢ mit x ¢ clg\x(A) = An X sowie
zeclgx(Auy) = AuynXC, dannist x ¢ A bzw. x € AUy. Mit der Austauscheigenschaft
von cl folgt y € A+2n X% =clgx(A+x), dh. (SN X clg.x) ist ein Matroid. Seien ¢
wie im Satz oben definiert und ¢ : [0, X¢] - L[ M\X] gegeben durch
B+ (B):=BnX°.

Beide Abbildungen sind monoton und es gilt 1) o ¢ = id. Seien A, Ay € L[M\X] (d.h.
Aj, Ay € X©), dann ist

(b(Al \% Ag) = (b(ClS\X(Al @] AQ)) = Al U A2 NnX¢= Al @) AQ

= A1 v Ay = ¢(A) v o(Ay);
¢(A1 N Ag) = ¢(A1 N Ag) < A_lﬂA_Q = (b(Al) AN ¢(A2)

Im Fall X¢ e L[M] ist ¢ ot = id, weshalb mit Proposition [[1.3.12] L[M\X] = [0, X¢]
folgt. [

Wir erhalten den Verband L[ M\X ] indem wir die Suprema in £[M ] sdmtlicher Teil-
mengen von S\ X bilden und dann auf X¢ einschrinken.
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IT1.2.3 Folgerung: Seien M (.S) ein Matroid mit X €S und M\X = M|X¢ eine Restrik-
tion von M. Seien durch r bzw. 7yp x die Rangfunktionen von M bzw. M\ X bezeichnet,
dann gilt fiir A c X¢:

(i) A ist unabhéngig in M\X < A ist unabhéngig in M(S);
(i) Aist Basisin M\X <« A ist Basis von X% in M(S);
(iii) Aist Kreisin M\X < A ist Kreis in M(S);
(iv) ranx(A) =r(4) .

Auch die Kontraktion eines Matroids ist ein Matroid, wie folgend gezeigt wird. Es ist
clg/x 1 29°% - 29X bestimmt durch A~ Au X \ X.

II1.2.4 Satz: Seien M (S) ein Matroid mit Abschlussoperator cl und X ¢ S. Die Kon-
traktion M /X von M ist ein Matroid und der zugeordnete Verband L[ M /X ] ist vermoge
des Verbandsisomorphismus

¢:L[M/X]—[X,1] definiert durch A~ AuX
isomorph zu [X,1] ¢ £[M].

Beweis. Unmittelbar aus der Definition folgt die Giiltigkeit von (M2) fiir den Hiillen-
operator clg/x. Seien nun z,y € X¢ und A ¢ X, weiter z ¢ clg/x(A) = AuX X

aber z € clg/)x(Auy) = [AuX]uy ~ X. Mit der Austauscheigenschaft von cl folgt
ye[AuX]+aN X =clgx(Aux).

Seien ¢ wie im Satz oben definiert und ¢ : [X,1] » L[M/X] erklirt durch B~ B\ X
fiir alle B € [X,1], dann folgt die Bijektivitét von ¢ bzw. ¢ durch ¢po¢p =1po ¢ =1id,
wobei fiir B € [X,1] die Gleichung

clgx(BNX)=(BNX)uX~NX=B\X

erfiillt ist. Seien nun A;, A, € X¢, dann gelten

(A1 v Az) = ¢(clgx (A1 U Az)) = clgyx (A1 u Az) u X
=A1UA2UX\XUX=A1UA2UX
=A1UXVA2UX=¢(A1)\/¢(A2).

¢(A1AA2)=§Z5(A10A2)Z[AlﬂAg]UXZ[AlUX]ﬂ[AQUX]
=A1UX/\A2UX=¢(A1)/\¢(A2),

d.h. ¢ ist ein Verbandsisomorphismus. O
I11.2.5 Folgerung: Seien M (S) ein Matroid mit X ¢ .S und M /X eine Kontraktion von

M. Durch r bzw. 7y x seien die Rangfunktionen von M bzw. M /X bezeichnet, dann
gilt fiir A c X¢:
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(i) A ist unabhéngig in M/X <« AuU ist unabhéngig in M (.S) fiir alle
unabhéngigen Mengen U ¢ X;

(ii) Aist Basisin M/X < A+ By ist Basis von M fiir alle Basen By von X

(iii) A ist Kreisin M/X <« A=C~X=#g@ mitCeC(M), so dass A minimal
mit dieser Eigenschaft ist;

(iv) ruyx(A) =r(AuvX) -r(X).

Beweis. Der Isomorphismus £[M/X] = [X,1] impliziert wegen Proposition die
Giiltigkeit von (iv), woraus (i) und (ii) folgen. Sei A ein Kreis aus M /X, dann ist A
entweder auch ein Kreis in M (S) oder A ist unabhéngig in M (.S) und es existiert nach
(i) eine unabhéngige Menge D € X, so dass Au D abhéngig in M (S) ist. Wahlen wir
Dy € X minimal unter diesen Mengen D, so ist Cy = Au Dy ein Kreis in M (S) mit
A =Cy~ X. Umgekehrt ist jede Menge C'~ X # @&, wobei C' Kreis in M (.S) ist, abhéngig
in M/X. O

Da die Kontraktion eines Vektorraummatroids M[V'] dem Matroid eines Quotienten-
raumes von V' entspricht, nennen wir M /X mit X ¢ .S auch Quotientenmatroid.

II1.2.6 Proposition: Seien M (.S) ein Matroid und X ¢S, dann ist
M|X = (M*\X)*.

Beweis. Die Rangfunktionen in diesem Beweis seien durch die Bezeichnung der zugehd-
rigen Matroide indexiert. Geméfs Folgerung [I11.2.3| (iv) sowie der Definition [I11.1.45| gilt
fiir alle Ac S\ X

T\ x)* (A) =[A] +raax (SN X N A) = ryax (SN X)
CJA] 4 rage (S~ (X UA)) = e (S~ X)
=|A|[+[|ISN(X A +ry(XUA)=ry(S)] =[S~ X[+ ryu(X) =rau(S)]
=ry(AuX) —ry(X).

Mit Folgerung [I11.2.5| (iv) und Satz [I11.1.44] folgt damit die Behauptung. O

Wir sagen deshalb auch, dass die Kontraktion die zur Reduktion duale oder orthogo-
nale Operation ist (|Bry86], Abschnitt 7.4).

I11.2.7 Proposition: Seien M (S) ein Matroid und X;, X5 € .S zwei disjunkte Teilmen-
gen, dann gelten:

(1) [M\Xi\Xp = M\[X; + Xp] = [M\X2]\X5;
(i) [M/X1]/X2 = M[[ X1+ Xo] = [M[X5]/Xy;
(iii) [M/X1]\Xs = [M\X:]/ X,

Beweis. (i) Ergibt sich unmittelbar aus Folgerung [[11.2.3| (iv) und Satz [I11.1.44]
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(ii) Folgerung |I11.2.5] (iv) impliziert
rixa)/xe (A) = r(AU Xy 0 Xo) = (X)) - r(Xh U Xo) +7(X0) = ragyixgex, ) (A)

und erneut mit Satz [[11.1.44] folgt die Behauptung.

(iii) Aus den Folgerungen [[II.2.5 und [[II.2.3| erhalten wir

riyxa s (A) = ravyx, (A) =r(Av Xy ) - r(Xy)
= TM\XQ(A U Xl) - T’M\XQ(X1) = TIM\X2]/ X1 (A);

womit mit Satz die Behauptung folgt.

]

ITI.2.8 Beispiel: Seien U}'(.S) ein uniformes Matroid und X ¢ S eine m-elementige
Teilmenge, dann ist

Ug— fallsk<m<n

up-me falls m<n.

UplX = {

Seien M (S) ein Matroid und X ¢ S, dann sind die Kontraktion M /X und Reduktion
M\X Matroide und somit auch die Kontraktion einer Reduktion bzw. die Reduktion
einer Kontraktion.

I11.2.9 Definition: Seien M(S) ein Matroid und X,Y ¢ S, dann heift (M\X)/Y =
(M/Y)\X Minor von M. Ein Minor von M der nur durch Reduktion aus M hervor-
geht heifst Reduktionsminor und analog dazu sei der Begriff Kontraktionsminor von M
definiert.

Weitere Konsequenz der Proposition ist, dass der Minor eines Minors selbst ein
Minor ist. Sowohl die Kontraktion als auch die Reduktion eines Matroids M (S) um eine
Menge X c S ergibt ein Matroid auf der Grundmenge S\ X. Unter welchen Umsténden
ergeben die Reduktion bzw. Kontraktion von M um X dasselbe Matroid?

I11.2.10 Proposition: Seien M (S) ein Matroid mit Rangfunktion » und X ¢ S, dann
gilt:

M\X=M/X < r(X)+r(S~NX)=r(M)

Beweis. [Ox106], Proposition 3.1.24. O

I11.2.11 Folgerung: Seien M (S) ein Matroid und p € S, dann ist M /p = M\p genau
dann, wenn p eine Schlinge oder eine Coschlinge von M ist.
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IT1.2.12 Satz: Seien M (S) ein Matroid, X ¢ S und F ¢ X¢, dann gelten:
(i) F ist ein Unterraum von M /X <> Fu X ist ein Unterraum von M;
(ii) F ist ein Unterraum von M\X <> M besitzt einen Unterraum F”,
so dass F'= F'\ X.
Beweis. (i) F ist ein Unterraum von M/X < clyyx(F)=FuX\X=F < FuX =
FuX < FuX ist ein Unterraum von M(S5).

(ii) Analog zu (i).
[

Mit Hilfe verbotener Minoren kann die Koordinatisierbarkeit bestimmter Matroide
beschrieben werden. Wir erinnern an die in Beispiel [[I1.1.36| b) festgelegte Notation des
Fano-Matroids Fr = PG(2,2).

IT1.2.13 Satz:
(i) Ein Matroid ist binir genau dann, wenn es keinen Uj-Minor besitzt;

(i) Ein Matroid ist reguldr genau dann, wenn es keinen U, Fr- oder F*-Minor besitzt.

Beweis. (i) [Ox106], Satz 6.5.4.

(i) [OxI06], Satz 13.1.1.

2.2. Erweiterung und Quotient

Reduzieren wir das Matroid N(7') um einen Punkt p € T, so erhalten wir die Reduktion
M(S) := N\p mit Grundmenge S = T\ p. Umgekehrt lassen wir uns nun von der Frage
leiten, welche Matroide N (7") wir aus dem Matroid M (.S) durch Hinzufiigen des Punktes
p ¢ S unter der Pramisse N\p = M(S) erhalten.

I11.2.14 Definition: Ein Matroid N(T) heifst Erweiterung von M(S) um X €T, falls
S:=T~X und N(T)\X isomorph zu M(S) ist. Wenn N* eine Erweiterung von M* ist,
dann nennen wir N Coerweiterung von M. Eine Erweiterung N(7") von M (S) um X
heifit einfach, falls | X| = 1.

Neben dem in Definition [[I.3.32] eingefiihrten Begriff des modularen Filters bendtigen
wir noch den folgenden.

I11.2.15 Definition: Seien M (S) ein Matroid mit Rangfunktion r : 25 - Ny und X, Y ¢
S. Die Teilmengen X und Y bilden ein modulares Paar in M, in Zeichen (X,Y )M, wenn

r(XnY)+r(XuY) = r(X)+r(Y).

57



Matroide

Seien S ¢ T' Mengen mit S =T\ p, so dass N(T') eine einfache Erweiterung von M (S)
um p ist. Bezeichnen F(M) bzw. F(N) die Menge aller Unterrdume von M bzw. N,
dann ist

F(M) = {F*~p| Ff e F(N)}, (IIL.4)

wie sich aus Satz (ii) ergibt. Im Umkehrschluss zu lasst sich jeder Un-
terraum der Erweiterung N mit Hilfe von Unterrdumen aus F(M) darstellen. Sind
F e F(M) und ry : 2T - Ny die Rangfunktion der Erweiterung N, dann kénnen wir
jedem Unterraum aus F (M) genau einen der drei folgenden Fille zuordnen:

1. (F+p)eF(N)mit ry(F+p)=ry(F),
2. (F+p)eF(N) mit ry(F+p)=rn(F)+1,
3. (F+p)¢F(N).

Fassen wir die Unterrdume aus M, welche der ersten Bedingung geniigen in dem
Mengensystem M), zusammen, dann gilt mit den bereits eingefiihrten Bezeichnungen:

IT1.2.16 Satz: Das Mengensystem M, besitzt die folgenden Eigenschaften:
(i) Ist F'e My und F’ ein Unterraum von M mit F' € F’, dann ist F’ € M y;
(ii) Sind F, Fy € My, und (Fy, F»)M ein modulares Paar, dann ist (F; n Fy) € My,.

Beweis. (i) Seien F'€e My, und F’ € L[M] mit F' ¢ F', dann ist 7y (F+p) = ry(F) und

mit Proposition |[11.1.37| ergibt sich p € cly(F') € cly(F"). Daraus folgt ry(F'+p) =
ry(F") und somit F’ € M,.

(ii) Sind Fi, Fy € My und (Fy, F5)M ein modulares Paar, dann ergibt sich aus den
Definitionen

TN(Fl N FQ) + TN(Fl @] FQ) = TN(Fl) + TN(FQ) = ’T‘N(Fl +p) + T‘N(Fg +p)
und mit Hilfe der Semimodularitdt der Rangfunktion folgt
rv(FinF)+ry(FiuFy) > ry((FinFy)up) +ry(Fru Fyup) (IIL.5)

Wegen ry(Fy up) = ry(Fy) ist ry(FL U Fo up) = ry(Fp U Fy) und zusammen
mit ([IL.5)) ergibt sich ry(Fy n Fy) > ry((Fy n Fy) up) und somit ry(Fy n Fy) =
’T’N((Fl N Fg) Up)

]

Demnach ist My, ein modularer Filter von L[M].

I11.2.17 Satz: Seien M(S) ein Matroid und M ein modularer Filter von £[M ], dann
existiert eine Menge T' mit T\ p = S, so dass M (T') eine einfache Erweiterung von M (S)
ist und M, = M.

Beweis. Theorem 1, 10.8 in [Cra70]. O
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I11.2.18 Folgerung: Sei M ein Matroid, dann besteht eine bijektive Korrespondenz
zwischen den einfachen Erweiterungen und den modularen Filtern von M.

Die modularen Filter eines Matroids M bestimmen also eindeutig sémtliche einfachen
Erweiterungen von M. Mit Hilfe eines Computers berechneten BLACKBURN, CRAPO &
H1GGS in den 1960er Jahren mit der beschriebenen Methode einen Katalog, indem sie
alle isomorphen Matroide mit endlicher Grundmenge S und |S] < 8 auffiihrten. Im Jahr
2008 wurde diese Liste von MAYHEW und ROYLE mit einem verwandten Algorithmus
in [May08] bestatigt und auf |S| <9 erweitert.

I11.2.19 Definition: Ein Matroid Q(S) heift Quotient von M(S), falls es ein Matroid
N(T) mit X ¢ T gibt, so dass M = N\X und @ = N/X. Seien weiter M # @&, F(M)
ein modularer Filter von M (S) und X = {p}, dann nennen wir @ = (M + p)/p einen
elementaren Quotienten von M (S) beziiglich M.

Elementare Quotienten () von M entstehen durch eine einfache Erweiterung um den
Punkt p und anschliefende Kontraktion desselben Punktes. Gemaéfs Definition besitzen
ein Quotient () und das zugehorige Matroid M dieselbe Grundmenge S und es gilt
S =T~ X. In Abbildung[[IT.5]ist dieses Konstruktionsprinzip an einem einfachen Beispiel
dargestellt.

Erweiterung Kontraktion

—_—
¢ ¢
Abb. II1.5.: Konstruktion eines Quotienten

IT1.2.20 Proposition: Das Matroid Q(.5) ist ein Quotient von M (.S) genau dann, wenn
ein Matroid N und eine unabhéngige Menge B € Z(N) existieren, so dass r(N) = r(M),
M =N\B und Q= N/B.

Beweis. = Sei Q(5) ein Quotient von M (S), dann gibt es mind. ein Matroid N'(T)
und eine Teilmenge X ¢ 7 mit @ = N’/X und M = N'\X, wobei N’ minimalen
Rang beziiglich dieser Eigenschaften besitzen soll. Seien B eine Basis von X in N’ und
N := N'\(X \ B), dann sind wegen Proposition folgend N\B = N'\X = M und
N/B =[N'/|B]\(X \ B). Weiter impliziert Folgerung [[11.2.11] die Identitdt N/B =@, da
samtliche Elemente aus X \ B Schlingen von N’/B sind. Aufgrund der Wahl von N” ist
r(N) =r(N'). Wir miissen noch r(N) = r(M) zeigen, wozu wir (N) # r(M) annehmen
und ein p € B wihlen, so dass r(S + p) > r(M). Daraus wiirde aber N\(B \p)/p =M
und N/p/(B ~ p) = @ folgen, was der minimalen Wahl von N’ widersprechen wiirde.

»<"“ Wenn das Matroid N und die unabhéngige Menge B € Z(N) existieren, dann ist
@ = N /B offensichtlich ein Quotient von M. O
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IT1.2.21 Folgerung: Seien ) ein Quotient des Matroids M und r(Q) = (M), dann ist
Q=M.

Abschliefsend fassen wir wichtige Eigenschaften von Quotienten eines Matroids in fol-
gendem Satz zusammen.

I11.2.22 Satz: Seien M (.S) und Q(S) Matroide mit den Rangfunktionen 7y, und rg
sowie Abschlussoperatoren cly, und clgp, dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) @ ist Quotient von M;

(ii) Jeder Unterraum von () ist Unterraum von M:;

)

)
(i) Wenn X cY ¢S, dann rp (V) —ry(X) 2ro(Y) —ro(X);
(iv) Jeder Kreis von M ist eine Vereinigung von Kreisen von Q);
)

(v) Fiir alle X ¢ S ist cly (X) € clg(X).
Beweis. Proposition 7.3.6, [Ox106]. O

2.3. Direkte und parallele Summe

Neben der Reduktion und der Kontraktion ist die ,direkte Summe* ein weiteres elemen-
tares Konstruktionsprinzip fiir Matroide.

I11.2.23 Proposition: Seien M;(S;) mit ¢ € N,, Matroide auf paarweise disjunkten
Grundmengen S; und Abschlussoperatoren cl;. Dann ist die disjunkte Vereinigung S :=
41, S; zusammen mit der Abbildung cl: 25 — 29 erklart durch

A - CI(A) = —|—CIZ(AZ)

1=1
fiir alle A ¢ S ein Matroid @;., M,;.

Beweis. Jede Teilmenge A ¢ S konnen wir als disjunkte Vereinigung A = 4+, A; =
A +...+ A, mit A; ¢ S; darstellen. Ferner ist die Abbildung cl wohldefiniert, da cl;
dies sind. Aus A; ¢ cl;(4;) fur alle i € N,, folgt A ccl(A) =[cl; (A1) +...+cl,(A,)], die
Extensitdt von cl. Analog iibertragen sich die Eigenschaften (HO2), (HO3) und (M2).
Seien nun z,y € S mit x ¢ cl(A) = [cl1 (A1) +...+cl,(A4,)] aber x e cl(Auy). Da wir S in

paarweise disjunkte Mengen S, ..., S, aufspalten kénnen, muss es genau ein j € N, mit
y € S; geben, so dass x € [cl; (A1) +...+cl;j(A;uy)+...cl,(A,)] und deshalb = € cl;(A4;uy)
ist. Wenden wir nun die Austauscheigenschaft von cl; an, so folgt (M1) fiir cl. O

Die letzte Proposition fiihrt zu folgender
IT11.2.24 Definition: Das Matroid @}, M; auf der Menge S := 41 S; mit dem Ab-

schlussoperator cl aus letzter Proposition heift (direkte) Summe oder (direktes) Produkt
von My,..., M,.
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Als néchstes nehmen wir eine Charakterisierung der direkten Summe z.B. mit Basen
oder Kreisen vor und betrachten im Anschluss den Zusammenhang zwischen der direkten
Summe und der Reduktion bzw. Kontraktion.

I11.2.25 Satz: Seien M := @}, M; die direkte Summe der Matroide M;(.S;) mit i € N,
und r die Rangfunktion von M sowie r; die Rangfunktionen von M;. Wenn A := 47, A;
mit A; € S;, dann gelten:

(i) A ist unabhingigin M <« VieN,: A; ist unabhingig in M;;
(ii) Aist Basisin M < VieN,: A; ist Basis in M;;

(iii) Aist Kreisin M <« A=A, ist Kreis in M; fiir genau ein i € N,,
und fiir ¢ # j ist A; = @;

(iv) r(A) = XL ri(A);
(v) L[M(S)] =Xy LIM;(S;)].

Beweis. Offensichtlich erfiillt 7 : 25 - 29 mit A » r(A) = ¥, r;(A;) die Rangaxiome
und bestimmt somit eindeutig ein Matroid. Wegen (iii) aus Proposition ist r die
Rangfunktion von M. Die Aussagen (i) und (ii) konnen analog gezeigt werden. Fiir den
Rest verweisen wir auf Proposition 7.6.1, [Bry86]. O

IT1.2.26 Proposition: Sei M := @, M; die direkte Summe der Matroide M;(S;) mit
1 € N, dann gilt fiir ein beliebiges j € N,,;:

(i) MIS; = M;(S));
(i) M/S; =@l M;.

i#j
Beweis. (i) Es ist M|S; = M\(+., S;), womit fiir den Abschlussoperator clyg, und
i%j
einer Teilmenge A=A, +...+ /jln c S die Identitat
C1M|Sj (A) = CI(A) n Sj = [Cll(Al) +...+ Cln(An)] n Sj = Clj(Aj)
und damit die Behauptung folgt.

(ii) Fiir eine beliebige Teilmenge A = Ay + ...+ A, € S erfiillt der Abschlussoperator
der Kontraktion clys/s; die Gleichung

clarys; (A) = cl(Au Sj) N S = 4-cli(Ay),

.

=1
*J

=

womit M/S; = @jL, M; folgt.

%]
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Lésst sich ein Matroid M (.S) durch eine direkte Summe
M(S) = Ml(Sl) ®...0 Mn(Sn)

darstellen, dann nennen wir M; mit ¢ = 1,...,n die Komponenten der Summen-Zerlegung
von M.

Als nédchstes stellen wir uns die Frage, wie wir Matroide mit nicht disjunkten Grund-
mengen sinnvoll zusammenfiigen konnen. Da wir die direkte Summe in diesem Kontext
ausschlieffen mochten, setzen wir voraus, dass die Restriktion auf die Menge T in fol-
gender Definition keine Komponente von M; oder M, ist.

I11.2.27 Definition: Seien M;(.S;) mit i = 1,2 einfache Matroide mit gemeinsamer
Schnittmenge T' = S; N .S,. Ist T ein modularer Unterraum von M; und Unterraum
von My, dann heifst das Hiillensystem

My &1 My :={X c (S;USy)| (X nS;) ist Unterraum von M; fiir ¢ = 1,2}
mit Grundmenge S := 57 U Sy verallgemeinerte parallele Summe von M; und M.

Die in der letzten Definition eingefiithrte Notation gelte fiir den Rest dieses Teilab-
schnittes. Ferner bezeichnen wir die Rangfunktion von M; durch r; : 25 — Ny und den

Abschluss einer Menge X; € S; durch X, fiir i = 1,2.

I11.2.28 Proposition: Die verallgemeinerte parallele Summe M;(S;) @1 Ms(Ss) ist ein
einfaches Matroid mit Grundmenge (S;NT) + (SoNT) +T.

Beweis. Wir verweisen auf Satz 5.3, [Bry75]. O

IT1.2.29 Beispiel: In Abbildung ist die verallgemeinerte parallele Summe M :=
PG(2,2) @1 PG(2,2)" dargestellt, wobei die ,Verbindungsstelle” eine gemeinsame Hyper-
ebene beider beteiligter projektiver Matroide ist. Geméaf Proposition ist M ein

Abb. TIL.6.: Verallgemeinerte parallele Summe PG(2,2) @1 PG(2,2)’

Matroid mit einer 11-elementigen Grundmenge.
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IT1.2.30 Satz: Seien X; := X NSy, Xo:=XnS und X7 := XnT fiir X ¢ .5, dann gelten
fiir die verallgemeinerte parallele Summe M (S) := M1(S1) &1 M5(S2):

(i) Der Abschluss von X ¢ S ist bestimmt durch

1

2 3
XX = (ElmT)uXQ U [(xlmT)qu nT]uX; ;

(ii) Der Rang von X ¢ S ist bestimmt durch
—1
T’(X) = T’(Xl U X2) = T’Q([Xl n T] U XQ) + 7"1(X1 U T) - T‘l(T).
(iii) X ist unabhéngig in M genau dann, wenn X; unabhéngig in M; und Xo \ T
unabhéngig von Xy nT in M, ist.

Beweis. (i) Zunéchst stellen wir fest, dass 711 c X = X;uUX,, da X nS; gemiR
Definition abgeschlossen in M; ist. Da [El NT]cT, ist [711 NTJuX,c X1UXs
und erneut mit Hilfe der Definition von M folgt fiir die in M, abgeschlossene Menge

2
X,=[X, nT]uX, € X;0X,=X.

Analog erhalten wir aus (X;n7) €T ¢ .S; und der Definition von M die Inklusion

1

2 —_—

SR I — | -
X{=(XonT)uX; =[(X; nT)uX, nTJuX; < XjuX,=X.

Mit Satz [[1.3.48 und der Modularitiat von T folgt schliefslich
(X]nT)=[(X4nT)v X ) AT =(X5nT)v (X AT)=(X,nT),

d.h. die Mengen X! sind abgeschlossen in M; mit i = 1,2 und damit ist X = X/u X}
abgeschlossen in M.

(ii) Esist 7" := X)nT ein Unterraum von 7" und somit ein Unterraum von M. Weiter

gilt Xy AT cT, da (711 NT) c T’ und T" ein Unterraum von M ist. Mit Hilfe von
Proposition [[1I.1.16| (i) und dem ersten Teil dieses Satzes folgt

2 2 !
T(X1UX2):T(XlUXQ):T((YllﬂT)UXQ U [(ElﬂT)UXQ ﬁT]UXl)

—1 2 = | /
=T (X1 ﬂT)UXQ +T1<T’UX1)—T1(T)

und aufgrund der Modularitat von 7" in M; sowie des bereits Gesagten gilt
(T Xy) = (T =ri(T' v X1) - (T)
= [ (T VX)) AT) 4+ (T Xy )V T) =y (T)] - ()
=i (T'V (XL AT)) + (X1 v T) = (T) - 1 (T7)
=i (T") =1 (T") +11(Xy vT) =i (T)
=r(Xy vT) -r(T).
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(iii) Folgt aus (ii) zusammen mit Proposition I11.1.16{ (ii) (|Bry75], Proposition 5.5).
[l

II1.2.31 Satz: Die verallgemeinerte parallele Summe M (.S) := M1(S1) &1 M2(S;) mit
T := .51 n S, besitzt die folgenden Eigenschaften:

(1 (M1 ST M2)|Sz = M, fir 7 = 1,2;
(ii) Wenn p e (S1\T), dann (M @7 My)\p = (Mi\p) &1 My;
(iii) Wenn p e (S;\T), dann (M; @1 My)/p = (M, /p) &7 Ms;

)
)
)
(iv) My @r My = My @ M;.

Beweis. (i) Wegen Folgerung [[11.2.3[ (iv) und Satz [I11.2.30] (ii) ist
—1
r(Xy) =ro(Xy nT)+r(XquT)-r(T)

= rl(fll NT)+r (X1 uT)—ri(T) =ri(Xy)

fiir alle X; € .57, wobei die letzte Identitat aus der Modularitéat von 7' folgt. Analog
erhalten wir 7(X53) = r(X3) und somit die Behauptung.

(ii) Zunéchst halten wir fest, dass M;\p geméf Proposition 3.8 aus [Bry75| einen zu
T isomorphen und modularen Unterraum besitzt. Nach Satz (i) und der
Definition der parallelen Summe ist eine Menge F' € (S \ p) genau dann ein Un-
terraum von (M; &y Ms)\p, wenn es einen Unterraum F’ von (M; &7 M) gibt
mit F' = F’ \ p. Das ist genau dann der Fall, wenn (F' n S;) abgeschlossen in
M; fir i = 1,2 ist. Da p € (S; \T), entsprechen die abgeschlossenen Mengen von
(M; @1 M;)\p genau den abgeschlossenen Mengen von (M;\p) &1 Ms.

(iii) Analog zu (ii), wobei die Modularitat von 7" in (M;/p) mit Hilfe von Korollar 3.9,
[Bry75] folgt.

(iv) Evident, da T" auch in M, ein Unterraum ist.
[

I11.2.32 Proposition: Seien M;(S;) und M5(S;) Matroide, so dass T := S; N Sy ein
modularer Unterraum in M; und abgeschlossen in M, ist. Desweiteren seien Br eine
Basis der Restriktion von M; auf T"und B; ¢ S; derart, dass B; + By eine Basis von M;
bildet. Dann ist

12

LM = L[(M @ M)/Bi].

Beweis. Durch iterative Kontraktion der Elemente aus B; und Anwendung von Satz
111.2.31 (111) fOlgt ﬁ[(Ml ST MQ)/Bl] = E[(Ml/Bl) D7 Mg] Mit Folgerung (11)
ergibt sich damit die Behauptung. Der Isomorphismus L[ Ms]| - L[(M; &1 M) /B ] ist
gegeben durch

XQ l—)XQU [XQﬁT] UBll.
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2.4. Zerlegung von Matroiden

Die Zerlegung einer mathematischen Struktur in ihre Teilstrukturen, um dadurch ggf.
ein Problem in einfachere Teilprobleme zu zerlegen, ist ein iibliches Verfahren, welches
wir in diesem Abschnitt auf Matroide anwenden.

I11.2.33 Definition: Sei £ = (L, A,Vv) ein Verband mit Null- und Einselement, dann
heifsen zwei Atome a,b € L perspektiv, in Zeichen a «» b, wenn es ein Element x € L gibt,
sodassavr=bvr=1undarnx=bArx=o0.

Zwei Atome eines geometrischen Verbandes sind genau dann perspektiv, wenn sie ein
gemeinsames Komplement besitzen. Sind zwei Atome a und b perspektiv mit gemeinsa-
mem Komplement z, dann sind a,b£x, daarnz=bAx=0.

I11.2.34 Proposition: Seien £ = (L,A,V) ein geometrischer Verband mit dazu korre-
spondierendem Matroid M (S) und a,b e S ¢ L zwei Atome, dann sind dquivalent:

(i) a < b;
(ii) Jxe Lmitave=bvarund arz=bArx =0;

(ifi) 3C e C(M) mit {a,b} c C.

Beweis. (1) <> (ii): Sei z € L, so dass avz = bvz und aAx = baz = 0. Mit Satz|l1.3.47|folgt,
dass L relativ komplementiert ist. Es existiert also zu x ein Komplement y € L = [0,1],
so dass z vy = 1. Wir erhalten damit avaxvy =bvavy = 1. Die Gegenrichtung ist trivial.

(i) = (iii): Seien a,b € S perspektive Atome und z € L mit a vz = bva bzw.
anz =bAx =0, s0 dass m := r(x) minimalen Rang besitzt. Sei B := {xy,..., 2.}
eine Basis von x € L, dann ist C := {a,b,x1,...,x,,} abhingig, da a,b £ x. Wir werden
nachweisen, dass jede echte Teilmenge von C' unabhéngig und damit C ein Kreis ist.
Dazu sei o := 1 V... VT VT V...V, fur ein i € N, mit r(z*) =m-1. Ausb<ava?
folgt a v i = bv i mit r(avaz?) =1+ (m-1) = r(bva?), was im Widerspruch zur
minimalen Wahl von z steht. Es ist also b £ a v 2’ und damit avbvai=avz=bvzx
mit r(avz) = r(bvx) =m+ 1. Geméal Proposition (i) ist folglich jede echte

Teilmenge von C' unabhingig.

(i) < (iii): Sei umgekehrt C := {a,b,x1,...,2,,} ein Kreis von M. Setzen wir x :=
TLV...VZy,dannist (ave)=(avbva)=(bvz),dar(ave)=r(avbvae)=r(bvz).
Weiter folgt aus r(anz) <r(a)+r(z)-r(ave) = 1+m—(m+1) = 0 und analog r(bazx) <0,
dassanzx=bnrz=o0. ]

I11.2.35 Proposition: In geometrischen Verbanden L[ M (.S)] ist die Perspektivitét von
Atomen eine Aquivalenzrelation.

Beweis. Die Reflexivitét ergibt sich aus Satz[[I.3.47]und die Symmetrie ist trivial, so dass
wir nur noch die Transitivitdt nachweisen miissen. Dazu seien a, b, c € S Atome mit a «» b
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sowie b «» ¢ und wir nehmen an, dass die Relation ,,«»* nicht transitiv ist. Seien die Kreise
(4, Cy derart gewéhlt, so dass |C] U Cy| minimal ist und a,b € C; sowie b, c € Cy gelten.
Wegen Proposition [[II.2.34]ist die Existenz zweier derartiger Kreise Cy, Cs € C garantiert.
Zudem kann es keinen Kreis aus C geben, der beide Elemente a, ¢ enthélt. Geméfs (C3)’
existiert sodann ein Kreis C] ¢ (C; u Cy) N\ b mit a € C]. Da C; N\ Cy unabhingig ist,
kann C7 ¢ C4 \ Oy nicht sein, weshalb C] n Cy # @ folgt. Aufgrund der Wahl von € und
Cy sowie der Konstruktion von Cf ist |C] u Cy| = |Cy U Cy|, was Cy \ Cy € Cf impliziert.
Analog erhalten wir einen Kreis C} ¢ (C7 u Cy) \ b mit ¢ € CY. Entsprechend muss auch
C1 \ Cy in C} enthalten sein. Dann gilt jedoch |C] u Ch| < |Cy u Cyl, was im Widerspruch
zur minimalen Wahl von C; und C, steht. O

I11.2.36 Definition: Sei M (.S) ein Matroid mit dazu korrespondierendem geometri-
schen Verband L[M].

1. Die Aquivalenzklassen der Perspektivitit heifen Komponenten von M.

2. Wir nennen das Matroid M verbunden, wenn die Grundmenge S eine Komponente
von M ist. Ansonsten heifst M unverbunden.

3. Eine Vereinigung von Komponenten von M nennen wir Separator von M.

IT1.2.37 Beispiel: Betrachten wir zundchst das Matroid M;(Ns), dargestellt in Ab-
bildung [[11.7, welches {1,2,3,4},{1,4,5} und {2,3,5} als Kreise besitzt. Offensichtlich
existiert fiir alle a,b € N5 ein Kreis C' von M; mit {a,b} ¢ C.

M;(Ns) M3 (Np)

Abb. II1.7.: Verbundenes und nicht verbundenes Matroid

Aufgrund von Proposition ist das Matroid M; verbunden, was bedeutet, dass
je ein Paar von Elementen aus Ny perspektiv in M; sind. Das zweite Matroid Ms(Ng) aus
Abbildung ist hingegen unverbunden, es besitzt die beiden Geraden {1,2,3} = U3
und {4,5,6} =2 U3 als Komponenten. Wir halten fest, dass My = U; & Us.

I11.2.38 Proposition: Sei M (S) ein Matroid, dann sind die folgenden Aussagen fiir
T c S dquivalent:

(i) T ist Separator von M;
(ii) r(T)+r(S~\T)=r(M);
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(iti) »(T)+r*(T)-|T|=0;
(iv) M/T = M\T;

Beweis. (i) = (ii)*“: Sei T" ein Separator, d.h. eine disjunkte Vereinigung von Kompo-
nenten von M. Seien By und Bg.r Basen von M|T bzw. M|S~T und B := By U Bg.7.
Angenommen B ist abhéngig, dann existiert ein Kreis C' ¢ B. Geméfs Proposition [[T1.2.34]
darf C' nicht ein Element aus Br und Bg.r besitzen, weshalb C' ¢ By oder C' € Bg.r
gilt. Das kann aber nicht sein, d.h. B ist unabhéngig. Da Br bzw. Bg.r maximal un-
abhéngige Mengen von 7" bzw. S \ T sind, ist B eine maximal unabhéngige Menge von
M. Aufgrund der Definition des Ranges folgt die Behauptung.

H(il) < (i) Es gelte umgekehrt r(7) + (S~ T) = r(M). Angenommen, T sei kein
Separator, dann gibt es zwei Elemente ¢ € T und s € (S \T') sowie einen Kreis C' von M
mit {¢,s} ¢ C. Wir ergénzen die Elemente s und ¢ zu Basen By und Bg.7 von M|T bzw.
M|(S~T). Die Vereinigung B := ByU Bg.r bildet aufgrund der Voraussetzung eine Basis
von M. Offensichtlich muss B ¢ C' gelten, d.h. C' enthélt entweder ein weiteres Element
aus T oder S\T. Das ist allerdings nicht mdéglich, da sodann C' einen Fundamentalkreis
von M|T oder M|(S~T) umfasst und dieser gemif (iii) aus Folgerung ein Kreis

von M ist.

H(ii) < (i) Esist 7<(T) = |T|-r(M)+r(S\T) < r(T)+r*=(T)-|T|=r(T)+r(S~
T)-r(M), dh. r(T)+r*(T) - |T| = 0 genau dann, wenn r(T) +r(S\T) -r(M) = 0.
Das ist gem#® der Aquivalenz (i) < (ii) genau dann der Fall, wenn 7T ein Separator ist.

(i) < (iv)“: Ergibt sich aus Proposition [[11.2.10} O

Ist T ein Separator von M(S), dann ist offensichtlich auch S \ T ein Separator von
M. Dies konnen wir aus (ii) der letzten Proposition ablesen oder unmittelbar aus der
Definition ableiten.

I11.2.39 Definition: Sei £(L) ein Verband mit Null- und Einselement, dann heifst £
zerlegbar, wenn es nicht-triviale Intervalle £1(L1) := [0,21] und L3(Ls) := [0, 22] von L
gibt, so dass fiir jedes = € L ein eindeutiges Paar (z1,72) € Ly x Ly mit & = x1 V 2o
existiert.

Ist ein Verband £ = £ x Ly zerlegbar, dann ist das Produkt £, x £ isomorph zu L.
Der néchste Satz wird zeigen, dass ein geometrischer Verband genau dann unzerlegbar
ist, wenn er nur die trivialen Separatoren besitzt.

I11.2.40 Satz: Sei £(L) ein geometrischer Verband, dann gilt die Aquivalenz:
L ist unzerlegbar < V Atome a,be L ist a «» b.

Beweis. ,,=*: Sei L(L) ein unzerlegbarer geometrischer Verband und angenommen nicht
jedes Paar von Atomen ist perspektiv. Wahlen wir ein Atom b € L und setzen [b] :=
{a] @ « b} sowie z; = Vyep)a, dann stimmt die Atommenge [b] mit der Menge der
Atome aus [0, z1] tiberein. Seien nun A := {a € L| 0 < a, a £ 21} #+ @ die Menge aller
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Atome, die nicht perspektiv zu b sind und damit auch nicht in [o, z;] enthalten sind,
sowie 29 := Vg4eq a. Wir werden zeigen, dass dann £4(Lq) := [0, z1] und L2(Ly) := [0, 22]
eine Zerlegung von L ist. Dazu seien x € L, x1 := x A z; und x5 := o A zo. Die Mengen
der Atome von [0,z1] und [0,z2] sind komplementér im Sinne der Mengentheorie, da
die Mengen der Atome aus L; und Ly geméfs Konstruktion disjunkt sind. Demnach ist
x = x1 V 3. Bezeichnen B; und B, Basen von [0,z1] und [0, 3], dann ist auch die
Vereinigung B := B; U B, unabhéingig. Anderenfalls wiirde es einen Kreis geben, der je
ein Atom aus L; und L, enthalten wiirde, was nicht sein kann. Es ist also B eine Basis
von [0, 2] und deshalb r(z) = r(x1) +r(z2). Angenommen, es gibt Elemente z} < z; und
xh < 29 mit x = 2] v x4, dann miissen die Ungleichungen 2} < x; und xf < x5 erfiillt sein.
D.h. r(z}) +r(zy) > r(x) = r(z1) + r(z2) und somit r(z]) = r(zy) bzw. r(z2) = r(xh)
also x1 = ] und z, = x4,. Dies widerspricht der Annahme, dass es keine Zerlegung geben
wiirde.

»<"1 Wir nehmen an, dass £(L) zerlegbar ist und sdmtliche Atome perspektiv zuein-
ander sind. Seien nun a € Ly und b € Ly zwei Atome. Aufgrund der Voraussetzung sind
a und b perspektiv, es gibt demnach ein z € L mit avez =bvxr und arnx =barzxz =o.
Aufgrund der Annahme folgt die Existenz von z; € L; mit ¢ = 1,2, so dass x = 1 V 3.
Dies impliziert (a Vv x1) v ag = 1 Vv (22 vb) und somit a v z; = 1 = a < x; < x — ein
Widerspruch zu a «» b. O

IT1.2.41 Folgerung: Ein geometrischer Verband £(L) ist isomorph zu einem direkten
Produkt von endlich vielen unzerlegharen geometrischen Verbénden. Die Faktoren in
diesem Produkt sind bis auf deren Anordnung eindeutig bestimmt.

In Satz haben wir festgestellt, dass der Unterraumverband eines projektiven
Matroids stets einen modularen Unterraumverband besitzt.

I11.2.42 Satz: Ein modularer geometrischer Verband £[ M ] ist genau dann unzerlegbar,
wenn L isomorph zum Verband eines projektiven Matroids ist.

Beweis. [Fai86], Korollar 3.6.5. O
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IV. Morphismen zwischen Matroiden

In diesem Kapitel untersuchen wir verschiedene Arten strukturerhaltender Abbildun-
gen zwischen endlichen Matroiden, wobei unser Hauptaugenmerk auf die so genannten
Strong Maps® und den Spezialfall der ,Strong Port Maps* gerichtet ist. Nachdem wir
grundlegende Eigenschaften dieser Abbildungsarten studiert haben, werden wir uns vor
allem die Frage nach der Existenz von Strong (Port) Maps stellen. Wir stiitzen uns dabei
auf [Kun86], [Cra70] und [Cra67].

1. Weak und Strong Maps

1.1. Grundlegendes

Wir beginnen mit den ersten beiden zentralen Definitionen fiir geometrische Verbén-
de. Gemafs Konvention betrachten wir in diesem Kapitel ausschliefslich Matroide bzw.
geometrische Verbande mit endlicher Grundmenge.

IV.1.1 Definition: Seien L und L’ geometrische Verbénde und ¢ : L — L’ eine Abbil-
dung.
1. Die Abbildung o heifst Weak Map, wenn fiir alle x € L die Bedingungen
(W1) o(x) =sup{o(a)| 0 <a<z},
(W2) r(o(z)) < r(x)
gelten.

2. Erfilllt o dagegen die starkeren Bedingungen
(51) o(xvy) =o(x)vo(y)
(S2) z<y = o(x) <o(y)

fiir alle x,y € L, so nennen wir ¢ eine Strong Map.

Eine Strong Map o ist also ein v-Homomorphismus, der die Bedeckungseigenschaft
respektiert.

IV.1.2 Proposition: Jede Strong Map o ist auch eine Weak Map.

Beweis. Sei C' =0 < ... <z eine maximale Kette in L der Lange n € N. Bedingung (S2)
impliziert, dass das Bild von C' unter o eine Kette der Lange kleiner oder gleich n ist. Mit
Proposition folgt (W2). Sei z € L, dann kann = = a; v....a, als Verbindung von
endlich vielen Atomen ausgedriickt werden, weshalb aus (S1) und dem eben Gesagtem
Bedingung (W1) und damit die Behauptung folgt. ]
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IV.1.3 Proposition: Sei o : L - L’ eine Abbildung zwischen geometrischen Verbéanden,
dann gelten:

(i)

(i)

Ist o ein v-Homomorphismus, dann gilt:

[Vz,yeL: x<y=o0(x)<o(y)] < [VAtomaeL: o<o(a)]

Ist o eine Strong Map, dann ist auch Bild(o) zusammen mit den eingeschrankten
Verbandsoperationen von L’ ein geometrischer Verband.

Beweis. (i) ,,=“ Sei a € L mit o < a, dann folgt aufgrund der Voraussetzung o(0) <

(i)

o(a) und o(sup{o}) =sup{c(0)} =sup{o} =0, da o ein v-Homomorphismus ist.

,<" Sei 0.B.d.A. z <y in L, dann existiert geméfs Proposition ein Atom
a in L mit z v a =y. Das Bild o(a) bedeckt dann entweder das Nullelement oder
ist selbst das Nullelement in L’. Da ¢ ein v-Homomorphismus ist folgt schlietlich
o(y)=oc(xva)=0c(x)vo(a),dh o(x)<o(y).

Bild(o) ist offensichtlich die Grundmenge eines Verbandes endlicher Lénge. Seien
y € Bild(o) € L’ und = € L ein beliebiges Urbild von y. Da L ein Punktverband
ist, existieren Atome ay,...,a, mit z=a;Vv...Vva,. Da ¢ ein v-Homomorphismus
ist, ergibt sich damit o(x) =y =0(a;) v...vo(a,), d.h. Bild(o) ist Grundmenge
eines Punktverbandes. Die Semimodularitit weisen wir mit Hilfe von Proposition
nach, wozu b,y € Bild(o) und b ein Atom mit b £ y = (y Ab) = 0 < b seien.
Ein Urbild a € L von b kann nur ein Punkt sein, da ¢ eine Strong Map ist. Mit x
bezeichnen wir das Urbild von y, dann ist x < (a v x) und aus

r<(ave) = [y=o0(x) < olavz)=0c(a)vo(z)=bvy]

folgt schlieklich y < b vy und damit die Semimodularitét.

Der erste Teil der Proposition impliziert

IV.1.4 Folgerung: Jeder v-Homomorphismus zwischen geometrischen Verbénden, der
Atome auf Atome oder das Nullelement abbildet, ist eine Strong Map.

Die Bedingung (W2) impliziert, dass fiir Atome a des Definitionsbereichs einer Weak
Map o : L - L' stets die Ungleichung

r(o(a)) < r(a)=1 (IV.1)

erfillt ist, was impliziert, dass ein Atom aus L unter o entweder auf ein Atom oder das
Nullelement o von L’ abgebildet wird. Aufgrund der Ungleichung und der letzten
Folgerung ist insbesondere jede Weak Map, die zugleich ein v-Homomorphismus ist, eine
Strong Map.

Unmittelbar aus dem Axiom (W1) ergibt sich die folgende
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Bemerkung: Jede Weak-Map o : L - K und somit auch jede Strong Map ist bereits
eindeutig durch die Einschrankung og : S - K bestimmt, wobei S die Menge der Atome
von L ist.

Aufgrund der Ungleichung (IV.1) trifft die Einschrinkung 0|5 im Bildbereich nur Ato-
me oder das Nullelement.

IV.1.5 Definition: Seien M (.S) ein Matroid und 0 ¢ S ein Element, das nicht in der
Grundmenge enthalten ist. Die direkte Summe

My =M & U}

mit Grundmenge Sy := S + 0 ist isomorph zu M und entsteht durch Hinzufiigen von 0
zu jeder abgeschlossenen Menge von M. Das Element 0 bezeichnen wir als Nullelement
des Matroids M.

Sind M (S) und N(T) Matroide, so kénnen wir eine Abbildung 7 : Sy - Ty vermoge
(W2) zu einer wohldefinierten Abbildung o : L[M] — L[N] zwischen geometrischen
Verbéanden fortsetzen, welche Erweiterung von 1 heifst.

IV.1.6 Beispiel: Betrachten wir die uniformen Matroide U3(S) und U3(T'), deren Un-
terraumverbénde in Abbildung skizziert sind.

(o] (o)
L[U3] L[U3]

Abb. IV.1.: Erweiterung o ist keine Weak Map

Ordnen wir durch 7 : Sy - Ty den Atomen des Definitionsbereichs jeweils verschiedene
Atome des Wertebereichs zu und 0 — 0, so ist 0(1) = {o(a)| a € S} = 1 geméfk (W1). Die
Erweiterung o von 7 kann demnach keine Weak Map sein, da (1) < r(o(1)).

IV.1.7 Proposition: Das Kompositum zweier Strong Maps zwischen geometrischen
Verbénden ist wieder eine Strong Map.

Beweis. Seien o1 : L1 - Ly und 09 : Ly » L3z zwei Strong Maps, dann ist (o2007)(zVvy) =
oo(o1(xvy)) = os(o1(z)voi(y)) = oa(o1(x)) vos(oi(y)) fur alle z,y € Ly. Wenn x < y in
L, gilt, dann folgt o1(z) < 01(y) in Ly und damit auch o5(o1(2)) € 02(01(y)) in Ly. O
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Im folgenden Satz wird charakterisiert, unter welchen Umsténden eine Abbildung
zwischen zwei Matroiden zu einer Weak bzw. Strong Map fortgesetzt werden kann.

IV.1.8 Satz: Seien M(S), N(T) zwei Matroide mit korrespondierenden Verbénden
L[M], L[N]. Weiter sei o : L[M] - L[N] die Erweiterung der Abbildung 7 : Sy - T
mit 7(0) =0, dann gelten:

(i) o ist eine Weak Map <

(W3) Wenn [ ¢ S, so dass die Beschrankung von 7 auf I bijektiv ist und 7(7)
unabhéngig in N, dann ist / unabhéangig in M.

(ii) o ist eine Strong Map < V Unterraum B von N: o (B) e L[M].
Beweis. (i) ,=" Seien o als Erweiterung von 7 eine Weak Map und I ¢ S, so dass 7;

bijektiv ist und das Bild 7(7) unabhéngig und somit nach (I4) endlich. Aufgrund
der Voraussetzungen, den Definitionen sowie Proposition folgt

Ir(D] < [7(D] = r(z(1))
r(sup 7(I)) < r(sup I) = r(sup I) = r(I).

/]

Zusammen mit r(I) < |I| ergibt sich die Identitdt r(I) = |I| und somit die ge-
wiinschte Unabhéngigkeit von I.

<" Angenommen, die Erweiterung ¢ von 7 ist keine Weak Map. Da die Abbildung
o vermoge des Axioms (W1) gebildet wurde, gibt es eine abgeschlossene Menge
A=Ain M(S), die gegen das Axiom (W2) verstéft und damit die Ungleichung

r(A) <r(c(A)) erfiillt. Sei B eine Basis von ¢(A) in N(T) und damit unabhingig,
dann folgt fiir jedes zu B bijektive Urbild - (B) die Ungleichung

r(o (B)) < r(A) < r(o(A)) = |B| = |7 (B)|

Gemaéf Voraussetzung miisste I (B) unabhingig sein, was aufgrund der letzten
Ungleichung und Proposition nicht moglich ist.

(ii) , = Seien o : L[M] - L[N] als Erweiterung von 7 eine Strong Map, y € L[ N]
und X := {x € L[M]| o(x) < y}. Das Mengensystem X besitzt ein grofstes Ele-
ment ¥ = (Vyexr®) € X, da 0(Vpex ®) = Veexo(x) < y. Ein Atom a besitzt
also genau dann die Eigenschaft o(a) < y, wenn a < z* erfiillt ist. Deshalb ist

I (y) = {a| a < z*} eine abgeschlossene Teilmenge der Menge S der Atome von

L[M].

,<" Seien umgekehrt o eine Erweiterung der Abbildung 7 und B € L[N], so

dass das Urbild @ (B) abgeschlossen in M und somit Element von L[M] ist.
Zunéchst stellen wir fest, dass die Abbildung ¢ ein Ordnungshomomorphismus
ist, da ¢ Punkte auf Punkte oder das Nullelement abbildet und die beteiligten
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Verbénde atomar sind. Sind A, B € Sy Unterrdume, dann folgt 0(A) € o(Av B) aus
A c Av B und analog 0(B) € 0(Av B). Zusammen ergibt sich damit o(A)veo(B) ¢
o(Av B). Die Menge [0(A)vo(B)] ist abgeschlossen in L[ N ] und somit aufgrund

der Voraussetzung auch - (c(A)vo(B)) in L[M]. Die Mengen A und B sind in
i (6(A) vo(B)) enthalten, da o(A),0(B) ¢ [0(A) vo(B)]. Dem folgend ergibt
sich die Giiltigkeit der Implikation

(AvB) c o [0(A)va(B)] = o(AvB) ¢ o(a [0(A)va(B)]) ca(A)va(B),

d.h. o ist ein v-Homomorphismus und aufgrund Folgerung[[V.1.4]ist o eine Strong
Map.
O

Bei der Hintereinanderausfithrung von Weak Maps miissen wir die Komposition zu-
néchst auf die Atome des Definitionsbereichs beschranken und erst im Wertebereich die
Abbildung erweitern.

IV.1.9 Proposition: Das Kompositum zweier Weak Maps zwischen zwei Matroiden ist
eine Weak Map.

Beweis. Seien M;(R), My(.S), M3(T) Matroide und o1 : Ry - Sp bzw. 09 : Sy - Ty Weak
Maps. Weiter seien A ¢ R und o02(01(A)) unabhéngig in M; und die Einschrankung
(02001)4 bijektiv, dann sind auch die Abbildungen o, auf A und o, auf o;(A) bijektiv.
Aufgrund der Voraussetzungen ist o;(A) unabhéngig in M, und damit auch A unabhén-
gig in M;. Das Kompositum erfiillt also die Bedingung (W3) und kann somit zu einer

Weak Map von L[M;] nach L[ M;] fortgesetzt werden. O

Beim Studium von Strong Maps kénnen wir uns geméfs letztem Satz auf Abbildungen
zwischen Matroiden zuriickziehen. Dabei werden wir das Nullelement nur dann beriick-
sichtigen, wenn es notwendig ist.

IV.1.10 Definition: Seien M(S), N(T') Matroide und o : Sy - T} eine Abbildung, dann
heifst ¢ Weak Map bzw. Strong Map zwischen M und N, wenn sie der Charakterisierung
(i) bzw. (ii) des Satzes gentigt. Die Existenz einer Strong Map von M nach N
symbolisieren wir durch M — N und die Nicht-Existenz entsprechend durch M » N.

Zur Vereinfachung der Notation schreiben wir meist 7 : S — T anstatt 7 : .Sy - Tj.
Desweiteren werden wir je nach Notwendigkeit eine Strong Map durch ¢ : S - T, o :
M — N oder ¢ : M(S) - N(T) notieren.

IV.1.11 Beispiel: Seien U3(S) und U}(T') uniforme Matroide, deren Unterraumver-
bénde in Abbildung skizziert sind. Wir stellen uns die Frage nach den moglichen
Weak bzw. Strong Maps zwischen den geometrischen Verbanden L£[U3] und L[U;].

Da es hinreichend ist Weak bzw. Strong Maps zwischen Matroiden zu untersuchen,
miissen wir Abbildungen 7 : Sy — T bestimmen, welche den Forderungen (i) bzw. (ii)
des Satzes geniigen. Sowohl die Projektion der Punkte aus S auf ein einzelnes
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Us Us
Abb. IV.2.: Weak und Strong Maps zwischen U3 und Uy
Element aus Tj sowie die Abbildung ¢ : Sg — Ty mit z — x sind Weak bzw. Strong Maps.

Eine Weak Map 7 ist in diesem Beispiel genau dann eine Strong Map, wenn 7 bijektiv
ist oder samtliche Punkte aus S auf einen Punkt aus 7Ty projiziert.

IV.1.12 Definition: Seien M (S), N(T') Matroide, o : S - T eine Abbildung und y € Tj.

1. Die Abbildung o heift konstante Abbildung, falls alle x € S auf ein y abgebildet
werden. Ist y =0, so nennen wir o Nullabbildung.

2. Das Urbild & (yu{0}) heilst die Faser von y unter o.

Die ndchste Charakterisierung wird uns im Kontext surjektiver Strong Maps von Nut-
zen sein.

IV.1.13 Proposition: Seien M(S), N(T) Matroide und o : Sy - T} eine Abbildung,
dann gilt die Aquivalenz:

o ist eine Strong Map <« VAcS: o(A)co(A)

Beweis. ,,=: Seien o eine Strong Map und A ¢ S, dann ist A co (0(A)) abgeschlossen

in M und somit A <o (c(A)), woraus die Behauptung folgt.

,<="“ Umgekehrt sei 0(A) ¢ o(A) fiir alle A< .S, dann erfiillt eine abgeschlossene Menge
Y in N die Gleichung

o[0 (V)] ¢ o[o (Y)]=Y =Y.

Daraus folgt

7 (Y) ca(ofo (V)]) co(Y)

und zusammen mit der Extensitit des Abschlussoperators ergibt sich o (Y) -7 (V). O
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1.2. Faktorisierungssatz, Reduktion und Kontraktion

Wahrend wir im Teilabschnitt die Reduktion und die Kontraktion als Konstruktions-
arten von Matroiden untersucht haben, werden wir daraus im Folgenden zwei wichtige
Klassen von Strong Maps ableiten. Je nach Bediirfniss werden wir Strong Maps auf
geometrischen Verbédnden oder Matroiden betrachten.

IV.1.14 Definition: Seien M (S) ein Matroid mit Abschlussoperator cl : 25 - 29 und
X ¢ S eine Teilmenge der Grundmenge.

1. Die Abbildung ¢: L[M ~ X] - L[M], definiert durch A + A, nennen wir (kanoni-
sche) Injektion von L[M\X ] in L[ M]. Eine Injektion notieren wir auch durch das
Symbol <.

2. Als Restriktion von L[ M] auf L[M\X] bezeichnen wir die Abbildung p: L[M] -
LIM\X], erkldrt durch A~ clynx(A).

3. Schlieklich heifit die Abbildung x: L[M] - L[M/X] erklért durch A ~ clp/x(A)
Kontraktion von L[ M] auf L[M/X].

Eine Restriktion p: L[M] - L[M\X] weist also einem A € L[M] das grokte Element
des Verbandes L[ M\X] zu, welches die Menge A als Obermenge besitzt.

IV.1.15 Satz: Seien M (S) ein Matroid und X eine Teilmenge der Grundmenge .S, dann
gelten:

(i) Die Injektion ¢: L[M\X] < L[M] ist eine Strong Map;
(ii) Die Kontraktion k: L[M] - L[M/X] ist eine Strong Map;
(iii) Die Restriktion p: L[M] — L[M\X] ist eine Weak Map.

Beweis. (i) Seien A, B € L[M\X] und X¢ := S\ X, dann folgt aufgrund der Defini-
tionen

(A)vi(B)=AvB=AuB=AuB
=AuBnXC%=,(AuBnX"Y)
=1(Av B).
Es ist ¢ also ein v-Homomorphismus. Angenommen, A < B in L[M\X], dann
existiert nach Proposition [I1.3.42 ein Atom a € X, so dass B = clynx(A +a) =
A+anXC. Dem folgend ist B ¢ A + a und aufgrund der Monotonie des Abschluss-

operators ergibt sich aus (A +a) ¢ B schlieflich A +a ¢ B. Da a ein Atom aus S
ist, bedeckt B = 1(B) gerade A = ((A).

(i) Fiir alle A, B € L[M] gilt aufgrund der Assoziativitidt der Supremumsbildung

K(AvB)=(AvB)UX~\X=[(AvB)vX|\ X
=[(AvX)v(BvX)|\X=(AvX)u(BvX)\X.
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Wegen (iii) aus Proposition [I1.3.19[und der Rechtdistributivitat folgt

K(AVB)=(AvX)u(BvX)\X=[(AvX)u(BvX)]\ X
=[(AvX)NX]Ju[(BVX)\NX]=[(AvX)\NX]V[(BVvX)\X]
=k(A) v k(B).

Wegen Folgerung |I1.3.43| respektiert die Kontraktion die Eigenschaft (S2), d.h. die
Kontraktion k ist eine Strong Map.

(iii) Bei einer Restriktion p wird jedem A € L][M] das grofite Element des Verbandes
LM\ X] zugewiesen, welches die Menge A als Obermenge besitzt. Da durch die
Einschrénkung ein geometrischer Verband entsteht und eine Restriktion Punkte
der Menge A fixiert, ist die Eigenschaft (W1) klar. Aus Folgerung und der
Definition ergibt sich (W2).

[

Im Allgemeinen ist eine Restriktion keine Strong Map, wie z.B. eine surjektive Abbil-
dung p: L[U3] - L[UZ] zeigt. Von einfacher Struktur sind die injektiven Strong Maps,
da diese den Injektionen entsprechen.

Betrachten wir die Identitat M L N zwischen zwei Matroiden M und N mit derselben

Grundmenge, dann ist gemaft Proposition und Satz id genau dann eine
Strong Map, wenn N ein Quotient von M ist.

IV.1.16 Definition: Sei M(S) ein Matroid und Q(.S) ein Quotient von M, dann heift
id : Sp — Sy die Quotientenabbildung von M auf Q).

Seien nun o : M(S) - N(T) eine surjektive Strong Map und N(S) dasjenige Matroid,
welches durch die Rangfunktion A = rg(A) = ry[o(A)] induziert wird. Das Matroid
N kann aus N durch Simplifikation gewonnen werden, weshalb die assoziierten Unter-
raumverbénde £[N] und £[N] isomorph sind. Wir erhalten also

IV.1.17 Proposition: Jede surjektive Strong Map o : M (S) - N(S) kann dargestellt
werden als

M(S) S N(S) 5 N(D),

wobei id eine Quotientenabbildung und die Erweiterung von 7 ein Verbandsisomorphis-
mus ist.

Als néchstes werden wir sehen, dass Injektionen und Kontraktionen bereits ausreichen,
um jede Strong Map vollstandig zu beschreiben.

IV.1.18 Satz (Faktorisierungssatz): Jede Strong Map kann als Komposition einer In-
jektion, gefolgt von einer Kontraktion, ausgedriickt werden.

Beweis. Wir verweisen auf [Kun86], 8.2.7 The factorisation theorem. [
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In Abbildung wird die Strong Map o : M — N als Hintereinanderausfithrung
einer Injektion ¢ : M < @) und einer Kontraktion x: @ — N um z dargestellt.

1 3

Abb. IV.3.: Faktorisierung der Strong Map o : M — N

Das Kompositum zweier Strong Maps ist eine Strong Map und zudem erfiillt die
Komposition zweier Strong Maps das Assoziativgesetz. Da Identitéit id : M — M fiir
jedes Matroid M eine Strong Map ist, bilden die Klasse der Matroide zusammen mit
den Strong Maps eine Kategorie:

IV.1.19 Proposition: Das Tripel M = (Ob(M), Mora (M, N),o), wobei Ob(M) die
Klasse aller endlichen Matroide, Mors (M, N') die Menge aller Strong Maps M — N mit
M, N € Ob(M) und o die iibliche Komposition von Abbildungen ist, bildet die Kategorie
der Matroide.

Der Faktorisierungssatz fiir Strong Maps besagt in diesem Kontext, dass die Subob-
jekte eines Objekts M € Ob(M) den Minoren desselben Matroids entsprechen.

Weiter folgt aus Proposition dass die Existenz einer Strong Map ,,—* als transi-
tive Relation auf Ob(M) x Ob(M) interpretiert werden kann. Diese Relation ist dariiber
hinaus reflexiv, da die Identitét eine Strong Map ist. Wir betrachten demnach eine Préa-
partialordnung (Ob(M); —).

IV.1.20 Definition: Die durch die Kategorie M erklérte Hom-Ordnung bzw. Hom-
Aquivalenz heift Hom-Ordnung bzw. Hom-Aquivalenz der Strong Maps.

Eine natiirliche Frage ist die nach der Struktur der Hom-Aquivalenz, d.h. welche Ma-
troide sind beziiglich dieser Hom-Ordnung vergleichbar bzw. unvergleichbar?
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IV.1.21 Proposition: Jede konstante Abbildung o : M(S) - N(T) ist eine Strong
Map.

Beweis. Aufgrund der Voraussetzungen besteht Bild(o) neben dem Nullelement aus
maximal einem weiteren Element y € Ty, weshalb das Urbild der Elemente aus T ~ {y}
gleich der leeren Menge ist. Die Faser von ¥ ist demnach abgeschlossen und somit o eine
Strong Map. O]

Es gibt also keine zwei verschiedenen Matroide, die beziiglich der Hom-Ordnung un-
vergleichbar sind, d.h. die Hom-Ordnung ist in diesem Fall eine Kette. Somit besitzt die
Hom-Aquivalenz nur eine einzige Aquivalenzklasse, die alle Objekte von M enthélt.

2. Strong Port Maps und die Hom-Ordnung

In diesem Abschnitt betrachten wir Matroide M (.S) aus Ob(M), die ein fixiertes Element
e in ihrer Grundmenge enthalten, und fassen diese zu einer Klasse Ob(a4) ¢ Ob(M)
zusammen, deren Objekte wir Matroid Ports nennen.

Wir beginnen mit der Definition spezieller Strong Maps, die zusammen mit der Klasse
Ob(a,) und der tiblichen Komposition eine Unterkategorie 2, := (Ob(M, ), Mor(94, ), o)
von M bildet und somit selbst eine Kategorie ist.

IV.2.1 Definition: Seien M (S), N(T) Matroid Ports und o : S - T eine Abbildung,
die wir Strong Port Map nennen, falls diese die Bedingungen

(SP1) o(e) =e und o (e) ={e} und
(SP2) o ist eine Strong Map

erfiillt. Die Existenz einer Strong Port Map von M nach N notieren wir durch M - N
und entsprechend driicken wir durch M + N die Nicht-Existenz einer solchen Abbildung
aus.

Einen kiirzesten Kreis eines Matroid Ports M (S), der das fixierte Element e € §
enthélt, heiltt Girth Kreis von M. Unter dem Girth von M verstehen wir die Lange
eines Girth Kreises desselben Matroids und notieren dies durch girth(M) e N. Besitzt
ein Matroid Port M keinen Girth Kreis, dann setzen wir girth(M) := co.

IV.2.2 Definition: Die durch die Kategorie M, = (Ob(#), Mor(94.),) induzierte
Hom-Ordnung bzw. Hom-Aquivalenz heifit Hom-Ordnung bzw. Hom-Aquivalenz der
Strong Port Maps.

2.1. Matroid Ports mit MaxFlow-MinCut-Eigenschaft

Die folgenden Séatze dieses Teilabschnitts stammen aus der bereits in der Einleitung
erwdhnten Arbeit [HNOO| von W. HOCHSTATTLER und J. NESETRIL.
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IV.2.3 Satz: Seien M (S) ein Matroid Port und & € N, dann gilt:
Cy > M < girth(M) <k.

Beweis. ,,=:* Seien o : Cy, > M eine Strong Port Map und Y := 0(Cy) ~{e} ¢ S, dann ist

o (Y u{0}) nicht abgeschlossen und nach Satz|[11.1.37] (ii) existiert ein Kreis C' e C(M)
mit e C' ¢ (Y +e).

,<=:“ Seien C = {e,by,...,b}, | <k ein Kreis in M und C}, := {e,ay,...,a,_1}, dann ist
die Abbildung o : C, — M erklért durch o(e) = e, o(a;) = b; firi <l und o(a;) =0(0) =0
fiir [ <7 < k-1 eine Strong Port Map. O]

Bezeichnet C,, den freien Matroid Port, dann ist Co, - M fiir jedes M € Ob(,).
IV.2.4 Folgerung: (i) Seien k,l e Nu{oo}, dann gilt

Cph—>C = k>1.

(ii) Seien M, N Matroid Ports, dann gilt

M - N = girth(M) > girth(N).

Als néchstes untersuchen wir die Existenz von Strong Port Maps M — Cj,.

IV.2.5 Proposition: Sei M (S) ein Matroid Port mit k-1 €N Cokreisen C},...,C¢_,,
so dass Cf nC7 = {e} fiir alle 1 <i < j < k-1. Dann ist die Abbildung o : M — Cj
definiert durch

e fallsx=e,
x w o(x)=1a; fallszeCf e,

0 sonst.

eine Strong Port Map.

Beweis. Sei A ¢ C}, abgeschlossen. Wir weisen nach, dass o (Au{0}) abgeschlossen in M

ist. Ist e ¢ A, so ist o (Au{0}) = Nyea (SN CF) gemak Satz|[11.1.50| (iii) als Durchschnitt
von Hyperebenen abgeschlossen. Es sei also e € A und um einen Widerspruch herzuleiten

nehmen wir an, dass i (A u {0}) nicht abgeschlossen ist. Dann gibt es geméf Satz
[11.1.37| (ii) einen Kreis C'in M mit C'n [S\ o (Au{0})] ={g}. Da S~ o (Au{0}) =
Uaiea (Cff N e), existiert 1 <idp < k-1, so dass g € Cf und a;, ¢ A. GemiR Satz [[11.1.54
ist |[OnCyl>1 und damit e € C. Ist a; ¢ A, dann enthélt (C'n C}) mindestens zwei
Elemente, d.h o (Au{0}) =S5~ C; und dies impliziert A = Cy, ~ {a;}, ein Widerspruch
zur Abgeschlossenheit von A. n

79



Morphismen zwischen Matroiden

IV.2.6 Satz: Seien M(S) ein Matroid Port und k € Nu{oo}, dann gilt:

M - Cy <= 3 Cokreise C7,...,Cy in M, so dass C7 nC} = {e}
Vi<i<j<k-1;

Beweis. Wegen Proposition missen wir nur noch ,, = nachweisen. Dazu seien
, — -1
o : M - Cj ein Strong Port Map, Cj, := {e,a1,...,a5,1} und C; =0 ({e,q;}), dann
reicht es zu zeigen, dass jede Menge C} einen Cokreis C mit e € C enthalt. Um das
-1
einzusehen betrachten wir die abgeschlossene Menge F':=0 (C, U {0} N {e,a;}) ¢ S, die

nicht e enthélt. In dieser Situation existiert eine Hyperebene H mit F' € H und e ¢ H,
so dass C := S\ H ein Cokreis der gewiinschten Form ist. m

IV.2.7 Definition: Sei M (.S) ein Matroid, dann heifst eine endliche Menge von Kreisen
{Cy,...,C,} mit (C;nC;) ={e} fir 1 <i<j<nein Flow von M und k der Wert des
Flows. Einen Flow mit maximalem Wert nennen wir MazFlow von M.

Gemék Satz[[V.2.6|existiert ein Flow mit Wert k in einem Matroid M (S) genau dann,
wenn M* — Cj. Gemiéfs Satz [[V.2.3| gibt es einen Cokreis C* mit e € C* und |C*| = [
genau dann in M*, wenn C; - M*. Wir erhalten demnach die Abschétzung

max{k| M* - Cy} < min{l| C, > M~} (IV.2)

und sagen, dass ein Matroid M die MaxFlow-MinCut-FEigenschaft besitzt, wenn in ([V.2))
die Gleichheit gilt.

IV.2.8 Satz: Sei M ein Matroid Port, dann existiert eine Zahl k € Nu{oo}, so dass die
folgende Aquivalenz erfiillt ist:

M* < Cy < M besitzt die MaxFlow-MinCut-Eigenschaft.

Sind M, N € Ob(M) beliebige Matroide, dann existiert stets eine Strong Map von M
nach N und umgekehrt. Wie wir festgestellt haben, dndert sich die Situation grundle-
gend, wenn wir Strong Port Maps zwischen Matroid Ports betrachten. Wir bemerken,
dass unter diesen Umstédnden die konstante Strong Map im Allgemeinen nicht das Axiom
(SP1) erfiillt. Die aus den Strong Port Maps induzierte Hom-Ordnung besitzt demnach
eine wesentlich komplexere Struktur als die aus den Strong Maps abgeleitete.
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2.2. Projektive Matroide

In diesem Teilabschnitt betrachten wir ausschlieklich koordinatisierbare projektive Ma-
troide PG(n, ¢q), die in der Grundmenge das fixierte Element e enthalten.

IV.2.9 Proposition: Sei n € N mit n > 2, dann gibt es keine zwei oder mehr verschie-
denen Cokreise in PG(n,q), die sich genau im fixierten Element e treffen.

Beweis. Seien S die Grundmenge und C7,C5 zwei Cokreise von PG(n,q), dann gilt
geméfs Proposition [I11.1.35| und Satz [I11.1.50| (iii) die Ungleichung
[(CTnC3)] = [(SNHi)u (SN Hy)| =[S~ (Hyu Hy)
=(l+qg+...+¢")-2(1+q+...+¢" DN+ (1+q+...+¢"?
— qn _qn—l — (q_ 1)qn—1 > 2
O

IV.2.10 Folgerung: Seien PG(n,q), n > 2 ein projektives Matroid und C} ein Kreis
mit k£ > 3 Elementen, dann gibt keine Strong Port Map von PG(n, ¢) nach C.

Beweis. Folgt aus Satz [[V.2.6| und der letzten Proposition. O

IV.2.11 Beispiel: Seien F»(S) := PG(2,2) der projektive Matroid Port und H eine
Hyperebene von F; mit e ¢ H, dann ist C} := S~ H nach Satz [[I1.1.50] (iii) ein Cokreis

von F7. Die Cokreise von F; besitzen genau 4 Punkte, da eine Hyperebene aus genau 3
Punkten besteht. Die Menge {e,a} mit a € H ist deshalb im Dual F¥ abgeschlossen und
durch die Erweiterung

M2:F7*+M33'

mit M := { [{e,p}) } als modularem Hauptfilter entsteht ein weiterer Cokreis C5 :=
{e,a,x} von F;. Der Matroid Port M* besitzt F; als Kontraktionsminor, ist von Girth

T

e

7\

Abb. IV 4.: Skizze der Coerweiterung M*

3 und zudem existiert eine Strong Port Map M — C5 geméfs Satz [[V.2.6] In Abbildung
[V.4]ist die Coerweiterung von F7 um x angedeutet, wobei die Hyperebene von F; durch
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H := {2,6,a} bestimmt ist und die beiden Punkte 1 und 2 derart platziert sind, dass
{1,2,3,5,6} eine Hyperebene der Coerweiterung M* bildet.

IV.2.12 Proposition: Eine Strong Port Map o : C;, - C; mit k,l e N und 3 <[ <k ist
surjektiv.

Beweis. Angenommen, o ist nicht surjektiv, dann gibt es einen Punkt ¢ # e, der nicht
von o getroffen wird. Die Menge X := Bild(o) \ {e} ist abgeschlossen, da ¢,e ¢ X ¢ C;.

Entsprechend miisste o (X u{0}) abgeschlossen sein, was aber wegen e ¢o (X u{0})
nicht sein kann. [

Eine unmittelbare Folgerung aus der letzten Proposition ist, dass eine Strong Port
Map der Form Cj,; — C} entweder ein oder kein Element des Definitionsbereichs auf
das Nullelement abbildet.

Jedes projektive Matroid PG(n, q) enthédlt PG(n - 1,q) als Hyperebene, weshalb aus
Symmetriegriinden die Existenz einer Strong Port Map ¢ : PG(n - 1,q) = PG(n,q)
gesichert ist. Als néchstes werden wir nachweisen, dass es keine Strong Port Map von
PG(n,q) nach PG(n -1,q) gibt.

IV.2.13 Proposition: Wenn es eine Strong Port Map o : PG(n,q) - PG(n-1,q) gibt,
dann wird einzig das Nullelement auf das Nullelement unter o abgebildet.

Beweis. Wir beweisen durch Widerspruch, nehmen also an, es wiirde mindestens ein
Element x € PG(n,q),x # 0 mit o(z) = 0 geben. Da projektive Raume einfache Matroide
sind, ist {e, 0} abgeschlossen in PG(n-1,¢) und damit o ({e,0}) 3 e,z abgeschlossen in
PG(n,q). Wir bezeichnen die im Urbild von {e,0} durch e und x aufgespannte Gerade,
bestehend aus (¢ + 1) Elementen, mit g und wéhlen ein a € g \ {e,z} # @. Die Strong
Port Map ¢ kann a nur das Nullelement zuweisen, da anderenfalls die Bedingung (S2)
verletzt wiirde. Unter diesen Umsténden ist jedoch das Urbild des Nullelements nicht
abgeschlossen, was zum Widerspruch fiihrt. O

Vorangehende Proposition benotigen wir fiir folgenden

IV.2.14 Satz: Sei n € N mit n > 2, dann gibt es keine Strong Port Map von PG(n,q)
nach PG(n -1,q).

Beweis. Betrachten wir zundchst die Situation fiir n := 2 und nehmen an, es gibt eine
Strong Port Map o : PG(2,q) — PG(1, q). Bezeichnen wir die Grundmenge von PG(2, q)
mit S und die von PG(1,q) durch T, dann ist |T'| = ¢+ 1 geméf Proposition [[I.1.35 Sei
weiter T := {e,y1,...,y,}, dann sind die Fasern

o (yiu{0})  VieN,

abgeschlossen in PG(2,¢) mit 7"(_01 (y;u{0})) <2, dae ¢o (y; u{0}) fiir ¢ € N,. Weiter

besitzt X =0 ({v1,---,Y4,0}) genau % -1=¢(q+1) Elemente, weshalb es mindestens
q > 2 verschiedene Geraden in X gibt. Diese Geraden besitzen in einer projektiven Ebene
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stets einen Schnittpunkt p, fiir den aufgrund des Gesagten o(p) = 0 gelten muss. Dies
steht im Widerspruch zu Proposition ([V.2.13]

Nehmen wir nun an, dass eine Strong Port Map o : PG(n,q) - PG(n - 1,q) fiir

n > 3 existiert. Mit H bezeichnen wir eine Hyperebene von PG(n -1, q), die das fixierte
qn—l_l

Element e nicht enthalt und aus r := Elementen besteht. Seien ¢4, ..., g, die durch

je ein Elemente p € H und e in PG(n -1, q) erzeugten Geraden, dann ist 7’(?71 (g:)) <2
fir alle 1 < ¢ < r. Anderenfalls wiirde es eine Strong Port Map PG(k,q) — PG(1,q)
mit n < k < 2 geben, die durch Restriktion eine Strong Port Map PG(2,q) - PG(1,q)
impliziert, was nicht sein kann. Das Urbild von PG(n - 1,¢) kann demnach unter o
maximal [PG(n -1, ¢)| Elemente enthalten — Widerspruch zur Existenz von o. O]

Veranschaulichen wir uns die Situation im Fall ¢ = 2. Die Fasern von y; bzw. y, sind
abgeschlossen und besitzen zusammen die 6 Elemente aus PG(2,2) \e.

e

4

Abb. 1V.5.: Strong Port Maps und projektive Geometrien

Deshalb sind die Fasern von y; und y» zwei verschiedene Geraden in o ({y1,v2,0}),
die sich in der projektiven Ebene in mindestens einem Element p schneiden. Das kann
aber nur dann sein, wenn o(p) = 0 gilt, was im Widerspruch zu Proposition [[V.2.13
steht.
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2.3. Antikette der Hom-Ordnung

Ziel dieses Abschnittes ist die Konstruktion einer unendlich langen Antikette in der
durch die Strong Port Maps induzierten Hom-Ordnung. In einem ersten Ansatz werden
wir projektive Matroide coparallel coerweiteren und rasch feststellen, dass dieser Weg
nicht zielfithrend ist. Ebenso wird durch Angabe eines Gegenbeispiels konstatiert, dass
eine dhnliche Konstruktion — angewendet auf uniforme Matroide vom Rang 2 — fehl-
schldgt. Letztlich werden wir mit Hilfe allgemeiner uniformer Matroide die gewiinschte
Antikette konstruieren.

Besitzt ein Matroid M einen echt kleineren Girth als ein Matroid IV, so existiert ge-
mif Folgerung (ii) keine Strong Port Map von M nach N. Es ist daher nahe
liegend die Girth-Kreise der vorgegebenen Matroide M und N durch Coerweiterungen
entsprechend zu modifizieren. Da Matroide einer Antikette unvergleichbar beziiglich der
Hom-Ordnung sind, miissen wir ferner darauf achten, dass durch die Modifikation nicht
N — M induziert wird.

Wie wir bereits in Satz festgestellt haben, existiert keine Strong Port Map von
PG(n,q) nach PG(n-1,q), allerdings kénnen wir PG(n - 1,¢q) in PG(n, q) einbetten.

Seien DY := PG*(n,2) das Dual des projektiven Matroid Ports PG(n,2) mit n € N
und Xy, :={e,z1,...,x;} fiir k € N bzw. X := {e}; zudem definieren wir rekursiv

Dk

._ k-1
= Dn +Mk—1 Tk

mit My_q := [Xj-1) als modularem Hauptfilter von L£[D%-']. Beachten wir, dass DF
durch Substitution von e durch die parallele Klasse X}, in PG*(n,2) hervorgeht, so ist
die Giiltigkeit der néchsten Proposition augenscheinlich.

IV.2.15 Proposition: a) Die Kreise von DF bestehen aus
(i) den zweielementigen Teilmengen von {e,z1,...,xy};
(ii) den Kreisen C' von PG*(n,2) mit e ¢ C,
(iii) den Kreisen C' von PG*(n,2) mit e € C, wobei e durch ein Element aus

{e,x1,...,x1} ersetzt werden darf.

b) Die Hyperebenen von DF bestehen aus
(i) den Hyperebenen H € H(PG*(n,2)) mit e ¢ H;
(ii) den Mengen H U {xy,...,x;} mit H € H(PG*(n,2)) und e € H.
Das Dual P} := [DF]* des eben definierten Matroid Ports D¥ entsteht demnach durch

eine coparallele Coerweiterung aus dem projektiven Matroid PG(n,2). In Abbildung
ist der Fall n =2 und k = 1 dargestellt.

IV.2.16 Definition: Sei M ein Matroid Port, dann nennen wir einen Kreis C' € C(M)
mit e € C' relevant.
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8
[

[y
---e----9

Abb. IV.6.: Matroid Port Py}

Nach Satz|[[II.1.50|sind die relevanten Kreise von P¥ bestimmt durch die Hyperebenen
aus Proposition [[V.2.15|b) (i), weshalb

girth(P*) =3 +k

gilt. Aus Teil a) derselben Proposition folgt, dass die Mengen C} := {e,x;} mit
i € Ny, verschiedene Cokreise in P sind. Da weiter PG(n,2) eine Hyperebene H be-
sitzt, die nicht das fixierte Element e enthalt, ist die Existenz eines relevanten Kreises
vom Typ (iii) aus Proposition garantiert. Demnach gibt es neben den & Co-
kreisen Cf,...,Cy einen weiteren Cokreis C} , in PF, so dass (C; nC) = {e} fiir alle
1<i<j<k+1 gilt.

Insgesamt ergibt sich aus Satz und girth(P*) =3 + k, dass P¥t! » Cj,3 = PF.

n+1

Coerweitern wir nicht coparallel, so konnen wir die Anzahl der dadurch induzierten
Cokreise deutlich reduzieren. Zudem gehen wir nun vom Matroid Port U}, d.h. von
einer Geraden mit n > 5 Punkten, aus.

IV.2.17 Proposition: Seien M (7T ein einfacher Matroid Port und n € N mit n > 2,
dann ist eine Strong Port Map o : UJ(S) - M(T') injektiv.

Beweis. Zunédchst weisen wir nach, dass einzig das Nullelement unter o auf das Null-
element abgebildet wird. Dazu nehmen wir an, dass es einen Punkt = € S\ {0, e} mit

o(z) = 0 gibt. Aufgrund der Voraussetzung ist o ({e,0}) = {e,x} = U} und damit
7 (0) =S~ {e}, was zum Widerspruch fiihrt.
Seien nun 1, xs € S zwei Elemente mit identischem Bild o(x1) = o(x2) # e, dann ist

U =0 [o(z)uo(z2)U{0}] =7 [o(z;)u{0}] i=1,2

abgeschlossen in UJ. Da die Menge U das fixierte Element e nicht enthélt, kann es sich
nur um einen Punkt in U} handeln, womit x; = 3 und damit die Behauptung folgt. [

Reduzieren wir das Matroid U7*! um einen beliebigen Punkt, so erhalten wir Uy und
mit Hilfe des letzten Satzes ergibt sich die

IV.2.18 Folgerung: Seien m,n € N mit 2 < n < m, dann existiert keine Strong Port
Map von Uj* nach Uj.
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Umgekehrt existiert stets eine Injektion U} — Uj*, falls 2 <n <m.

Seien nun DY := U ,(S) das uniforme Matroid mit e,a € S und Xj, := {e,a,z1,..., 2}
fir k € N bzw. Xj := {e,a}. Wir definieren rekursiv

D'Z = Drki_l +Mk_1 Tk, (IV3)

wobei My := [X}_1) der modulare Hauptfilter von £[DE1] ist. Sei nun GE := (Dk)*
das orthogonale Gegenstiick von D¥ mit k£ > 0 und n > 5, dann entsteht G aus dem
uniformen Matroid U} durch eine spezielle Coerweiterung um {xy,...,xx}.

IV.2.19 Beispiel: Ausgehend von D2(S) mit S = {p1, p2, s, s, €,a} sowie D2(T) mit
T := {q1,q2,q3,€,b} erhalten wir durch Erweiterung um X := {x1,x9,23} bzw.
Y = {y1,y2} die Matroid Ports D? bzw. D2 und ihre dualen Gegenstiicke G§ bzw. G2.
Die Abbildung o : G§ - G% definiert durch

T =Y P1,DP2,P3,P4 7 G2
To = Yo e = e
T3 = (3 arb

ist eine Strong Port Map.

Setzen wir dagegen DY := PG*(n,2), erweitern geméfs und definieren P :=
(DE)*, dann besitzt die Coerweiterungen P von PG(n,2) einen Uj-Minor und ist
somit geméfs Satz (1) nicht binér. Bislang konnte nicht geklart werden, ob die
Matroide ng{l] und P unvergleichbar beziiglich der Hom-Ordnung sind.

Uniforme Matroide besitzen eine einfache Struktur, die sich in der Existenz von Strong
Port Maps zwischen diesen widerspiegelt. Im Folgenden werden wir eine untere Schranke
fiir die Kardinalitét des Bildes einer Strong Port Map o : U]' - M herleiten, welche aus-
schlaggebend fiir das darauf folgende Konstruktionsprinzip sein wird und uns schlieflich
eine unendlich lange Antikette liefert.

Die néchste Proposition und die zugehorige Folgerung betrachten wir allgemeiner fiir
Strong Maps.

IV.2.20 Proposition: Seien M(T') ein einfaches Matroid und o : UJ*(S) — M (T') eine

Strong Map mit k£ > 1, dann besitzt jede Faser o (y u {0}) mit y € Bild(c) maximal
(k—1) oder genau n Punkte.

Beweis. Fiir Bild(o) = @ ist die Behauptung trivialerweise erfiillt. Enthélt das Bild
lediglich ein Element, so ist o die konstante Strong Map, weshalb die Faser des einzigen
Bildpunktes alle n Elemente des Definitionsbereichs umfasst. Seien nun |Bild(c)| > 1
und 1, ...,x; € (S~ {0}) endlich viele paarweise verschiedene Elemente mit identischem

Bild y := o(z1) = ... = o(z;) € Bild(c). Da M einfach ist, muss die Faser & (yu {0})
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abgeschlossen sein, weshalb nach Proposition [[II.1.53| die Ungleichung
. -1
1<) <17 (yu{oh] < (k-1)

erfiillt ist. Ist o (0) =0, so kann j den maximalen Wert (k- 1) annehmen. O

Sei s € R, dann bezeichnen wir durch [s] die kleinste ganze Zahl > s.

IV.2.21 Folgerung: Seien o : U -— M eine Strong Map mit |Bild(¢)| > 1 und M ein
einfaches Matroid. Dann gilt die Ungleichung

Bild(c)] > [%1 > 9, (IV.4)

Beweis. Aufgrund der Voraussetzung ist ¢ weder die konstante Strong Map noch die
Nullabbildung, was bedeutet, dass nach Proposition jede Faser aus Bild(o)
hochstens (k-1) Elemente des Definitionsbereichs umfasst. Je mehr Elemente eine Faser
enthélt umso kleiner wird das Bild von ¢. Bilden wir demnach einzig das Nullelement auf
0 ab, so kénnen wir die natiirliche Zahl j aus Proposition maximal wéhlen und
somit das Bild minimieren. Das Bild umfasst in Folge dessen mindestens [ﬁ] Elemente,
indem wir jeweils (k- 1) der n Elemente des Definitionsbereichs auf dasselbe Element
von M unter o abbilden. O

Seien k,n e Nmit 2 <k <n, B :=U und X, 1 = {e,21,...,2;1} mit Xo:= {e}. Fiir
1 € N definieren wir rekursiv den Matroid Port

sz = sz_l M {x2}7

wobei M;_; := [X,;_;) der modulare Hauptfilter in £[Bi!] ist. Das Matroid B! ent-
steht demnach durch Substitution des fixierten Elements e durch eine parallele Klasse
{e,z1,...,2;} in U. Um anzuzeigen, dass B} aus dem uniformen Matroid Port U}' mit
k < n hervorgegangen ist, schreiben wir auch B? (k) anstatt Bf. Aufgrund der Definition
des Matroid Ports B¢ (k) sind die folgenden Aussagen evident.

IV.2.22 Proposition: a) Die Kreise von B (k) bestehen aus
(i) den zweielementigen Teilmengen von {e,z1,...,z;};
(ii) den Mengen der Grofse (k+1) mit maximal einem Element aus {e, z1,...,z;}.
b) Die Hyperebenen von By (k) bestehen aus
(i) den Hyperebenen H € H(U) mit e ¢ H;
(ii) den Mengen H u{x1,...,2z;} mit H e H(U}’) und e€ H.
Sei nun Af(n-k) := Al = [Bi(k)]* das Dual von B! mit i,n € N und m :=n -k,
wobei fiir 7 = 0 die Identitat AY = (BY(k))* = (U})* = Un gilt. Die Cokreise von A¢ (m)

sind die Kreise von B! (k) und ferner entsprechen die Kreise von A?(m) den mengen-
theoretischen Komplementen der Hyperebenen von B (k).

Dadurch ergibt sich mit Hilfe des Satzes die folgende Charakterisierung.
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IV.2.23 Satz: a) Die Cokreise von Ai(m) bestehen aus
(i) den zweielementigen Teilmengen von {e,z1,...,z;};

(ii) den Mengen der Grofse (k+1) mit maximal einem Element aus {e, z1,...,z;}.

b) Die Kreise von A?(m) bestehen aus
(i) den Mengen C'u{zy,...,x;} mit C eC(U”) und e € C,
(ii) den Kreisen C'e C(UR) mit e ¢ C'.
Die Kreise von A?, enthalten geméf letztem Satz|[IV.2.23| entweder (m + 1) oder (m +

1+1i) Elemente, wobei ein relevanter Kreis von A% nur aus (m+i+1) Elemente bestehen
kann. Es ist also

girth[ AL (m)] = (m + 1 +1). (IV.5)
IV.2.24 Proposition: Das Matroid A? (m) enthélt Un-! als Restriktionsminor.

Beweis. Geméak Definition ist A% (m) = [B:(k)]*, wobei Bl (k) durch Substitution von e
durch die parallele Klasse {e,z1,...,2;} aus U}’ hervorgeht. Geméf Beispiel [[11.2.8 und

Folgerung ist
B, (k)/{e} = Ui o U,

wobei U{ einer Menge {z1,...,2;} von Schleifen entspricht. Gemé# Folgerung [[11.2.11
gilt damit

B, (k){e}{zy, ... 2} = By(k) {e}\{z1, ..., i},
d.h. U~} ist ein Kontraktionsminor von B} (k). Somit ist U~} = Ur~! Restriktionsminor

von Aé (m) =[Bi(k)]* und entsteht durch Reduktion um {e,z,...,z;}. O

IV.2.25 Proposition: Seien o : M — M’ eine Strong Port Map und C' ein relevanter
Kreis von M, dann enthélt o(C') einen relevanten Kreis von M'.

Beweis. Sei C' € C(M). Die Abbildung o* : C' - ¢(C') mit o*(z) := o(x) fiir alle x € C'ist

-1
als Nachbeschrankung surjektiv und ebenfalls eine Strong Port Map. Das Urbild o* (Y")
mit Y := 0*(C) \ {e} ist nicht abgeschlossen, da e im Urbild nicht enthalten sein kann.
Geméf Satz [[T1.1.37] (ii) enthélt Y u {e} somit einen relevanten Kreis. O

IV.2.26 Satz: Seien n>m>2und r:= (m-1)(n+7+ 1)+ 1, dann gelten:
(i) AFt(m) # A, (m);
(i) A5(m) 4 A¥1(m).

Beweis. (i) Wir beweisen durch Widerspruch und nehmen dazu an, dass eine Strong
Port Map o : Ait*! - Al existiert. Sei C' ein Girth-Kreis von Ai*!(m), dann enthélt
o(C) geméf Proposition einen Girth-Kreis von A? (m). Nach Proposition
ist R:=U’~! ein Restriktionsminor von A (m) und die Restriktion

G:R— Al definiert durch &(z):=0(z) VreR
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eine Strong Map, da e ¢ R und o eine Strong Port Map ist. Weiter folgt mit
Proposition [[V.2.20] dass eine einzelne Faser von & maximal (m -1) > 1 Elemente
enthélt. Nach Satz ist aber |C'n R| = m > 2, weshalb |Bild(7)| > 1 folgt.
Somit ist & nicht die konstante Strong Map und Folgerung angewendet auf
¢ impliziert den Widerspruch n + ¢ = |Bild(3)| > [;;_11] =n+i+l.

(ii) Wegen Gleichung (IV.5)) folgt
girth[A' (m)]=m+i+1 < girth[A®'(m)]=m +i+2.

und mit der Kontraposition von Folgerung [IV.2.4] (ii) ergibt sich die Behauptung,.
O

IV.2.27 Satz: Zu jedem einfachen Matroid Port M (S) mit r(M) > 1 und |S| > 2 exis-
tiert ein beziiglich der Hom-Ordnung der Strong Port Maps unvergleichbares einfaches
Matroid.

Beweis. Seien r(M) =k >1 und |S| =n mit k,n € N. Betrachten wir den Matroid Port
Ul,, mit r:=k(n+1). Geméaf Satz (i) besitzen die Kreise von U], genau k + 2
Elemente, d.h. es ist girth(M) < k+1 < k+2 = girth(U],,) und Folgerung (ii)
impliziert M » U},,. Angenommen es existiert eine Strong Port Map U],, - M, dann
enthélt dessen Bild nach Folgerung mindestens n + 1 > |S| = n Elemente, was im
Widerspruch zur Voraussetzung steht. O]

2.4. Parallele Summe und Pushout

T. BRYLAWSKI entdeckte in den 1970er Jahren die in Teilabschnitt eingefiihrte ver-
allgemeinerte parallele Summe M; @1 My zweier Matroide M; und M, und beantwortete
damit die von H. CRAPO aufgeworfene Frage nach der Existenz von (injektiven) Pu-
shouts in der Kategorie M der Matroide und Strong Maps. Im Allgemeinen existiert in
M kein Pushout, doch ist die ,Verbindungsstelle“ T ein modularer Unterraum von M,
oder M,, dann ist die parallele Summe ein injektiver Pushout (|[Bry75], Proposition 5.2
und Satz 5.3).

Abb. IV.7.: Diagramm des injektiven Pushouts von (t1,t2)

Da die beteiligten Morphismen bzw. Strong Maps Injektionen sind, konnen die Ergeb-
nisse entsprechend fiir die Kategorie M, interpretiert werden.
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Im Folgenden untersuchen wir die Wirkung der parallelen Summe auf die Existenz von
Strong Port Maps. Die verallgemeinerte parallele Summe konnte fiir die noch offene Frage
nach der Dichte der Hom-Ordnung relevant sein. Wir halten fest, dass die Simplifikation
eine Strong Port Map ist, falls der fixierte Punkt e ¢ & in keiner nicht-trivialen parallelen
Klasse enthalten ist.

IV.2.28 Proposition: Seien N(R), M;(S1) Matroid Ports und M,(S;) ein Matroid mit
T := 5, nS5. Weiter seien T' ein modularer Unterraum in M; und abgeschlossen in My
sowie e ¢ T', dann gelten:

(i) Wenn N - M, dann N — (M; &1 Ms).
(ii)) Wenn N 4 M, dann N 4 (M &7 M,).

Beweis. (i) Es sei 0 : N - M; eine Strong Port Map, dann folgt die Existenz von
G : N —» M; & M, direkt aus 7(z) := o(x) fir alle z € R.

(ii) Sei N 4 M; und angenommen es gibt doch eine Strong Port Map N — (M; &1 Ms).
Sei By € .55, so dass By U Br eine Basis von M, ist. Es ist

N - (My @7 My) 5 M7 5 M7 = My,

wobei k die Kontraktion von M; &y My um By bezeichnet. Geméfs Proposition
ist L(M,) = L(M;), womit M, = M; folgt. Da die Kontraktion & und die
Simplifikation s Strong Port Maps sind, miisste demnach N — M; gelten, was im
Widerspruch zur Voraussetzung steht.

m

Besitzen die bei der parallelen Summe beteiligten Matroide nur einen einzelnen ,Ver-
bindungspunkt” p, dann gilt die folgende Proposition.

IV.2.29 Proposition: Seien M;(S;), N(T') Matroid Ports und Ms(S;) ein Matroid mit
S1n Sy ={p} und p # e, dann gilt:

(i) Wenn M; - N, dann (M; @, My) - N;
(i) Wenn M; 4 N, dann (M, @, M) 4 N.

Beweis. (i) Seien o : M; - N eine Strong Port Map und @ : M; &, My - N definiert
durch

o(x) falls ze S~ {p}
T
o(p) falls z €S,y
-1

eine Abbildung. Ferner seien Y € L[N] und o(p) ¢ Y, dann ist die Menge X :=7
(Y u{o}) aufgrund der Definition von & und den Voraussetzungen abgeschlossen
in M; und damit auch in M; @, M. Seien nun o(p) € Y und Fy := X n Sy bzw.
Fy:=XnSy Dao(p) eY, ist Fy =5 und damit abgeschlossen in My bzw. in
M, @, M,. Weiter ist F aufgrund der Definition von & abgeschlossen in M; und
damit auch in M; @, M,. Insgesamt ist X abgeschlossen in (M; @, M>) und damit
o eine Strong Port Map.
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(ii) Es gelte nun M; 4 N. Angenommen es existiert doch eine Strong Port Map o :
M, ®, My - N, so miisste o|M; : M; - N ebenfalls eine Strong Port Map sein,
was im Widerspruch zur Voraussetzung steht.

O

Betrachten wir die Identitét id : U3 — U3, dann existiert keine Strong Port Map von
Use. Uy nach U3 fiir n € N mit n > 4, da die Restriktion auf einen der beiden Summanden

geméif Proposition injektiv sein miisste.
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V. Schlusswort und Ausblick

Den Ausfiihrungen dieser Arbeit folgend ist es nahe liegend das in der Einleitung erwéhn-
te Dichteproblem analog auf die Hom-Ordnung der Strong Port Maps zu iibertragen,
wozu M und N Matroid Ports mit M — N und N » M seien. Unter welchen Umstén-
den existiert dann ein Matroid X € Ob(M.,), so dass M - X - N und N +» X +» M?

Angenommen das Matroid X existiert, dann impliziert Folgerung die Unglei-
chung girth(M) < girth(X) < girth(/N), weshalb insbesondere der Fall girth(M) =
girth(V) interessant sein diirfte. Zudem darf das Matroid X —falls es existiert— kei-
nen zu N isomorphen Minor besitzen, da anderenfalls die Bedingung N » X verletzt
wiirde.

Ist die Abbildung o : M — N nicht injektiv oder surjektiv, dann folgt aus dem Fak-
torisierungssatz die Existenz eines Matroids M* ¢ M, so dass M - M+ 5 N.
Dabei ist ¢ eine Injektion und x eine Kontraktion. Reduziert dabei die Kontraktion den
Girth-Kreis und ist die aus ¢ induzierte Restriktion keine Strong Port Map, dann liefert
der Faktorisierungssatz eine Teilantwort auf die gestellte Frage. Ein mdglicher Ansatz
das Dichte-Problem zu 16sen ist deshalb, das hinter dem Faktorisierungssatz stehende
Konstruktionsprinzips (Higgs Major, [Kun86] Abschnitt 8.2) zu modifizieren bzw. zu
verallgemeinern. Hierzu kénnen die in dieser Arbeit untersuchten Konstruktionsprinzi-
pien herangezogen werden.

Im Rahmen dieser Arbeit konnten wir keine abschliefende Antwort auf dieses inter-
essante Problem geben, die gefundenen Resultate und die untersuchten Beispiele deuten
allerdings darauf hin, dass zumindest fiir einen ,grofen Teil“ an Paaren aus Ob(M) ein
Matroid X existiert, so dass die oben genannten Bedingungen erfiillt sind.

Abschliefend mochte ich meinem Betreuer PROF. HOCHSTATTLER meinen herzlichen
Dank fiir die hervorragende Betreuung und wegweisende Hilfe aussprechen.
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