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Kapitel 1
Einleitung

Der Core taucht in verschiedenen Varianten in der Spieltheorie auf. In der hier behandelten
Version hat man eine Menge N = {1,...,n} gegeben, die Menge der Spieler oder Personen,
und eine reelle Funktion v, die jeder beliebigen Teilmenge der Spieler (,,Koalition®) einen
Wert zuordnet. Eine Verteilung « € RY liegt genau dann im Core des Spiels (N, v), wenn:

> @ =w(N) (L.1)
=1

Y i >v(S)VSC N (1.2)

ieS
Die erste Gleichung bedeutet, dass der gesamte Wert der ,,grolen Koalition“ verteilt werden
muss. Ungleichung (1.2) stellt sicher, dass keine Teilkoalition S einen Anreiz hat die ,,grofle
Koalition® zu verlassen, denn fiir ) ;g x; < v(S5) wére es fiir die Spieler in S vorteilhafter
den Wert v(S) in ihrer kleineren Koalition zu verteilen. Unter der Annahme, dass jeder
Spieler nur auf seinen eigenen Vorteil aus ist, jedoch mit den anderen Spielern kooperieren
muss, ist eine Verteilung im Core stabil.

Doch gibt es iiberhaupt eine solche Verteilung? Das héngt davon ab, welches Spiel man
betrachtet, d.h. wie die charakteristische Funktion v definiert ist. Eine Mo6glichkeit sind so-
genannte Matchingspiele. Man hat einen Graphen G = (N, E) gegeben, dessen Knoten die
einzelnen Spieler darstellen und dessen Kanten fiir mogliche Kooperationen zwischen zwei
Spielern stehen. Damit Kooperationen einen unterschiedlichen Wert besitzen koénnen, defi-
niert man eine Gewichtsfunktion w : £ — R, . Ist diese konstant, spricht man von einem
ungewichteten Matchingspiel; alle moglichen Kooperationen besitzen den gleichen Wert.
Fiir eine Teilmenge S C N entspricht v(S) dem Wert des gewichtsmaximalen Matchings
in demjenigen Untegraphen, der von den Knoten aus S induziert wird. Insbesondere gilt
v({i}) = v(0) = 0 fiir einen einzelnen Spieler 7 und die leere Menge. Ist der Graph bipartit,
so ist das Matchingspiel auch unter , Assignment Game®, also Zuordnungsspiel, bekannt.
Dieses Spiel ist besonders interessant, weil es in den Wirtschaftswissenschaften Anwendung
findet, zum Beispiel bei der Modellierung des Arbeitsmarktes!. Damit erhilt man einen
neuen, nicht so verbreiteten Blick auf Mérkte. In dem Artikel ,, The Assignment Game I:
The Core* [19] stellen Shapley und Shubik dieses Konzept mit Beispielen sowie Vor- und
Nachteilen vor. Eine ausgewogene Darstellung von Theorie und Praxis gelingt Roth und So-
tomayor in [15]. Zuordungsspiele haben immer einen nicht leeren Core. Hochstéttler, Nickel

'yvgl. Hochstittler, Nickel, Schiess (2008)
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Abbildung 1.1: Graph mit einem leeren Core

und Schiess geben in [10] einen Algorithmus (fiir eine Verallgemeinerung des Zuordnungs-
spiels) an, der eine Laufzeit von O(n?) besitzt.

Als Mathematiker/in interessiert es einen natiirlich (unabhéngig von Anwendungen in
der Wirtschaft), ob das Ergebnis auch im nicht-bipartiten Fall gilt. Leider ist das nicht so.
Wie folgendes Beispiel zeigt, konnen ungerade Kreise der Grund dafiir sein.

Beispiel. In Abbildung 1.1 ist der Graph K, dargestellt und die Zahlen an den Kanten
geben deren Gewichte an. Die Spieler 1, 2 und 3 sind die Knoten des dufleren Dreiecks und
Spieler 4 ist der innere Knoten. Es ist v(IN) = 5 und v(S) = 4, wenn S eine Koalition aus
zwei der ersten drei Spieler ist. Damit miisste eine Verteilung x € R?, die im Core liegt,
unter anderem folgende Ungleichungen erfiillen:

T+ T2+ a3+ T4 =5
T1+ w2 >4
To+x3>4
1 +x3 >4

S O = W
= D —

—_ = =

(
(
(
(

Addiert man die letzten drei Ungleichungen (und dividiert durch 2) erhilt man x1+xzo+4x3 =
6 >5=umx+x9+x3+x4. Dax; >0=uv({i}), kann es keinen Vektor x geben, der im Core
dieses Matchingspiels liegt.

Jeder nichtbipartite Graph enthélt einen ungeraden Kreis. Wahlt man auf diesem die
Gewichte ausreichend grof}, ist der Core leer. Andererseits kann man die Gewichte der
Matchingkanten solange erhchen, bis wieder eine Verteilung im Core liegt. Es hidngt daher
von der Gewichtsfunktion ab, ob der Core leer ist oder nicht.

In dieser Arbeit wird, nach einer kurzen Wiederholung der notwendigen Definitionen
und Sétze aus der Linearen Optimierung und Graphentheorie, zunichst das ungewichtete
Matchingspiel behandelt. Es wird ein Zusammenhang zwischen der Struktur und dem Core
eines Graphen hergestellt. Danach wird untersucht, fiir welche Gewichtsfunktionen der Core
des gewichteten Matchingspiels nicht leer ist.



Kapitel 2
Grundlagen

Wie iiblich bezeichnet N die Menge der natiirlichen Zahlen (mit Null), Z die Menge der
ganzen Zahlen, Q die Menge der rationalen Zahlen und R die Menge der reellen Zahlen.
Zusétzlich wird die Menge aller nicht negativen reellen Zahlen mit R abgekiirzt. Neben der
Vereinigung U, dem Durchschnitt N und der Differenz \ von Mengen, wird die symmetrische
Differenz A benutzt. Fiir zwei Mengen A und B ist dabei AAB = (A\ B)U (B \ A) die
Menge aller Elemente, die entweder in A oder in B enthalten sind. P(X) bezeichne die
Menge aller Teilmengen von X. Der Inzidenzvektor xU einer Teilmenge U C N ist ein
Vektor in RY, der definiert ist durch

v )1 fallsseU
X0 falls s ¢ U

Die folgenden zwei Abschnitte stellen nur eine kurze Wiederholung dar, insbesondere wird
die Notation vorgestellt. Fiir eine Einfiihrung in Lineare Optimierung und Graphentheorie
wird auf entsprechende Literatur verwiesen.

2.1 Lineare Optimierung

In der linearen Optimierung versucht man eine lineare Zielfunktion zu maximieren bzw.
zu minimieren, wobei gewisse Nebenbedingungen erfiillt sein miissen, die durch lineare
Ungleichungen (oder Gleichungen) gegeben sind.

Definition 2.1.1 (Lineare Optimierungsaufgabe). Es sei eine Matrix A € R™*" (m,n € N)
gegeben und b € R™, ¢ € R” seien zwei reelle Vektoren. Es wird das Maximum der linearen
Zielfunktion  — ¢!« unter der Nebenbedingung Az < b gesucht:

max CTQJ‘ (2 1)

unter Az <b

Ein 2 € R™ heiit zuldssige Losung der Linearen Optimierungsaufgabe (2.1), falls Az < b.
Die Menge aller zulédssigen Losungen Pqp = {z € R"|Az < b} nennt man den Zuldssig-
keitsbereich. Eine optimale Lisung ist eine zuléssige Losung z*, sodass ¢! z* > ¢!z fiir alle
zuléssigen Losungen x € Pg .

Der Zuléssigkeitsbereich einer Linearen Optimierungsaufgabe ist ein Polyeder.
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Definition 2.1.2. Eine Teilmenge P des R™ heifit Polyeder, falls eine m x n Matrix A und
einen Vektor b € R™ existieren, sodass P = {z|Az < b} gilt.

Ist b der 0 Vektor, so hat das Polyeder eine besondere Struktur:

ar € PVYx € Pa e RT
r+yePVx,yecP

Allgemein heifit jede nicht leere Menge C' C R"™, die (2.2) und (2.3) erfiillt, Kegel. Ein Kegel
muss nicht unbedingt ein Polyeder sein. Gibt es aber eine Matrix A, sodass C' = {z|Az < 0}
so nennt man C einen polyedrischen Kegel. Ist dies nicht der Fall, kann man zumindest eine
Menge X C R” finden, die C' erzeugt.

Definition 2.1.3. Die konische Hiille der Menge X ist der Durchschnitt aller Kegel, die
X enthalten, also der kleinste X enthaltende Kegel. Er wird mit ConeX bezeichnet. X
erzeugt einen Kegel C' genau dann, wenn C' = ConeX.

Fiir jeden Kegel gibt es ein solches Erzeugendensystem, denn es gilt immer ConeC = C.

Satz 2.1.4. ! Es sei X CR",n € N, dann gilt
ConeX:{/\1351+...+/\kxk]kZO,Al,...,Ak20,%1,...,xkeX}

Gibt es eine endliche Menge X, die den Kegel C' erzeugt, so heifit C' endlich erzeugt. Es
gilt sogar fiir jeden Kegel C:

Satz 2.1.5. ? C ist ein polyedrischer Kegel <= C ist endlich erzeugt

Fiir die Richtung ,=*“ wird der folgende Kegel benétigt, der auch in dieser Arbeit ein
wichtige Rolle spielen wird:

Definition 2.1.6. Sei C' ein Kegel. Mit C* = {y|$Ty < 0} wird der zu C' polare Kegel
bezeichnet.

Satz 2.1.7. Ist C = {Ax <0} ein polyedrischer Kegel, so wird der polare Kegel C* von
den transponierten Zeilenvektoren von A erzeugt.

Fiir jede Menge X definiert man analog zu ConeX die Menge ConvX.

Definition 2.1.8. Eine Menge D C R™ heifit konvex, wenn Aa + (1 —A\)be D V0O <A <1
fiir zwei beliebige Vektoren a,b € D. D.h. die Verbindungsstrecke zweier Punkte der Menge
liegt selbst ganz in dieser Menge. Sei X C R™. Die konvexe Hiille ConvX von X ist der
Durchschnitt aller konvexen Mengen K C R", die X enthalten. Die konvexe Hiille P =
ConvX einer endlichen Menge nennt man Polytop.

lygl. Petersson, KE 2
2ygl. Petersson, KE 2
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Die Losungsmenge eines (inhomogenen) Linearen Gleichungssystems Az = b ldsst sich in
der Form Kern(A) + z schreiben, mit einer speziellen Losung z des Gleichungssystems. Bei
Losungen Linearer Ungleichungssysteme, also Polyedern, gilt eine entsprechende Zerlegung;:

Satz 2.1.9. ° Eine Menge P C R" ist ein Polyeder <= P = Q + C mit einem (im
Allgemeinen nicht eindeutigem) Polytop Q und einem eindeutigen Kegel C'.

Definition 2.1.10. Den Kegel C in Satz 2.1.9 nennt man charakteristischen Kegel und
es ist C' = charP = {z|Az < 0}. Damit definiert man den Linearititsraum LirP eines
Polyeders durch Lir P = (char P)N(—charP) fir P = {x|Az < b}. Es gilt LirP = Kern(A)
und im Fall LirP = {0} nennt man das Polyeder punktiert.

Bei der Entscheidung, ob ein Lineares Ungleichungssystem eine Losung besitzt oder nicht,
hilft oft das Lemma von Farkas’, das es in unzéihligen Varianten gibt. Eine davon ist:

Satz 2.1.11. 4 Seien A € R™*™ und b € R™. Ax < b besitzt eine Lisung x € R} <
yT'b >0 fiir alle y € R mat yTA> 0T,

Zu jeder Linearen Optimierungsaufgabe existiert eine entsprechende duale Lineare Op-
timierungsaufgabe, deren Zielfunktion den gleichen optimalen Wert annimmt, falls die Li-
neare Optimierungsaufgabe eine optimale Losung besitzt.

Definition 2.1.12.
min y”'b (2.4)
unter y > 0,y A =T

mit y € R™ ist die zu (2.1) duale Lineare Optimierungsaufgabe.

Satz 2.1.13. Ist (2.1) oder (2.4) beschrinkt, so existiert eine optimale Lisung x* € R™
von (2.1) und eine optimale Lisung y* € R™ von (2.4), sodass:

CTI'* — (y*)Tb
Bemerkung. Die Ungleichung ,,<* (Schwache Dualitét) ist einfach zu zeigen:
CTI‘* — (y*)TA$* < (y*)Tb

Findet man zulissige Losungen 2 und y von (2.1) bzw. (2.4) mit ¢’z = y''b, so sind
diese beiden Losungen schon optimal. Die Menge der optimalen Losungen ist eine Seite des
Polyeders.

Definition 2.1.14. Sei P C R" ein Polyeder. F' C R" ist eine Seite des Polyeders, falls es
ein ¢ € R™ gibt, sodass F = {z € P|¢'z = ¢} und § = max({c’z|z € P}). Eine Seite F
heifit minimal, falls es keine andere Seite F’ gibt mit F’ C F.

Die Losungen einer Linearen Optimierungsaufgabe werden immer (auch) an einer mini-
malen Seite angenommen. Ist ein Polyeder punktiert, so sind die minimalen Seiten genau
die Ecken, d.h. Seiten der Form F' = {x¢}. Sind alle Ecken ganzzahlig, dann gibt es eine
ganzzahlige optimale Losung.

3vgl. Petersson, KE 2
“vgl. Schrijver (2003), S. 61 f.
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2.2 Graphentheorie

Zuerst werden ungerichtete Graphen behandelt, wobei sich die Notation an Schrijver (2003)
orientiert. Dabei wird besonders auf den Zusammenhang zwischen (gewichteten) Matchings
und linearer Optimierung eingegangen.

Der zweite Abschnitt behandelt Digraphen und Netzwerke sowie deren Bedeutung fiir
Matchings.

2.2.1 Ungerichtete Graphen

Definition 2.2.1. Ein ungerichteter Graph ist ein Paar G = (V, F) mit Knotenmenge
V und Kantenmenge E, wobei E aus ungeordneten Paaren {i,j} besteht mit i,j € V,
abkiirzend wird ij geschrieben. Kommt eine Kante doppelt vor, so sind k1 = ij, ko = ij
parallele Kanten. Kanten der Form i7 € F heiflen Schieifen. Ein Graph ohne Schleifen und
parallele Kanten heifit schlicht. Gibt es eine Partition UUW der Knotenmenge V', sodass
V = UUW und fiir jede Kante k = ij ein Randknoten in U und der andere in W liegt, so
heifit G bipartit.

Zwei Knoten i, € V heiflen adjazent, falls sie durch eine Kante ij € FE verbunden
sind. Eine Kante & = ¢j heifit inzident zu den Knoten ¢ und j. Eine endliche Folge
i0, k1,41, ..., kn, i, mit Kanten k; = 4;_17; heift Kantenfolge der Lénge n. Sind Anfangs-
und Endknoten identisch, so ist die Kantenfolge geschlossen. Sind alle Knoten und Kanten
untereinander verschieden (aufer Anfangs- und Endknoten bei einer geschlossenen Folge),
dann nennt man eine Kantenfolge Kantenweg. Ein geschlossener Kantenweg ist ein Kreis.
Durchléuft dieser alle Knoten aus V', dann nennt man den Kreis einen Hamiltonkreis und
den Graphen G hamiltonsch. Knoten, die durch einen Kantenweg verbunden sind, gehoren
zu einer Zusammenhangskomponente. Fin zusammenhdngender Graph ist ein Graph mit
genau einer Zusammenhangskomponente.

Mit Hilfe von Kreisen lassen sich bipartite Graphen charakterisieren:

Satz 2.2.2. ° G = (V, E) ist bipartit <= Es gibt keinen Kreis ungerader Linge in G

Beweis. Man kann von einem zusammenhéngenden Graphen G ausgehen (wenn nicht be-
trachtet man jede Zusammenhangskomponente einzeln).

»,= Sei G ein bipartiter Graph und K : ig, k1,41, ..., kn,in = 1o ein beliebiger Kreis in
G. Sei UUW die bipartite Knotenzerlegung von G. Man kann annehmen, dass ig € U. Dann
gilt iy € W,iy € U, .. .; alle geraden Knoten der Folge liegen in U und die ungeraden in W.
Wegen i, = ig € U, ist n gerade.

»<=“ Sei G ein Graph, in dem jeder Kreis gerade Lénge hat, und i* ein fester Knoten
von G. Ist der kiirzeste Kantenweg von ¢* zu einem Knoten j ungerade, so setze j € W, die
restlichen Knoten bilden die Menge U. Dadurch erhélt man eine Partition der Knotenmenge
V in zwei Mengen U und W. Angenommen es existiere eine Kante k = ¢/’ mit ¢/, 5’ € U
oder 4,5/ € W. Sei W; der kiirzeste Weg von i’ nach i* bzw. Wy der kiirzeste Weg von
j' nach i* und v sei der erste gemeinsame Knoten dieser Wege. Dann bilden die Teilwege

Svgl. Seip (2002), KE 7
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von W7 und W5 nach v zusammen mit der Kante k einen Kreis. Die Wege W7 und Wy
sind beide entweder ungerade oder gerade und die Differenz der Liange von Wi bzw. Ws
und dem entsprechenden Teilweg ist gleich grof§ (sie entspricht der Linge des kiirzesten
Weges von v nach i*). Die Lénge des Kreises K entspricht der Summe aus der Léinge der
beiden Teilwege (die gerade ist) plus 1 fiir die Kante k. Der Kreis K miisste daher ungerade
sein, im Widerspruch zur Annahme. D.h. es kann keine solche Kante k geben <= G ist
bipartit. O

Definition 2.2.3. Die Menge aller zu einem Knoten inzidenten Kanten wird mit dg(v) :=
d(v) := {e € E| e ist inzident zu v} bezeichnet. Der Grad degg(v) = deg(v) eines Knotens
entspricht |6g(v)|. Entsprechend bezeichnet Ng(v) = N(v) die Menge aller zu v adjazenten
Knoten. Fiir eine Menge U C N sei 0(U) := {e € E| e ist inzident zu genau einem v € U}.

Haben alle Knoten den gleichen Grad k so heifit der Graph G k—regulér. Ein schlichter
Graph mit n Knoten kann hochstens n — 1-regulér sein, d.h. jeder Knoten ist zu allen n — 1
anderen Knoten adjazent, in diesem Fall nennt man G wvollstindig und schreibt K, fiir den
vollstandigen Graphen mit genau n Knoten. Der schlichte, n—regulére, bipartite Graph
G = (UUW, E) mit jeweils n Knoten in U, W heifit vollstindig bipartit und wird mit K, ,,
abgekiirzt.

Definition 2.2.4. Ein Graph G’ = (V', E’) heit Untergraph von G = (V, E), falls V' C
V,E' C E. G’ ist ein echter Untergraph von G, wenn V' # V oder E' # E. Enthilt G’
alle Kanten ij € F mit 4,7 € V', so heifit G’ induzierter Untergraph und man schreibt
G’ = G[V'] und fiir die induzierte Kantenmenge E' = E[V’]. Fiir eine Menge S C F sei
V[S] die Menge aller Knoten, die zu mindestens einer Kante e € S inzident sind.

Ein Matching M ist eine Teilmenge der Kanten, sodass jeder Knoten im Graphen zu
hochstens einer Matchingkante inzident ist. Mit dem Begriff des Untergraphen, ldsst sich
ein Matching folgendermaflen definieren:

Definition 2.2.5. Eine Teilmenge M C E eines Graphen G = (V, E) heifit Matching, falls
im Untergraph G’ = (V, M) jeder Knoten hichstens den Grad 1 besitzt, also deggr (v) < 1.
Ein Knoten mit deggr(v) = 1 wird von M getroffen oder bedeckt. Ein grofites Matching
ist ein Matching mit maximaler Anzahl an Kanten. Gilt fiir ein Matching M degq(v) =
1 Vv € V, dann nennt man M ein perfektes Matching. Ein fast perfektes Matching ist ein
Matching M, das genau einen Knoten nicht bedeckt.

Definition 2.2.6. Es seien ein Graph G = (V, E) und eine Funktion b: V' — N gegeben.
Ein b — Matching ist eine Funktion a : £ — N mit

Z ale) <bv) Vv eV

e€d(v)
Ein 2-Matching ist ein b-Matching mit b(v) =2 Vv € V.

Der Struktursatz von Gallai und Edmonds liefert eine interessante Zerlegung eines Gra-
phen, die wichtig fiir die Untersuchung ungewichteter Matchingspiele ist. Dazu teilt man die
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Knotenmenge V' eines Graphen G = (V, E) in die drei disjunkten Mengen D, A und C auf.
D enthilt alle Knoten, die von mindestens einem grofiten Matching nicht getroffen werden.
In A liegen alle zu D benachbarten Knoten aus V' \ D. Schliefllich setzt man V' \ (D U A)
fiir die Menge C'. Damit gilt:

Satz 2.2.7 (Gallai-Edmonds®). Sei G = (V,E) ein Graph und die Mengen D, A,C wie
oben definiert. Dann folgt

1. Die Komponenten des induzierten Untergraphen G[D] sind faktorkritisch, d.h. ent-
fernt man einen beliebigen Knoten i aus einer dieser Komponente Kp, so gibt es ein
perfektes Matching in Kp \ {i}.

2. G[C] besitzt ein perfektes Matching.

3. Ist M ein grofites Matching in G, so enthdlt M ein perfektes Matching jeder Kompo-
nente von G[C], ein fast perfektes Matching jeder Komponente von G|D] und matched
jeden Knoten aus A zu einer verschiedenen Komponenten von G[D].

Der Beweis ist relativ umfangreich, siehe Lovasz/Plummer (1986), Kapitel 3, oder fiir
einen konstruktiven Beweis Korte/Vygen (2008).

Bei vielen Anwendungen ist es sinnvoll, dass die Kanten eines Graphen ein unterschied-
liches Gewicht besitzen kénnen, dazu definiert man eine Gewichtsfunktion w.

Definition 2.2.8. Sei G = (V, E) ein Graph und w : E — R eine Funktion, dann nennt
man w eine Gewichtsfunktion des Graphen G. Der Wert w(e) heiffit Gewicht der Kante e.
Die Gewichtsfunktion lisst sich auch als Vektor in R” betrachten und fiir die Gewichte
einer Kante e gilt damit w(e) = w,. Das Gewicht eines Matchings M ist durch w(M) :=
wix™ =3, we und das eines b-Matchings o durch w(a) := 3, a(e)w, definiert.

Bemerkung. In dieser Arbeit werden nur nicht negative Gewichte betrachtet. Das heifit es
gilt immer w : £ — R;.

Hat man einen Graphen G gegeben, der nicht vollsténdig ist, so kann man Kanten mit
Gewicht 0 einfiigen, wodurch sich das Gewicht eines gewichtsmaximalen/-minimalen Mat-
chings nicht dndert. Ist die Knotenzahl ungerade, fiigt man einen Dummyknoten ein, der
mit allen anderen Knoten durch Kanten mit Gewicht 0 verbunden wird. Dadurch kann
man jedes gewichtsmaximale/-minimale Matching mit Hilfe von Kanten des Gewichts 0 zu
einem perfekten Matching vervollstindigen, ohne das Gewicht zu dndern. Man kann daher
immer von G = K, mit n gerade ausgehen und einem gewichtsmaximalen Matching M, das
gleichzeitig perfekt ist. Nicht negative Gewichte sind keine Einschriankung, denn Addition
von § = mingcg we zur Gewichtsfunktion w erhoht das Gewicht jedes perfekten Matchings
um den gleichen Wert 5.

Das Problem ein gewichtsmaximales Matching zu finden lédsst sich auch mit Hilfe linea-
rer Optimierung beschreiben. Dazu interpretiert man die Vektoren z € R™ als (Kanten-)

Svgl. Lovasz/Plummer (1986), S. 94 f.
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Inzidenzvektoren eines Graphen G = (V, E) mit m = |E|. Damit miissen auf Grund der
Definition eines Matchings zumindest folgende beiden Ungleichungen gelten:

2(6(v) = Y . <1VweEV (2.5)
e€é(v)
e >0Vee E (2.6)

Es sei P das Polyeder, das durch diese beiden Ungleichungen definiert ist, dann ist P sogar
ein Polytop (da P beschrénkt ist). Man kann zeigen, dass die Ecken dieses Polytops im
bipartiten Fall (und nur dann) immer ganzzahlig sind (siehe [11] oder [17]). Damit gibt es
immer eine ganzzahlige Losung der Linearen Optimierungsaufgabe:

max w! z (2.7)

unter z € P

Diese Losung ist der Inzidenzvektor eines gewichtsmaximalen Matchings in G.
Fiir nicht-bipartite Graphen fehlen noch die ,, Blossom-constraints“7:

WEU) = 3w < [5IU] (28)

ecE[U]

fiir alle Mengen U C V mit ungerader Anzahl an Knoten und der Gaufi‘schen Klammer
|z], die einer reellen Zahl = die grofite ganze Zahl a € Z mit a < x zuordnet.

Beispiel. Sei K3 = (N, E) und w : E — Ry mit w(e) = 1 Ve € E gegeben. Dann erfiillt
der nicht ganzzahlige Vektor x = (%, %, %)T die Ungleichungen (2.5) und (2.6) und es ist
wles = %, das Gewicht jedes Matchings ist jedoch hochstens 1. Hier sind zusétzlich die
»Blossom-constraints“ notig, die fiir U = N verletzt werden

z(E[N))==>1=1]-].

Im Fall eines ungewichteten Graphen liefert die Lineare Optimierungsaufgabe (2.9) mit
konstanter Gewichtsfunktion w = 1 ein gréfites Matching.
2.2.2 Digraphen und Fliisse

Bei den folgenden Definitionen orientiere ich mich an Korte und Vygen (2008).

Definition 2.2.9. Ein Digraph D = (V, A) besteht aus einer Knotenmenge V' und einer
Pfeilmenge A. Im Unterschied zu Graphen haben die Pfeile p = (i,5) € A eine Richtung,
d.h. (i,7) und (j,%) sind verschiedene Pfeile und heiflen antiparallel.

Definition 2.2.10. Gegeben sei ein Digraph D mit Kapazitéiten v : A — R . Ein zuldssiger
Fluss ist eine Funktion f: A — R4 mit f(p) < u(p) fir alle p € A.

vgl. Schrijver (2003), S. 438 ff.
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Definition 2.2.11. Der Uberschuss eines Flusses in einem Knoten v € V ist:

exp:= Y fp)— Y. f(p)

pes™ (v) pedt(v)
wobei 6~ (v) die Menge der Pfeile mit Endknoten v ist und entsprechend 6% (v) die Menge

der Pfeile, die v verldsst. f erfiillt die Flusserhaltungsregel im Knoten v, wenn exy(v) = 0
gilt. f ist eine Zirkulation, falls f in jedem Knoten die Flusserhaltungsregel erfiillt.

Weist man zusétzlich in einem Digraphen zwei Knoten s,t als Quelle/Senke aus, dann
erhélt man ein Netzwerk. In diesem Netzwerk sucht man einen Fluss, der die meisten
,Einheiten“ von der Quelle s zur Senke ¢ transportiert.

Definition 2.2.12. Sei nun ein Netzwerk (D, u, s,t) gegeben. Ein s-t-Fluss ist ein zuléssiger
Fluss f mit (—ex¢(t) =)exs(s) < 0 und exs(v) = 0 Vv € V' \ {s,t}. Der Wert eines s-t-
Flusses ist value(f) = —exs(s) = exy(t).
Fliissse und Matchings hdngen eng miteinander zusammen. Fiir bipartite Graphen wird
das durch folgende Konstruktion sichtbar:®
Mit G = (V1UVs, E) sei ein bipartiter Graph gegeben, aus dem das Netzwerk (D, u, s, t)
konstruiert wird mit D = ((V; U{t})U(VaU{s}), A), zwei neuen Knoten s, ¢ und Pfeilmenge
A=A UAyU A;s:
A = {(s,v)|v e V1}
Ag = {(v1,v2)|v1 € V1,02 € Vo, v1v2 € E}
Az = {(v,t)|v € Va}

Die Kapazitéten sind:

1 L fallspe A; U A3
u(p) :=
oo ,fallspe Ay

Durch die Konstruktion der Kapazitéitsfunktion kann jeder zuléssige s — t—Fluss maximal
eine Einheit iiber einen Knoten aus Vi oder V5 transportieren. Ein grofites Matching im
bipartiten Graphen entspricht einem maximalen s — t—Fluss mit ganzzahligen Werten und
umgekehrt:

Satz 2.2.13. 7 Sei f : A — Z ein mazimaler ganzzahliger s — t— Fluss im obigen Netzwerk
(D,u,s,t). Die Menge der Kanten aus G, die denjenigen Pfeilen in Aa entsprechen, deren
Fluss nicht Null ist, sei M. Dann ist M ein grifites Matching. Hat man umgekehrt ein
grofites Matching M gegeben, so ist

degcr(v) , falls p = (s,v) oder p = (v,t)
flp) =<1 , falls p = (v1,v2) und vive € M

0 , sonst

mit G' = (V, M) ein mazimaler ganzzahliger Fluss.

8vgl. Hochstittler/Schliep (2010), S. 111 ff. oder Bang-Jensen/Gutin (2007), S. 137 ff.
9vgl. Hochstéttler/Schliep (2010), S. 113
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Beweis nach Hochstittler/Schliep (2010). Sei f ein maximaler ganzzahliger Fluss und die
Menge M wie im Satz definiert. Wegen der Flusserhaltungsregel gelten die Ungleichungen
degar(v1) <1 Vo € Vi und deggr(v2) < 1Vvg € Vi, deswegen ist M ein Matching in G mit
|M| = value(f). Damit besitzt ein maximales Matching in G mindestens value(f) Kanten.

Sei andererseits M ein grofites Matching und f der oben definierte s — t—Fluss. Dieser
ist zuléssig, erfiillt die Flusserhaltungsregel fiir alle Knoten ungleich der Quelle s oder der
Senke ¢ und sein Wert stimmt mit der Kardinalitdt des Matchings iiberein. Der Wert eines
maximalen Flusses ist daher mindestens |M]|.

Insgesamt folgt value(f) = | M| fiir einen maximalen ganzzahligen Fluss f und ein grofites
Matching M und damit die Behauptung. O

Hat man einen nicht-bipartiten Graphen gegeben, ist der Zusammenhang zwischen Mat-
chings und Fliissen schwieriger herzustellen, insbesondere benttigt man dafiir die Begriffe
des schiefsymmetrischen Digraphen/Netzwerks und des balancierten Flusses.!?

Definition 2.2.14. Es sei D = (VUV’, A) ein Digraph mit einer Knotenmenge V' und
einer Kopie V', sodass i € V. <= i’ € V', sowie (¢') = i gilt. D heifit schiefsymmetrisch,
falls aus (7,7') € A folgt, dass (j,7') € A, bzw. aus (j',1) € A folgt (i/,j) € A; diese beiden
Kanten nennt man komplementér. Ist (D, u,s,t) ein Netzwerk mit schiefsymmetrischem
Digraphen D und s’ = ¢, so heifit das Netzwerk balanciert, wenn die Kapazititen jeweils
auf komplementéren Kanten iibereinstimmen.

Definition 2.2.15. Es sei f ein Fluss auf einem Digraphen D oder ein s—t—Fluss auf einem
Netzwerk. f heifit balanciert, falls f ganzzahlig ist, f((,5")) = f((4,7')), bzw. f((§',i)) =
f((#, 7)) fir alle Pfeile gilt und fiir Schleifen, also Pfeile der Form p = (i,4), f(p) gerade
ist.

@) @)
O o0
@) O

Abbildung 2.1: Schiefsymmetrisches Netzwerk zu K3

Zu jedem Graphen G = (V, E) gehort ein schiefsymmetrischer Digraph D = (VUV', A).
Dabei wird jeder Knoten ,verdoppelt® und aus jeder Kante (i,j) wird ein Paar komple-
mentérer Pfeile (i,5'), (4,7). Fiigt man wie im bipartiten Fall zusitzlich eine Quelle s und

19vgl. Soller (2007)
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eine Senke ¢ ein (mit s’ = t), sowie Pfeile (s,i), (',t) und eine Kapazitéitsfunktion u = 1,
so entspricht ein grofites Matching im nicht-bipartiten Graphen G einem maximalen balan-
cierten s — t—Fluss f im zugehorigen Netzwerk.

Im Gegensatz zum bipartiten Fall muss f kein maximaler ganzzahliger Fluss auf dem
Netzwerk sein, denn dieser muss nicht balanciert sein. K3 ist ein einfaches Beispiel fiir
diesen Fall. Die Abbildung 2.1 zeigt das schiefsymmetrische Netzwerk, das zu K3 gehort.
Dabei stellen die Linien die Pfeile dar. Ein maximaler ganzzahliger Fluss ist zum Beispiel
die Funktion f mit f(p) = 1 fiir die dickeren Linien und f(p) = 0 fiir alle anderen Pfeile.
Es gilt value(f) = 3, jeder balancierte Fluss kann jedoch hochstens den Wert 2 besitzen.

12



Kapitel 3
Nicht-bipartite Matchingspiele

In diesem Kapitel wird untersucht, wann der Core eines Matchingspiels nicht leer ist, wenn
der zugrunde liegende Graph nicht bipartit ist. Fiir das ungewichtete Matchingspiel lasst
sich dies iiber die Struktur des Graphen charakterisieren. Im gewichteten Fall hiangt es
von der Gewichtsfunktion des Graphen ab. Es wird immer angenommen, dass die Graphen
schlicht sind. Zunéchst wird der Core definiert.

Definition 3.0.16. Sei N = {1,...n} mit n € N. Eine Funktion v : P(N) — R heifit
charakteristische Funktion des Spiels.

Definition 3.0.17. Sei G = (N, E) ein Graph mit N = {1,...n} (n € N) und Gewichts-
funktion w : F — R4. Das durch G und w definierte Matchingspiel sei ein Spiel mit
Normalform (N, v), wobei v(S) := max({>_,cps we| M ist ein Matching in G[S]}) fiir eine
nicht leere Teilmenge S von N sowie v()) = 0. Ist die Gewichtsfunktion w konstant, spricht
man von einem ungewichteten Matchingspiel und man kann (durch Skalierung) von w =1
ausgehen.

Bemerkung. Es gilt fiir das so definierte v
v(SUT) > v(S)+v(T)VS, T CN,SNT =10 (3.1)

Sei Mg ein gewichtsmaximales Matching in G[S] und entsprechend My ein gewichtsmaxi-
males Matching in G[T]. Da SNT = 0, ist Mg U My ein Matching in G[S UT]. Der Wert
des gewichtsmaximalen Matchings in G[S UT| muss daher mindestens so grofl sein wie die
Summe der Gewichte von Mg und M.

Aufgrund der Ungleichung (3.1) ist es sinnvoll nach einer ,stabilen“ Verteilung der
»groflen“ Koalition N zu suchen:

Definition 3.0.18. Sei (NNV,v) ein Spiel. Core(N,v) ist die Menge aller Vektoren y € R™
die
n
> yi=0v(N) (3.2)
i=1

Y yizv(S)VSC N (3.3)
€S
erfiillen. Einen Vektor y € Core(NN,v) nennt man eine stabile Auszahlung. Um die Abhén-
gigkeit von der Gewichtsfunktion auszudriicken, wird bei einem Matchingspiel auch
Core(G,w) geschrieben.

13
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3.1 Der Core ungewichteter Matchingspiele

Der Core eines ungewichteten Matchingspiels ldasst sich gut mit der Struktur eines Graphen
charakterisieren.

Satz 3.1.1. Der Core eines ungewichteten Matchingspieles auf G = (N, E) ist genau dann
nicht leer, wenn eine der beiden Alternativen gilt:

(i) G besitzt ein perfektes Matching

(ii) Es gibt eine Partition der Knotenmenge N = AUDUC, sodass D eine stabile Menge!
in G ist, mit |A| < |D|, es ein Matching in G[A U D] gibt, das alle Knoten von A
nach D matched und G[C| ein perfektes Matching hat.

Beweis. Hat der Graph ein perfektes Matching so ist der Vektor konstant % im Core. Gibt
es eine Partition wie angegeben, so liegt

1 fallsie A
;=<0 fallsie D
% falls s € C

im Core. Andernfalls gilt fiir die Gallai-Edmonds-Zerlegung
|A] < odd(G \ A),

wobei odd(H) die Anzahl der ungeraden Komponenten eines Graphen H bezeichne. Nach
Annahme gibt es hierin eine ungerade Komponente D; mit mindestens drei Knoten und
diese ist faktorkritisch (Satz 2.2.6 (1.)). Also miisste fiir einen Vektor x im Core fiir jeden
Knoten v € D; gelten:

WD) = Y ayx P

jeDi\{v}
Diese Ungleichungen summieren sich zu

|D;| — 1)

(|D;| — 1)z (D;) > Dl 2 1Dl

— z(D;) > QZ .

Nun sei M ein groites Matching, das ein v € D; ungematched lisst (gibt es auf Grund der
Definition von D), so folgt

D;
S ayz o+ 20 s
JEN

also ist der Core leer. O

!Eine stabile Menge ist eine Menge von Knoten, die paarweise nicht adjazent sind.

14
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Um zu iiberpriifen, ob der Core eines Graphen G = (N, E) nicht leer ist, kann man
zunichst die Gallai-Edmonds-Zerlegung berechnen. Dies ist mit dem Kardinalitéts-
Matching-Algorithmus von Edmonds in O(n?®) moglich,? wenn der Graph n = |N| Kno-
ten besitzt. Der Core ist nach Satz 3.1.1. genau dann nicht leer, falls eine der folgenden
Alternativen gilt:

e D=1 (dann ist A=0 und C = N)

e D # () und G[D] hat genau | D| verschiedene Komponenten (dann bildet D eine stabile
Menge in G und |A| < |D] folgt aus dem Satz von Gallai-Edmonds)

Beispiel. Die beiden Abbildungen stellen zwei zusammenhéngende, ungewichtete Graphen
dar. Die Menge A besteht in beiden Fillen aus einem einzelnen Knoten, der schwarz mar-
kiert wurde, rechts davon liegen die Knoten der Menge D und links die Knoten der Menge
C. Das erste Bild zeigt einen Graphen, fiir den der Core des zugehorigen ungewichteten
Matchingspiels nicht leer ist, denn D ist stabil, 1 = |A| < |D| = 3 und G[C] besitzt ein
perfektes Matching.

Im zweiten Beispiel enthélt die Menge D eine Komponente mit 3 Knoten, der Core ist
in diesem Fall leer.

o @) ®)

Abbildung 3.2: Beispiel 2

2ygl. Korte/Vygen (2008), S. 272-274
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3.2 Eigenschaften der stabilen Auszahlungen

3.2.1 Stabile Auszahlungen als Erweiterung einfacher Auszahlungen

In Anlehnung an den Artikel ,The Core of the one-sided Assignment Game“ von M. So-
tomayor werden zunéchst Eigenschaften der stabilen Auszahlung, also der Elemente des
Cores betrachtet.

Satz 3.2.1. Seiy € Rﬂf und G = (N, E) ein Graph mit N = {1,...,n} und Gewichtsfunk-
tion w : E — Ry. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) y € Core(G,w)
(ii) Es gibt ein gewichtsmazimales Matching M in (G, w), sodass y
Yi + Yj > wijVij ck
Yr +Ys = wpsVrs € M (35)
y; = 0 falls © ungematched ist
erfillt.
(11i) Fiir alle gewichtsmazimalen Matchings M in (G,w) erfillt y die Bedingungen (3.4)-
(3.6).
Beweis. ,,(1)=(ii)“ Es sei y € Core(G,w). Die Ungleichung (3.4) gilt wegen (3.3) (betrachte
S =i, j} Vij€ FE). Mit dem gewichtsmaximalen Matching M gilt

ieEN 1€EN[M] rseM

Es muss also iiberall Gleichheit gelten. Daraus folgt erst (3.6) und dann (3.5).

»(i)=(iii)“ Sei y € R’} und M ein gewichtsmaximales Matching in G, sodass (ii) erfiillt
ist. Gibt es nur ein gewichtsmaximales Matching, folgt sofort (iii). Sonst gibt es ein weiteres
gewichtsmaximales Matching M’ # M in (G,w). (3.4) gilt natiirlich weiterhin. Aufferdem
ist

> yi=w(M) = w(M')
€N
und aus (3.4) sowie y > 0 folgt
wM)=>"5> D> = Y we=w()
1EN 1EN[M’] rscM’

daher gilt (3.5) und (3.6).
,(iii)=(1)“ Sei y € R, sodass (iii) gilt, und S C N, dann gilt

v(S)= Y wy < Y (ity) <D v

ijEMg ijeMg i€s
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fiir ein gewichtsmaximales Matching Mg in G[S]. Wegen (3.5) und (3.6) ist

Zyi: Z Yi = Z(yr+ys): Z wTS:U(N)

iEN 1EN[M] rseM rscM
mit einem gewichtsmaximalen Matching M. Damit ist y € Core(G,w). O

Bemerkung. Wird ein Knoten ¢ € N von einem gewichtsmaximalen Matching nicht getrof-
fen, dann muss y; = 0 fiir alle y € Core(G,w) gelten. Es sei D,, die Menge der Knoten, die
in mindestens einem gewichtsmaximalen Matching in (G, w) ungematched sind. Aus Bedin-
gung (3.6) folgt, dass keine Kante mit positivem Gewicht zwei Knoten aus D,, verbinden
darf, wenn der Core nicht leer ist. Damit wird noch einmal klar, warum die Menge D in
Satz 3.1.1 stabil sein muss.

Einen Vektor y, der die Bedingungen (3.5) und (3.6) fiir ein Matching M (nicht unbe-
dingt gewichtsmaximal) erfiillt heifit zuldssige Auszahlung. Ein blockierendes Paar i, j ist
ein Paar mit y; + y; < w;;. Eine zuldssige Auszahlung u mit zugehorigen Matching M
heifit einfach, wenn kein Knoten aus der Menge N[M]| der von M bedeckten Knoten Teil
eines blockierenden Paares ist. Das heifit alle Knoten blockierender Paare werden von M
nicht getroffen. Es gibt immer eine einfache Auszahlung und zwar u = 0 mit zugehorigem
Matching M = (), das alle Knoten umgematched lisst.

Definition 3.2.2. Eine zulédssige Auszahlung (u*, M*) erweitert die einfache Auszahlung
(u, M), falls

u; = u; fiir alle ¢ € N[M] (3.8)
u; > uy fiir ein j ¢ N[M] (3.9)

Ist (u*, M*) einfach/stabil, so heifit (u*, M*) einfache/stabile Erweiterung von (u, M).

Von jeder einfachen Auszahlung kann man durch Erweiterung zu einer stabilen kommen,
falls der Core nicht leer ist, daher nennt M. Sotomayor diesen Ansatz ein ,,dynamisches
Spiel“.

Satz 3.2.3. 7 Ist Core(G,w) # (), dann ewistiert zu jeder einfachen, nicht stabilen Aus-
zahlung (u, M) eine stabile Erweiterung (u*, M*).

w; firie N[M]
Y;  sonst '

Dann gilt u; = u; fiir alle bedeckten Knoten ¢ und es gibt ein unbedecktes j mit uj >
u; = 0, da u nicht stabil ist. u* ist stabil, da:

Beweis. Seiy € Core(G,w). Setze u} :=

uf—ku;‘:ul—l—u]zww Vij € E, ’L,jEN[M]
uf—i—u; > Ui+ Uj = Wi Vij € (S(N[M])

3vgl. Sotomayor (2005)
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AuBlerdem gilt

Zuf: ZUHF Z Yi

i€EN 1EN[M] 1EN\N[M]

Da y stabil ist und w zuldssig in G[M], muss >, nipy i = v(N[M]) = 3 e v i gelten,
daraus folgt > ;o ui = > ey ¥i = v(N). Also ist u* eine stabile Erweiterung von u. [

Damit ist der Core genau dann nicht leer, wenn es zu jeder einfachen, nicht stabilen
Auszahlung eine einfache Erweiterung gibt. Ist der Core leer, so entspricht die einfache
Auszahlung (u, M), die keine Erweiterung besitzt, einer Teilkoalition der Spieler aus N[M],
die zu Stande kommen kann, obwohl keine Verteilung der ,,groflen Koalition* stabil ist. Die
,Instabilitéit® tritt nur zwischen den nicht von M bedeckten Knoten auf, innerhalb von
N[M] gibt es eine stabile Auszahlung, die nicht durch die restlichen Spieler gestért wird
und die Pareto Optimal ist. Jede Auszahlung, in der ein Spieler mehr bekommt als in dieser

einfachen Auszahlung, stellt gleichzeitig einen anderen Spieler schlechter.

Beispiel. Haben im abgebildeten Graphen alle durchgezogenen Kanten Gewicht 2 und die
gestrichelten das Gewicht %, dann ist der Core leer. Eine einfache Auszahlung, die keine
einfache Erweiterung besitzt, ist u; = 1 fiir die ersten 8 Knoten und u; = 0 fiir die Knoten
des Dreiecks.

Das Beispiel zeigt, dass eine kleine Gruppe von 3 Spielern das Matchingspiel so stéren
kann, dass keine stabile Auszahlung mehr existiert, egal wie viele Spieler es insgesamt gibt.
In solchen Fillen liefert die Vorgehensweise von Sotomayor gute Ergebnisse. Doch es kann
vorkommen, dass u = 0, M = () die einzige einfache Auszahlung ist, dann muss man auf
andere Konzepte ausweichen.
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3.2.2 Der Core als Lineare Optimierungsaufgabe

Das zu Beginn erwihnte ,,Assignment Game*“ ldsst sich als ,Linear Programming Ga-
me“ formulieren. Das sind Spiele, die durch Lineare Optimierungsaufgaben definiert sind.
Okonomisch betrachtet besitzt jeder Spieler eine Menge an Ressourcen mit denen Giiter
unter linearen Nebenbedingungen produziert werden kénnen. Der Wert v(.S) einer Koaliti-
on S entspricht dem maximalen Wert der Giiter, die mit den Ressourcen aus S hergestellt
werden konnen.?

Im Fall eines Matchingspiels ist es nach Satz 3.2.1. hinreichend die Bedingung >, ¢ i >
v(S) fiir die ein- und zweielementigen Teilmengen S von N zu zeigen:

yi >0 Vie N
Yi +Yj = wij Vij € E

fiir einen Graphen G = (N, E) mit Gewichtsfunktion w : F — R. Ist M ein gewichtsma-
ximales Matching in (G, w) so gilt

Z%Z Z Yi = Z(yr+ys)2 Z wrs:v(N)

1EN 1EN[M] rseM rseM

Damit ist Core(G,w) # () genau dann, wenn der optimale Wert der Linearen Optimie-
rungsaufgabe

min Z Yi (3.10)
iEN

unter y > 0

Yi +Yj = Wij Vij € E

den Wert (V) annimmt.

Im bipartiten Fall wurde in Kapitel 2.2 erwédhnt, dass man ein gewichtsmaximales Mat-
ching (oder genauer: den Inzidenzvektor eines gewichtsmaximalen Matchings) durch die
Lineare Optimierungsaufgabe

max w! z (3.11)
unter z(0(v)) <1 YveV
Te >0 Vee E

bestimmen kann. (3.10) ist die duale Lineare Optimierungsaufgabe zu (3.11). Mit einer
optimale Losung y* € R™ von (3.10) und einer optimalen (ganzzahligen) Losung z* € R™,
die Inzidenzvektor eines gewichtsmaximalen Matching M™* ist, gilt daher:

Sy = wlat = wTxM = o(N)
1EN

“vgl. Samet/Zemel (1984)
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also y* € Core(G,w). Im bipartiten Fall wurde damit die Existenz einer stabilen Auszah-
lung gezeigt. Es gilt sogar D = Core(G,w), wenn D die Menge der optimalen Losungen
von (3.10) ist.

Ist der Graph nicht bipartit, so nennt man das durch (3.11) definierte Polytop Prys € R™
das gebrochene Matchingpolytop. Fiigt man noch die ,,Blossom-constraints“ hinzu, erhalt
man das Matchingpolytop Py = conv{xa|M ist ein Matching}.® Damit ist

max w! z (3.12)
z(d(v)) <1 YveV
Te >0 Veec FE
1
z(E[U]) < {§|UH VYU C N, |U| ungerade

die Lineare Optimierungsaufgabe zur Bestimmung eines gewichtsmaximalen Matchings.
Das duale Programm ist®

minY i+ Y U] (3.13)

iEN U€EP,q4

mit der Menge P,4q aller ungeraden Teilmengen von N und y € Rf ,z € Rfodd die folgende
Nebenbedingung erfiillen:

i@+ Y U > (3.14)

€N UePyqq

Ist y € Core(G,w), so erfiillt y mit z = 0 die Nebenbedingung. Da },.yyi = wlz* fiir
eine optimale Losung x* des primalen Programms, liefert die schwache Dualitét, dass (y,0)
optimal fiir das duale Programm ist. Core(G, w) liegt also in einer Seite des Polyeders, das
durch die Ungleichungen (3.14) und y > 0 definiert ist.

Gibt es andererseits eine optimale Losung y*, z* von (3.14) mit z* = 0, dann ist y* eine
stabile Auszahlung. Der Core eines Matchingspiels ist damit genau dann nicht leer, wenn
es eine Losung des dualen Programms gibt, sodass z der 0 Vektor ist und dies ist wiederum
dquivalent dazu, dass max{w’ z|z € Prps} = v(N). Das gebrochene Matchingpolytop darf
keine Ecke z besitzen mit w’z > v(N).

Betrachtet man nur ganzzahlige, nicht negative Gewichtsfunktionen w : E — N, dann
hat jede Ecke des gebrochenen Matchingpolytops die Form § mit einem 2-Matching a.’
Hat man einen Graphen G gegeben, fiir den die Kardinalitét eines grofiten Matchings mit
der minimalen GroBe einer Knotenmenge iibereinstimmt, die jede Kante bedeckt,® dann

erhilt man ein hinreichendes Kriterium fiir die Existenz einer stabilen Auszahlung.

Svgl. Schrijver (2003), S. 438 ff.

Svgl. Schrijver(2003), S.440 ff.

"vgl. Lovész/Plummer (1986), S. 291 f.

8Gilt immer in bipartiten Graphen (Satz von Kénig). In [13], Kapitel 6.3, charakterisieren Lovész und
Plummer alle Graphen, die den Satz von Konig erfiillen.
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Satz 3.2.4. Es sei G = (N, E) ein Graph, der den Satz von Konig erfillt, und w :
E — N eine ganzzahlige nicht negative Gewichtsfunktion. Ist ein Kardinalititsmaximales
2-Matching o auch gewichtsmazimal beziiglich w, so gilt Core(G,w) # (.

Beweis. Ist G ein Graph, der den Satz von Konig erfiillt, und « ein Kardinalitdtsmaximales
2-Matching, so formen die Kanten e mit a(e) > 0 keinen Kreis ungerader Linge in G’
eventuell aber gerade Kreise. Setze My = {e|a(e) = 2}. Falls es einen geraden Kreis K gibt,
der aus Kanten mit a(e) = 1 besteht, so nummeriere man die Kanten dieses Kreises bei
einer beliebigen beginnend. K, enthalte die ungeraden und K die geraden Kanten. Damit
lassen sich zwei Matchings definieren:

M, = M, UKu
K

My =My | K,
K

wobei die Vereinigung iiber alle Kreise K mit a(e) =1 Ve € K lduft. Dann gilt

w(a) =2 Z we + Z We

e€My e€E,a(e)=1
=D wet D wek 3wt ) we
eEMd BEKu EEMd EEKd
=D wet ) we
e€ M, e€M,

und w(M,) = w(M,), sonst kénnte man ein 2-Matching mit einem gréfleren Gewicht als

das von « konstruieren. Daraus folgt w(M,) = w(My) = # und Core(G,w) # (), da das
gebrochene Matchingpolytop keine Ecke x mit w”z > v(N) besitzen kann. O

9vgl. Lovasz/Plummer (1986), S. 223 f.
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3.3 Der Core gewichteter Matchingspiele

Nun héngt es von der Gewichtsfunktion ab, ob eine stabile Auszahlung existiert oder nicht.
Es wird versucht die Gewichte zu charakterisieren, fiir die Core(G,w) # 0 gilt.

Zunichst wird gezeigt, dass man nur Graphen untersuchen muss, deren Kanten mit
Gewicht ungleich Null einen zusammenhidngenden Untergraphen bilden, dieser wird mit
supp(Q) (,,Supportgraph®) abgekiirzt.

Satz 3.3.1. Es seien G = (N, E) ein Graph, w : E — Ry eine Gewichtsfunktion und
supp(G) = (N,E') mit E' = {e € E|lw. # 0} gegeben. G1,...,Gy mit k € N seien die
Zusammenhangskomponenten von supp(G) und ws sei die Einschrinkung der Gewichts-
funktion w auf die Kantenmenge der Komponente Gs (1 < s < k). Dann gilt

Core(G,w) #0 < Core(Gs,ws) Z0V1 <s<k

Beweis. ,=* Sei y € Core(G,w) und M ein gewichtsmaximales Matching in G. Fiir jede
Komponente G4 des Supportgraphen sei y® der Vektor, der entsteht, wenn man y auf
die Komponenten einschréinkt, die den Knoten in G5 entsprechen. Ein gewichtsmaximales
Matching My in G4 kann kein grofieres Gewicht haben als M N E;, sonst wire M’ = M \
EsUMj, ein Matching in G mit einem grofleren Gewicht als M. Daher ist y* € Core(Gs, ws).

»<="“ Nun seien Vektoren y* € Core(Gs,ws), 1 < s < k, und gewichtsmaximale Matchings
M; in G5 gegeben. Die k Zusammenhangskomponenten haben keine Kanten oder Knoten
gemeinsam, also ist die Vereinigung aller Matchings M, ein Matching M in G. M ist sogar
gewichtsmaximal, denn sonst konnte man ein Matching einer Zusammenhangskomponente
G, konstruieren, das ein grofleres Gewicht als M, besitzt. Definiert man y € RN durch
y; = y; falls der Knoten i in G liegt, dann gilt y € Core(G, w). O

Wie das Eingangsbeispiel zeigt, konnen ungerade Kreise der Grund dafiir sein, dass der
Core leer ist.

Satz 3.3.2. Es seien ein Graph G = (N, E),N = {1,...,n} und eine Gewichtsfunktion
w: E — Ry gegeben. Gibt es in G einen Kreis K mit

Z we = w(K) > 2v(N),
eeK

dann ist Core(G,w) = 0.

Beweis. Nummeriere die Knoten des Kreises mit 1 bis k¥ = |K| in der Reihenfolge, in der
sie durchlaufen werden, beginnend bei einem beliebigen Knoten. Angenommen es géibe ein
x € Core(G,w), dann miisste  folgende Ungleichungen erfiillen:

1+ 22 > W12

To+ I3 > wa3

Tp—1 + Tk 2 Wg—1)k

T+ T 2 Wik
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= Zle z; > tw(K) > v(N) im Widerspruch zu € Core(G, w), also ist der Core leer. [

Bemerkung. Mit diesem Satz ist klar, dass es fiir jeden nicht-bipartiten Graphen G = (N, E)
eine Gewichtsfunktion gibt, fiir die der Core leer ist. Wihle einen beliebigen ungeraden Kreis
K in G. Definiere w : E — Ry durch

{1 falls e € K
w(e) =
0 sonst

dann ist w(K) = k > 2% = 2v(N), wenn k die Liange des Kreises K ist. Hat man
eine beliebige Gewichtsfunktion gegeben, so kann man die Gewichte auf einem ungeraden
Kreis K so lange erhéhen bis w(K) > 2v(IN) (das ist méglich, da hochstens £5! Kanten des
Kreises in einem gewichtsmaximalen Matching liegen kénnen, fiir gerade Kreise funktioniert

dies nicht).
(o) O
o
C/ \O

Abbildung 3.3: Beispiel

Satz 3.3.2. ist notwendig, aber nicht hinreichend. Ein Beispiel dafiir ist der abgebildete
Graph mit 6 Knoten. Die durchgezogenen Kanten haben Gewicht 1 und die gestrichelte
Kante das Gewicht % Fiir die beiden Dreiecke miisste jeweils 2z(D;) > 3,i = 1,2 gelten.
Daraus folgt Z?:l zj = 2(D1) + 2(D2) > 33 > 24 = v(N), der Core ist also leer, obwohl
w(D1) = w(D2) = 3 <5 = 2v(N). An diesem Beispiel sieht man, dass man Satz 3.3.2.
etwas verschérfen kann:

Satz 3.3.3. Es sei G = (N, E) ein Graph und w : E — R. Gibt es knotendisjunkte Kreise
Dl, e Dt mit

w(D1) + ...+ w(Dy) > 2v(N),
dann ist Core(G,w) = ).
Beweis. Wie bei Satz 3.3.2. U
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Hat man einen hamiltonschen Graphen gegeben, so ist ein Hamiltonkreis nicht unbedingt
gewichtsmaximal, man kann jedoch ein Kriterium angeben, wann dies der Fall ist.'® Im
Zusammenhang zum Core erhélt man:

Satz 3.3.4. Sei G = (N, E) ein hamiltonscher Graph mit Gewichtsfunktion w : E — Ry
und EM = {ele € EN M, M ist ein gewichtsmazimales Matching}. Gilt EM = E und
Core(G,w) # 0, dann gibt es einen Kreis maximalen Gewichts, der hamiltonsch ist.

Beweis. Sei y € Core(G,w). Da jede Kante in einem gewichtsmaximalen Matching liegt
gilt w;; = y; +y; V ij € E. Damit hat ein Kreis K das Gewicht

w(K):Zwe:2 Z Y-

eeK vEN[K]
Aufgrund von y > 0 folgt die Behauptung. O

Wiéhlt man die Gewichtsfunktion w so, dass fiir jede Matchingkante m = rs eines festen
Matchings M gilt wy, > wyi+ws; Vi, j € N\{r,s},i # j, dann ist der Core(G, w) offensicht-
lich nicht leer. Deswegen gibt es fiir jeden Graphen G unendlich viele Gewichtsfunktionen,
fiir die der Core nicht leer ist. Diese Gewichtsfunktionen haben sogar eine besondere Struk-
tur.

Satz 3.3.5. Es sei G = (N, E) ein Graph. Die Vektoren der Gewichtsfunktionen w, fir
die Core(G,w) # 0 gilt und die ein gemeinsames gewichtsmazimales Matching M besitzen,
bilden einen Kegel.

Beweis. Sei a € Ry und seien wy, we zwei Gewichtsfunktionen, sodass Core(G,w;),
Core(G,w2) # 0 und es ein gemeinsames gewichtsmaximales Matching M gibt. Sei zunéichst
wq = aw;. Dann ist mit y € Core(G,w;) auch ay € Core(G,w,).

Sei nun w := w; 4+ wy und y® € Core(G,w;) fir i = 1,2. Angenommen M wére nicht
beziiglich der Gewichtsfunktion w gewichtsmaximal, d.h. es gibt ein Matching M’, dass ein
grofleres Gewicht hat:

! ! !
wTXM < wTXM & wr{XM + ngM < wipo + ngM

Dann miisste fiir mindestens ein i = 1,2 szX M < szX m sein. Im Widerspruch zur Maxi-
malitdt von M fiir die Gewichtsfunktionen w;. Daraus folgt, dass M in (G, w) gewichtsma-
ximal ist. Setze y := yM) + ¢y € R? . Dann gilt:

(1)

1 2
Yi T Y; =y, +y§)+y()

i

+ 32 > wi (i) + walif) = w(ij)

n n
1 2
Sowi=> " + ) = ol + wf M = M
i=1 =1
=y € Core(G,w)

105gl. Bondy et al. (1992)
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Bemerkung. Sind wi, we Gewichtsfunktionen in G, so dass fiir beide der Core nicht leer ist,
es aber kein gemeinsames gewichtsmaximales Matching gibt, dann kann fiir w := wy +ws der
Core leer sein. Im Allgemeinen gilt w?y™ < w! Mt + wl' ™2 wenn M gewichtsmaximal
fiir w ist und M; gewichtsmaximal fiir w; (i = 1,2). Nur bei Gleichheit funktioniert das
letzte Argument des Beweises, dann ist aber w{ x™ + wlxM = wlxM + wlxM2 und
wegen wZTXMi > wl'xM, (i = 1,2) ist M gewichtsmaximal fiir w; und ws, im Widerspruch
zur Annahme.
Der Core(G,w) kann trotzdem nicht leer sein, wie folgendes Beispiel zeigt:

N
~.

Abbildung 3.4: K¢ mit Gewichten wy

Abbildung 3.5: Kg mit Gewichten wg

Beispiel. Es sei der Graph Kg gegeben mit den beiden Gewichtsfunktionen wi, wo. Durch-
gezogene Kanten haben Gewicht 1, gestrichelte Gewicht %, Kanten mit Gewicht 0 wurden
nicht eingezeichnet. Es gibt kein gemeinsames gewichtsmaximales Matching bzgl. w; und
ws, doch es existiert eine stabile Auszahlung in Kg mit w = w; + we und zwar y; = %
fiir alle Knoten 7. Wiirde man wy etwas variieren, indem fiir eines der beiden Dreiecke in
Abbildung 3.5 die Gewichte verdoppelt wiirden, wire Core(Kg, w) leer. Daran sieht man,

dass das Konzept des Cores sehr empfindlich auf Gewichtsdnderungen reagiert.

Satz 3.3.6. Core(G,w) # (0 <= es gibt ein (inklusions-) mazximales Matching M in G,
sodass:

w e Cone({xé(”)\v € N[M]} U {—Xk\k e E\ M}) NRY (3.15)
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wobei N[M] die Menge der Knoten ist, die vom Matching M bedeckt werden.

Beweis. Seiy € Core(G,w). Setze B := y; +y; —wij > 0 (da y; +y; > wy;) fiir jede Kante
k=ije E\ M und a,, =y, > 0 Vv € N[M]. Dann gilt

w= > X+ > Bu(—xb),

vEN[M] keE\M

denn fiir rs € M ist wyps = o + a5 = yr + ys und fiir k = ij € E\ M gilt oy + aj — B, =
vi +yj — (yi + yj — wij) = w;;. Die Koeflizienten sind alle nicht negativ, daher ist

w e Cone({x‘s(”)\v € N[M]} U {—Xk|k € E\M})
Sei nun w € Cone({x*™|v € N[M]} U {=x*k € E\ M})NRY mit

w= Y ™+ Y Br(=x")

vEN[M] keE\
Oy, ﬂk S R+

Fiir y € Ry mit y; = o Vi € N[M],y; = 0 Vi € N\ N[M], gilt

wij < @ +aj = Yi +Yj

und
Yovi= > wi= Y, ai=wM),
ieEN 1EN[M] 1EN[M)]
also y € Core(G,w). O

Beispiel. Sei G = K3 und M = {12} gewichtsmaximal. Die Gewichtsfunktionen, fiir die der
Core nicht leer ist, sind genau alle w > 0 mit

1 1 0 0
weCone({1],{0),[-1],] 0]) (3.16)
0 1 0 -1

und kl = 12, kQ = 13,k3 = 23.
<= wig > w3 + wog und {12} ist gewichtsmaximal.

Die Menge der Gewichtsfunktionen w mit Core(G,w) # 0 lisst sich als Vereinigung end-
lich vieler polyedrischer Kegel schreiben. Bisher sind diese Kegel nur in der Form Cone(. . .)
gegeben, aber noch nicht als Losungsmenge eines homogenen Linearen Ungleichungssys-
tems, was moglich ist, da der Kegel aus (3.15) polyedrisch ist (siche Satz 2.1.5). Fiir den
Graphen K3 kann man sich dieses noch leicht iiberlegen, fiir gréflere n ist es nicht mehr so
einfach. Im néchsten Abschnitt wird versucht dieses Ziel fiir alle vollstdndigen Graphen K,
zu erreichen.
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3.3.1 Konstruktion fiir K,, mit geradem n

In Kapitel 2.2 wurde schon darauf hingewiesen, dass man im Allgemeinen vom Graphen
K,, mit einer geraden natiirlichen Zahl n und einer nicht negativen Gewichtsfunktion w :
E — Ry ausgehen kann (durch Einfiigen von Dummy-Knoten sowie Kanten mit Gewicht
0 und Addition einer Konstanten zu w). Daher wird in diesem Abschnitt nur mit diesem
Graphen gearbeitet. Zundchst bendtigt man eine Art schiefsymmetrischer Graph, der jedoch
ungerichtet ist.

Definition 3.3.7. Der zu K,, gehorende bipartite Graph H = (N U N’, Eyy) sei isomorph
zu K, mit N ={1,...,n},N' = {1',...,n'} und (')’ = i. Die Gewichtsfunktion wg :
Ep — R4 von H, sei definiert durch

w;j falls e = ij’ oder e = ji’

wr(e) := "
0 falls e = i@

Das zu H gehorende Matchingspiel sei (Ng,v).

Nun wird versucht eine Beziehung zwischen den stabilen Vektoren aus G und denen aus
H herzustellen.

Satz 3.3.8. y sei im Core des Matchingspiels des Graphen H und der Gewichtsfunktion
wpr. Gilt v(Ngr) = 2v(N), dann ist y € Core(Kp,w) mit y; := %

Beweis. Sei {r, s} eine beliebige Kante von G. Da y > 0, ist auch y > 0. Aulerdem gilt:

| U ~
Yr T+ Ys = *(yr+ys+yr’+ys’)

2
1. 1.0
= §<yT + yS’) + i(ys + Ypr)
> Wrs
- 1 1
> yi= 3 D ityr) = Sv(Nr) = v(N)
i=1 i=1
=y € Core(K,,w) O

Falls der Core des urspriinglichen Matchingspiels nicht leer ist, gilt auch:

Satz 3.3.9. Seiy € Core(K,,w) und y € REH mit ¥; := Yy = y;. Dann gilt
y € Core(H,wg).

Beweis. Es gilt fiir beliebige e = {r, s’} € Ey:
Yr +Ys' = Yr +Ys > Wwps > w(e)

AuBlerdem ist

n n

SO@ T = 3w+ w) = 20(N) = 2uw(M)

i=1 i=1
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mit einem gewichtsmaximalen Matching M von G.
Ein gewichtsmaximales Matching My muss wy(My) < Y0 (yu; + Yo;) = 2w(M)
erfiillen (schwache Dualitét).

M = {if,ji'lij € M}
ist ein Matching in H mit w H(M ) = 2w (M) und damit gewichtsmaximal. Also gilt v(Ny) =
20(N) und y € Core(H,wp). O

Der bipartite Hilfsgraph H hat immer einen nicht leeren Core. Damit ist
Core(Kp,w) #0 < 2v(N) =7v(Np) (3.17)

Nun gilt 20(N) = v(Np) genau dann, wenn das im letzten Beweis definierte Matching M
gewichtsmaximal in H ist. Um dafiir ein Kriterium zu bekommen, geht man &hnlich wie
bei der Ungarischen Methode vor:

M sei ein perfektes Matching in H. Orientiere jede Kante e aus M von N’ nach N und ordne
ihr die Linge l. = wg(e) zu. Alle Kanten e, die nicht in M liegen, werden von N nach N’
orientiert mit der Lénge [, = —wpg(e), dadurch erhilt man den gerichteten Graphen Dj;.

Satz 3.3.10. FEin perfektes Matching M ist genau dann gewichtsmazimal in H, wenn es
keinen Kreis negativer Lange in Dys gibt.

Beweis. Zunichst sei M gewichtsmaximal. Angenommen es gibe einen Kreis negativer
Lange in Dj; mit der Kantenmenge K. Dann wire MAK ein perfektes Matching mit
einem grofleren Gewicht. Daher kann es keinen solchen Kreis geben.

Sei M ein perfektes Matching, das nicht gewichtsmaximal ist, und M’ ein perfektes
Matching mit w(M’) > w(M). Der Graph D) eingeschrinkt auf die Kanten aus M U M’
besteht aus Kreisen und einzelnen Kanten, die in beiden Matchings enthalten sind. Ist K
die Kantenmenge eines Kreises mit [(K) > 0, dann ist w(M'AK) > w(M’). Gibt es keinen
Kreis mit negativer Linge, so liefert wiederholtes Anwenden auf alle Kreise K € M'AM

w(M) > w(M')

ein Widerspruch zur Annahme. Es muss also mindestens einen Kreis negativer Linge in

MAM' geben. O

Eine Langenfunktion /, die keinen negativen Kreis zulésst, heifit konservativ. Um heraus-
zufinden, ob das oben definierte [ im Digraphen D, konservativ ist, benutzt man den Kegel,
der durch die Inzidenzvektoren der gerichteten Kreise in Dj; erzeugt wird und nimmt dann
den dazu polaren Kegel.

Definition 3.3.11. Es sei I die Menge aller gerichteten Kreise im Digraphen Dj; und
C := Cone({x¥|K € K}) der Kegel der gerichteten Kreise.
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Fiir den Polaren Kegel C* gilt
C* = {z|Zx <0}

mit der Matrix Z € R"C|X”2, deren Zeilen mit den Transponierten der Vektoren y*, K € K
iibereinstimmen (siehe Kapitel 2.1).

Satz 3.3.12. [ ist konservativ in Dy <— Z1 >0

Beweis. [ ist konservativ genau dann, wenn [T x% > 0 fiir alle K € K <= -l € (C* —
—Zl<0 << Z1>0 ]

Sei KF' eine geschlossene Kantenfolge im ungerichteten Graphen K. s, € N gebe an,
wie oft eine Kante e in der Kantenfolge durchlaufen wird (s = 0, wenn e nicht in KF
vorkommt).

Definition 3.3.13. Fiir jede geschlossene Kantenfolge KF in G sei ¢5F € R™ definiert
durch

krp ) tse fallsee M
© 7 l-s. fallsee E\M

Im Unterschied zu x*% wird gezihlt, wie oft eine Kante in der Kantenfolge vorkommt,
und es wird beriicksichtigt, ob es sich um eine Matchingkante handelt oder nicht. Damit
lasst sich der Kegel (3.15) als Losung eines Linearen Ungleichungssystems schreiben.

Satz 3.3.14. Es seien ein Graph K, = (N, E) mit Gewichtsfunktion w : E — R und ein
gewichtsmazimales Matching M gegeben. Dann gilt

Cone({xé(v)w € N} U {—Xk]k € E\M}) NRy ={w|E-w>0,w >0}

mit der Matriz 2 € RN *E | deren Zeilen den (€K7)T (KF € KF) entsprechen.

Beweis. Zuerst muss man die Kanten des Hilfsgraphen H nummerieren. Da es keine anti-
parallelen Pfeile in D) gibt, wird vereinfacht 4, j” fiir den Pfeil von ¢ nach j’ (wenn ij ¢ M)
oder den Pfeil von j' nach i (wenn ij € M) geschrieben. Auerdem sei (i, ') := j,i'. Mit

pi = i,i/ Vie N
Pn+1 = ]-a 2/7pn+2 = 173/a cee apn—‘r(n—l) = 1,71,

Pon = 27 3/7 v 7p2n+(n73) = 27 n/
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und dem gewichtsmaximalen Matching M gilt:

Core(Kn,w) #0 < Z1>0

_ 0 w(e) eeM
mit [ = | wy |, wa(e) = .
W —w(e) sonst

Schreibt man x* mit ax € R?, b, cx € R™ in der Form

aK
X5 = | bk
CK
0
soist Z1 > 0 «— (a,K,bK,cK) wy | >0 < (bg +cr)wyr > 0 fiir alle Kreise K € K.
wps

Projiziert man einen gerichteten Kreis aus Dj; auf den Graphen K, so erhilt man
eine zugehorige Kantenfolge. Die Menge dieser Kantenfolgen wird im Folgenden mit CF
bezeichnet. Insbesondere gelten fiir einen gerichteten Kreis K und der zugehorigen Kanten-
folge KF die Gleichungen bg (e) + cx(e) = €5 Ve € M und bk (e) + cx(e) = —€EET fiir
alle restlichen Kanten e € E'\ M. Daraus folgt

(b + cx)wpr > 0 <= fKFw >0 (3.18)

fiir alle Kantenfolgen KF' € KF, also entspricht die Menge aus (3.15) fiir K,, den nicht
negativen Losungen von = - w > 0. O

Bemerkung. Aus der Konstruktion der Kantenfolgen KF' € ICF folgt
1. KF ist geschlossen.

2. Jede Kante e und jeder Knoten 7 kommt héchstens zweimal in KF vor, da ¢ und ¢’
hochstens einmal in jedem Kreis vorkommen kénnen und ein Kreis héchstens einmal
die beiden zu e komplementiren Kanten besitzen kann.

3. Eine Matchingkante darf direkt zweimal hintereinander durchlaufen werden, sonst
kommen Kanten aus M und E\ M in KF abwechselnd vor.

Dies motiviert folgende Definition.

Definition 3.3.15. Fiir ein gewichtsmaximales Matching in (K,,w) sei R(M) C R¥ die
Menge aller Vektoren r, fiir die gilt:

rm € {0,1,2} Vm € M (3.19)

re € {—2,-1,0} Yee E\ M (3.20)
Y re=0VieN (3.21)
e€d(i)

und fiir alle ¢ € N darf es hochstens drei verschiedene zu i adjazente Kanten geben mit
re 7 0 (eine Matchingkante und zwei Nicht-Matchingkanten).
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Aus (3.19) und (3.20) folgt, dass hochstens 3/! Vektoren in R(M) liegen, was natiirlich
nur eine grobe Abschitzung ist. Alle ¢5% sind in der Menge enthalten, aber auch andere
Vektoren.

Satz 3.3.16. Sei K, = (N, E) ein Graph mit Gewichtsfunktion w : E — Ry und M ein
gewichtsmazimales Matching in (Kn,w). Ein Vektor r € R(M) ist entweder konstant 0
oder lisst sich schreiben als

k
r = Z amxm+Z§KFj mit KF; € KF, k€ N,a, € {0,1,2} Yme M
meM j=1

Beweis. Ist r der Nullvektor oder gibt es eine Kantenfolge KF € KF mit r = ¢5F dann
ist nichts zu zeigen. Auch jeder Vektor r > 0 ldsst sich wie behauptet schreiben. Sonst
verdopple jede Kante e € F mit |r.| = 2 und betrachte den Graphen G’ = (N, E’) mit
E' :={e € E|r. # 0} und doppelten Kanten. Der Satz wird mit Induktion nach der Anzahl
der Kanten dieses Graphen bewiesen.

Fiir |E’| = 1 besteht E’ nur aus einer einzelnen Matchingkante und die Behauptung ist
erfiillt. Nun sei die Behauptung fiir alle r mit |E’| < s erfiillt mit einem s € N, s > 2 und
7’ sei ein Vektor mit |E'| = s.

1. G’ ist nicht zusammenh#ngend. Definieren fiir jede Zusammenhangskomponente des
Graphen G’ einen Vektor 7 € RF durch

1, falls e € E’ und keine parallele Kante zu e existiert
re = 4 2, falls e € E/ und eine parallele Kante zu e existiert
0, fallse ¢ E’

fiir alle Kanten e € E. 7 muss in R(M) liegen, sonst wire 7' ¢ R(M). AuBerdem hat
der Graph G der durch 7 wie oben definiert ist weniger als s Kanten, d.h. fiir 7 ist der
Satz erfiillt und 7’ lisst sich als Summe von Vektoren schreiben, die die Behauptung
erfiillen.

2. G’ ist zusammenhiingend, dann muss es ein m € M oder eine Kantenfolge KF €
KCF geben, sodass ' — x™ € R(M) oder r' — ¢KF ¢ R(M). Trifft nicht der erste
Fall ein, dann betrachte man den Untergraphen D’ = (N U N’, A) von Dy, der die
beiden komplementiren Pfeile enthilt, die den Kanten aus G’ entsprechen, und die
Pfeile (i,i') Vi € N. D' enthiilt eine Kantenfolge K F, die hichstens einen der beiden
komplementéren Pfeile enthélt, wenn |r| = 1 fiir die zugehorige Kante €’ gilt. Damit
ist ' — ¢EF € R(M).

O]

Mit den Vektoren aus R(M) kann man ein redundantes Ungleichungssystem fiir w erhal-
ten. Dazu seien v +3) . +(®) ¢ R alle Vektoren aus R(M) \ {0}. Die Transponierten
dieser Vektoren bilden die Zeilen der Matrix R € R¥F.
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Satz 3.3.17. Es sei K, = (N, E) gegeben mit w: E — R,. FEs ist Core(K,,w) # 0 <
Rw > 0, wobei R wie oben definiert ist fiir ein gewichtsmazimales Matching M in (K, w).

Beweis. ,,<=“ Da alle (§KF )T als Zeilen in der Matrix R enthalten sind, gilt insbesondere
Z-w > 0. Aus Satz 3.3.13 folgt, dass der Core nicht leer ist.

,=* Nach Satz 3.3.13. gilt Z-w > 0 und (x™)7 -w > 0 wegen w > 0. Da man alle Zeilen
von R durch Addition von Zeilen der Matrix = und transponierten Inzidenzvektoren der
Matchingkanten erhalten kann muss auch Rw > 0 gelten. O

Fiir manche Kantenfolgen aus ICF folgt schon aus der Konstruktion, dass sie kein nega-
tives Gewicht haben kénnen:

Satz 3.3.18. Es sei KF € KF eine Kantenfolge, fir die es eine Gewichtsfunktion w gibt,
so dass M gewichtsmazimal in (G,w) ist, und (57w < 0. Dann gilt:

(i) KF ist kein Kreis im Graphen G, d.h. es gibt ein i € N mit Zeea(i) X > 0.
(ii) 6 <|K| < 2n und |K| ist gerade, wobei K der zu KF gehorende Kreis in Dy ist.

Beweis. (i) Ist KF ein Kreis in G und wy(KF) < 0, so kann man durch MAKF ein
Matching mit groflerem Gewicht erhalten, im Widerspruch zur Maximalitdt von M,
d.h. KF kann kein Kreis sein.

(ii) Ein Kreis K in Dj; besteht aus mindestens 4 Pfeilen und ist gerade, da Dj; bipartit
ist. Wie man an der Konstruktion von Dj; erkennt, miissen Kreise mit |[K| = 4
entweder Kreise in G ergeben oder die Form (7,7'), (7', j), (4, '), (j/,) haben (ij € M)
mit Linge —0 + w;; — 0 4+ w;; = 2w;; > 0 fiir alle Gewichtsfunktionen w.

Gerichtete Kreise in Dj; kénnen hochstens die Léange 2n besitzen, dabei wird jeder
Pfeil, der zu einer Matchingkante gehort durchlaufen.
O]

Man kann alle Zeilen der Matrix R streichen, die nicht mindestens 3 Eintrége ungleich
Null besitzen oder die (3.21) immer mit Gleichheit erfiillen. Diese Zeilen stellen nur sicher,
dass M ein gewichtsmaximales Matching in (K,,w) ist, was aber sowieso vorausgesetzt
wurde. Aulerdem kann man alle Zeilen streichen, die keinen negativen Eintrag besitzen.

Bisher ist es noch offen, ob das Matchingpolytop im nicht-bipartiten Fall als Losungsmen-
ge eines Ungleichungssystems geschrieben werden kann, dessen Grofle (Anzahl an Zeilen
und Spalten) polynomiell mit der Anzahl der Knoten und Kanten wichst. Fiir K, ist dies
nicht moéglich, wenn man zusétzlich verlangt, dass fiir jede Permutation der Knotenmenge
die Variablen auch entsprechend permutiert werden koénnen, also das Gleichungssystem
invariant unter Permutationen der Knotenmenge ist.!! Fiir planare Graphen hat Francisco
Barahona gezeigt, dass es moglich ist.?

Beispiel (Der vollstandige Graph Kj). Fiir K; kann man sich noch relativ einfach die
benétigten Kantenfolgen iiberlegen. Der zugehorige Hilfsgraph entspricht dem vollstéindigen

Hsiehe Yannakakis (1991)
2giehe Barahona (1993)

32



Kapitel 3.3 Der Core gewichteter Matchingspiele

Abbildung 3.6: K4 und zugehoriger Hilfsgraph Ky 4

bipartiten Graphen K44. Ist N = {1,2,3,4}, so erhélt man fiir G den Graphen K, und
fiir H den bipartiten Graphen Kj44. Es sei w : E — Ry eine Gewichtsfunktion und M
ein gewichtsmaximales Matching; man kann annehmen, dass M = {12,34} (eventuell muss
man um nummerieren).

Der Digraph D) enthilt Kreise K mit |K| = 4,6, 8, wobei nur die Kreise mit 6 Kanten
eine negative Linge besitzen konnen. In einer zu einem Kreis mit 8 Kanten gehtrenden
Kantenfolge kommt jede Kante aus Ky vor, die beiden Matchingkanten genau zweimal,
die restlichen Kanten nur einmal. Die Gewichtsfunktion w muss dann 2wq2 + 2ws4 >
>cemm We erfilllen, was jedoch immer gilt, denn sonst hétte {13,24} oder {14,23} ein
groBeres Gewicht als M.

Ein Kreis K der Lénge 6 besteht aus 3 Matchingkanten, einer Kante der Form {,7} und
2 anderen Kanten. K durchlduft je einen Knoten von N und N’ nicht. 8 solcher Kreise sind
moglich, wobei je zwei die gleichen Kanten in G besitzen, denn sie bestehen aus komple-
mentéiren Pfeilen. Zum Beispiel: K = {(3,4), (4,1), (1,2),(2,2),(2,1),(1,3)} und w(K) > 0
liefert

w34 — w14 +wi2 — 0+ wig —wiz > 0
& w3g + 2wi2 > w13z + wig

1
< §(w13 +wig — w34) < Wiz
o %@U(au)) — o(N)) < wis (3.22)

Entsprechend erhélt man

S0(6(2)) — (V) < v (3.23)
5 (w(5(3)) — v(N) < wss (3.24)
5 (w(5(4)) — v(N)) < wss (3.25)
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In Anschluss an Satz 3.3.18 konnten schon einige iiberfliissige Ungleichungen entfernt
werden, doch die Matrix R, die nach dem Streichen der entsprechenden Zeilen {ibrig bleibt,
ist immer noch redundant.

3.3.2 Zusammenhang zu balancierten Fliissen

In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie die Frage, ob der Core nicht leer ist, mit schiefsym-
metrischen Netzwerken und balancierten Fliissen zusammenhéngt. Zunéchst wird auf einem
b— Fluss eine Kostenfunktion eingefiihrt und der Residualgraph definiert, mit dessen Hilfe
man iiberpriifen kann, ob ein gegebener Fluss minimale Kosten besitzt.

Definition 3.3.19. Gegeben sei ein Digraph D = (V, A) mit einer Kapazitétsfunktion
u : A — R4 und eine Funktion b : V — R, die den Knoten eine reelle Zahl zuordnet. Ein
b— Fluss ist ein zuléssiger Fluss f : A — R4, der zusétzlich ex¢(v) = b(v) erfiillt. Definiert
man eine Kostenfunktion ¢ : A — R, so bezeichnet Min Cost Flow (MCF), das Problem
einen b — Fluss mit minimalen Kosten c(f) = >_ ¢ 4 f(p)c(p) zu finden.

Definition 3.3.20. Es seien wie in der letzten Definition ein Digraph D, Kapazitéiten wu,
eine Funktion b auf den Knoten, ein b — Fluss f und eine Kostenfunktion ¢ gegeben. Fiir
jeden Pfeil p = (v,w) € A wird durch p’ = (w, v) eine neue Kante definiert, die gegenlidufige
Kante zu p. Di := (V,AU{p'|p € A}) mit Kosten cg(p) = c(p),cr(p’) = —c(p) Vp € A.
Die Residualkapazitit uy : A(Gr) — Ry wird durch ug(p) := u(p) — f(p) und uys(p’) =
f(p) ¥p € A definiert. Der Residualgraph Dy ist nun der Digraph, der nur Pfeile mit
positiver Residualkapazitit enthélt:

Dy = (V. {p € A(DR)luy(p) > 0}

Ein b — Fluss hat genau dann minimale Kosten, wenn es keinen Kreis mit negativen
Kosten beziiglich cp im Residualgraphen gibt. Die Kreise im Residualgraphen nennt man
auch f-augmentierend.

Satz 3.3.21. %% Sei (D,u,b,c) eine Instanz des MCF. Folgende Aussagen sind dquivalent:
1. Ein b— Fluss f hat minimale Kosten.
2. Es gibt keinen f-augmentierenden Kreis mit negativen Kosten.

3. Es existiert eine Funktion pot : V' — R, sodass fiir alle Pfeile (i,j) des Residualgra-
phen die reduzierten Kosten

I = cij + pot(i) — pot(j)

nicht negativ sind. pot heif$t in diesem Fall zulissiges Potential.

13vgl. Hochstittler/Schliep (2010), S. 90 ff.
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Mit balancierten Fliissen kann man ein gewichtsmaximales Matching in dem vollstéandigen
Graphen K, = (N, FE) mit geradem n berechnen. Dazu definiert man einen Digraphen
D = (NUN', A) (siehe Abschnitt 2.2.2) mit:

@)Y =iVieN
A={(i,4), (4, )lij € E}U{(i,7)|i € N}
u:A—>Rymitu(p):=1peA

—1fallsie N

b: NUN' — R, mit b(i) :=
1 falls i € N’

und Kostenfunktion ¢ : A — R mit ¢((¢, j)) = ¢((4,7)) = —wij.

Satz 3.3.22. Sei f : A — Z ein balancierter b—Fluss in (D,u,b,c) (wie oben definiert)
mit minimalen Kosten. Die Menge der Kanten aus K, die denjenigen (komplementdren)
Pfeilen aus A entsprechen, deren Fluss nicht Null ist, sei M. Dann ist M ein gewichtsma-
zimales Matching in (K,,w). Ist umgekehrt ein gewichtsmaximales Matching M gegeben,
S0 1st:

1 falls p = (i, 5'),p = (j, ') und ij € M
f(p) == <1 falls p = (i,7') und i ist ungematched

0 sonst

ein balancierter b— Fluss mit minimalen Kosten.

Beweis. Ist f: A — Z balancierter Fluss und die Menge M wie im Satz definiert, dann gilt
deger (i) <1, da b(i) =1, b(i') = —1 und die Kapazititsfunktion konstant 1 ist, wird jeder
Knoten aus D von genau einem Pfeil p mit f(p) # 0 bedeckt. Ist M ein Matching, so ist
der Fluss f : A — Z, der wie oben definiert wird, zuléssig und balanciert. Jeder balancierte
b—Fluss entspricht einem Matching M und umgekehrt.

Auf Grund der Definition der Kostenfunktion ¢ besitzt ein balancierter b—Fluss minimale
Kosten, wenn das zugehérige Matching gewichtsmaximal in (K, w) ist. Ist andererseits M
gewichtsmaximal, so muss der zugehorige balancierte b-Fluss f minimale Kosten unter allen
balancierten b-Fliissen besitzen. O

Core(K,,w) # 0 gilt genau dann, wenn der balancierte b—Fluss f, der zu einem ge-
wichtsmaximalen Matching M gehort, minimale Kosten unter allen ganzzahligen Fliissen
hat. Dies ist der Fall, wenn im Residualgraphen kein Kreis negativer Kosten existiert. Der
Graph Dy enthélt alle gegenldufigen Kanten fiir Pfeile, die den Matchingkanten entsprechen,
und alle Pfeile, die den Nicht-Matchingkanten entsprechen. Die Kosten der gegenldufigen
Kanten sind dann die positiven Gewichte und die der iibrigen Pfeile die negativen Gewichte
der zugehorigen Kanten in K. An dieser Stelle schliefit sich der Kreis zum Satz 3.3.10.

Wendet man das Kriterium der reduzierten Kosten an, erhélt man folgende relativ triviale
Aussage.
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Satz 3.3.23.

Core(K,,w) # 0 <— EzeR]I:z,;—i—szwij Vij e E\ M
zi +zj Swjiy; Vig € M

Beweis. M sei ein gewichtsmaximales Matching und f der zugehorige balancierte Fluss. Ist
pot ein zuldssiges Potential auf Dy, dann haben die reduzierten Kosten die Form

% = —wij + pot(i) — pot(j) > 0 V(i, 5') € A(Dy)
& = pot(i) — pot(i') > 0 Y(i,i') € A(Dy)

W T

bl = wij + pot (i) — pot(j) > 0 V(i', j) € A(Dy)

Addiert man je;weﬂs die Ungleichungen komplementéirer Pfeile, so folgt daraus, dass z mit
;= M Vi € N die gewiinschten Eigenschaften besitzt.

Ist andererseits z mit den obigen Eigenschaften gegeben, dann ist

falls v € N
pot(v) = {zv alls v

Zi

—z, falls v € N’
ein zuléssiges Potential auf Dy. O

Mit dem Lemma von Farkas’ erhalt man

Satz 3.3.24. Core(K,,w) # 0 <= fiir ein gewichtsmazimales Matching M gilt

Z TeWe = Z TeWe

ecM e€EE\M

fiir alle Vektoren x € Rf mit

Z Te > Z Te Y € N.

ecd(v)NM ecéd(v)\M

Beweis. Es sei B € RV*E definiert durch

~ {bij falls j € M
bij =

—b;;  sonst
mit der Inzidenzmatrix B des Graphen K. Der Core ist damit genau dann nicht leer, wenn
das lineare Ungleichungssystem 27 B < (wys)? eine nicht negative Losung z € ]Rf besitzt.

Und das ist nach dem Lemma von Farkas’ dquivalent dazu, dass xzTwys > 0 fiir alle nicht
negativen Losungen x € Rf von Bx > 0, woraus die Behauptung folgt. O
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Bemerkung. Definiert man fiir einen Vektor r aus R(M) ein x € Rf durch z; = |ry| fiir
i=1,...,n, erhilt man

<Y = Y w- Y =

e€d (i) ecd(v)NM e€d(v)\M

Die Resultate aus dem vorigen Abschnitt haben also gezeigt, dass man die Bedingung des
letzten Satzes nicht fiir alle Vektoren = € Rf iiberpriifen muss.

Natiirlich kann man anstatt b—Fliisse auch s —t-Fliisse betrachten, indem man zwei neue
Knoten s und t einfiihrt und so ein Netzwerk und nicht nur einen Digraphen erhélt, dadurch
lassen sich beliebige Graphen bearbeiten. Anhand von b—Fliissen sieht man die Analogie
zur Vorgehensweise in Abschnitt 3.3.1, weswegen sie hier gewéhlt wurden. Mehr iiber Ba-
lancierte Netzwerke und Digraphen kann man in der Artikelreihe Balanced Network Flows
von Fremuth-Paeger und Jungnickel erfahren.'® Dort wird ein Algorithmus entwickelt, um
das BMCF-Problem (,Balanced Minimum Cost Flow*) zu lésen. Das ist sogar das bisher
schnellste Verfahren, um ein nicht-bipartites gewichtsmaximales Matching zu berechnen.

“Pir einen Uberblick siehe [7], in [8] wird der Zusammenhang von gewichteten Matchings und BMCF
genauer erlautert.
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Kapitel 4
Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde die Frage, wann der Core eines nicht-bipartiten Matchingspiels nicht
leer ist, im Zusammenhang zu Linearer Optimierung und Fliissen in schiefsymmetrischen
Netzwerken beantwortet.

Fiir den ungewichteten Fall konnte gezeigt werden, dass es von der Struktur des Graphen
abhéngig ist, ob eine stabile Auszahlung existiert. Mit Hilfe der Gallai-Edmonds-Zerlegung
erhiilt man eine Charakterisierung aller Graphen mit nicht leerem Core.

Im gewichteten Fall hingt es von der Gewichtsfunktion ab, ob der Core leer ist oder
nicht. Fiir jeden Graphen G bilden die Gewichtsfunktionen mit Core(G,w) # () und einem
festen gewichtsmaximalen Matching M einen polyedrischen Kegel. Fiir den vollstéindigen
Graphen K, wurde dieser Kegel als Losung eines Linearen Ungleichungssystems geschrie-
ben. Die Anzahl der Ungleichungen héingt jedoch exponentiell von der Anzahl der Knoten
und Kanten ab. Finde man eine Darstellung des Matchingpolytops als Lineares Unglei-
chungssystem, dessen Grofie polynomiell von der Gréfle des Graphen abhéngt, dann kénnte
man daraus vielleicht auch ein Lineares Ungleichungssystem fiir die Gewichtsfunktionen
mit Core(G,w) # 0 herleiten.

Ein Vorteil der Konstruktion fiir K, ist, dass man die Algorithmen fiir das Assignment
Game anwenden kann. Zum Beispiel berechnet eine Variante der Ungarischen Methode [9],
ein stabile Auszahlung in O(n?), falls der Core nicht leer ist. Gibt der Algorithmus ein
Matching M im Hilfsgraphen aus, das aus Kanten der Form (i,5’), (j,i') besteht, so ist
sicher Core(K,,w) # 0. Hat M nicht diese Form, kann man keine Aussage treffen.

Anwendungen nicht-bipartiter Matchingspiele wurden nicht behandelt. Es wére inter-
essant, ob es wie im bipartiten Fall ,realistische Anwendungen gibt. Falls ja, miisste man
untersuchen, inwiefern das Konzept des Cores dazu geeignet ist, eine Verteilung zu berech-
nen. Wenn sehr selten stabile Auszahlungen existieren, konnte man erst untersuchen, ob es
einfache Auszahlungen gibt, an der fast alle Spieler beteiligt sind. Die , Instabilitdt“ wéire
dann unter Umstédnden (bei sehr vielen Spielern) vernachléssigbar. Falls auch dies nicht der
Fall ist, konnte man andere Konzepte wie zum Beispiel das des Nukleons' anwenden.

'yvgl. Faigle, Fekete, Hochstittler, Kern (1994)
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