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1 Einfiihrung

Wir beschiftigen uns in dieser Arbeit mit Tverberg-Zerlegungen. Wir betrachten dabei
eine Menge S € R? und wollen sie derart in m € N paarweise disjunkte und nichtleere
Teilmengen Sy, ..., Sy zerlegen, dass der Schnitt aller konvexen Hiillen nichtleer ist. Es
soll also (i, conv(S;) # 0 gelten. Wir sprechen dann von einer m-Tverberg-Zerlegung.

1.1 Hauptquelle

Es handelt sich bei dieser Arbeit um eine Darstellung der Ergebnisse aus [10]. Im Folgen-
den stammen sdmtliche Aussagen und Beweise, die nicht mit einer eigenen Quellenangabe
versehen sind, aus [10]. Um den Zusammenhang zu [10] noch expliziter zu machen, ist
bei der Formulierung von Sétzen und Definitionen, die auch in [10] aufgefithrt werden,
in Klammern angegeben, welche Bezeichnung dafiir in [10] verwendet wird.

1.2 Motivation

Es ist aus [22] bekannt, dass fiir jede Menge S C R? mit mindestens (d + 1)(m — 1) + 1
Punkten eine m-Tverberg-Zerlegung existiert. Es sind jedoch keine effizienten Methoden
bekannt, um zu einer gegebenen Menge eine m-Tverberg-Zerlegung zu bestimmen. Diese
Tatsache motiviert die Betrachtung von stochastischen Methoden, die Zufilligkeit aus-
nutzen, um die gewiinschte Figenschaft mit hoher Wahrscheinlichkeit zu erreichen. Zu
diesem Zweck stellen die Autoren von [10] zunéchst zwei Modelle zur zufilligen Erzeu-
gung von n-elementigen Mengen S C R? vor. Zusitzlich wird jeder der n Punkte zufillig
in eine von m Farben eingeféirbt. Auf diese Weise wird S in m den Farben entsprechende
Teilmengen S, ..., S, zerlegt. Die Autoren beantworten dann beispielsweise die Frage,
in welchem Verhiltnis m und n stehen miissen, um mit hoher Wahrscheinlichkeit eine
m-Tverberg-Zerlegung zu erhalten.

Eine weitere Motivation von stochastischen Tverberg-Aussagen stellt das Losen eines
Klassifizierungsproblems dar. Wir beschreiben die Details in Abschnitt 4.3. Prinzipiell
liegt ein Datenpunkt im R vor und es ist bekannt (oder wird angenommen), dass dieser
genau einer von m Klassen zugeordnet werden kann. Das Klassifizierungsproblem besteht
darin, dem Punkt die richtige Klasse zuzuordnen. FEin Ansatz, die Klassifizierung durch-
zufiihren, stellt die logistische Regression dar. Hierfiir sind zundchst n Datenpunkte im
R? gegeben, wobei jeder Punkt bereits genau einer von m Klassen zugeordnet ist. Die-
se Datenpunkte werden zusammen mit ihren Klassen benutzt, um die Koeffizienten der
logistischen Regression zu bestimmen. Im Anschluss kann fiir neue (,klassenlose) Daten-
punkte eine Klasse bestimmt werden. Der Zusammenhang zu stochastischen Tverberg-
Aussagen ergibt sich wie folgt. Wir teilen die n vorliegenden Datenpunkte auf m ihren
Klassen entsprechende Teilmengen Si,...,S,, auf. Falls es sich bei Sy,...,S,, um eine
m-Tverberg-Zerlegung von S handelt, finden wir optimale Koeffizienten der logistischen
Regression. Details und die Antwort auf die Frage, was ,optimale* Koeffizienten sind,
erkldren wir in Abschnitt 4.3. Stochastische Tverberg-Aussagen konnen nun helfen, um



beispielsweise zu kliren, wie grof n (die Anzahl der vorliegenden Datenpunkte) sein muss,
um das Klassifizierungsproblem mithilfe der logistischen Regression l6sen zu koénnen.

1.3 Gliederung

Wir definieren die fiir diese Arbeit wichtigen Begriffe in Abschnitt 2. Dieser Abschnitt
fiihrt auch die zwei Modelle zur zufilligen Erzeugung von n-elementigen Mengen im R?
ein, enthélt deterministische Tverberg-Aussagen und erklért fiir die Beweise der stochas-
tischen Aussagen wichtige Sdtze. Abschnitt 3 enthélt alle stochastischen Tverberg-Sétze.
Wir konzentrieren uns in Abschnitt 3.2 auf das erste Modell zur zufélligen Erzeugung von
n-elementigen Mengen und wir konzentrieren uns in Abschnitt 3.3 auf das zweite Mo-
dell. Abschnitt 3.1 fiihrt stochastische Tverberg-Aussagen auf, welche in der Literatur
bekannt sind und nicht in [10] bewiesen werden. Abschnitt 4 zeigt drei Anwendungsbei-
spiele der stochastischen Tverberg-Sitze. Unter anderem kommen wir in Abschnitt 4.3
auf die bereits erwdhnte logistische Regression zuriick.



2 Notation, Definitionen, Hintergrund

Wir fiithren in diesem Abschnitt die im Rest der Arbeit verwendete Notation ein, definie-
ren Begriffe wie die Tverberg-Zerlegung und diskutieren die deterministischen Tverberg-
Aussagen, welche die in Abschnitt 3 vorgestellten stochastischen Tverberg-Aussagen mo-
tivieren. Um stochastische Tverberg-Aussagen zu treffen, greifen wir auf zwei Modelle zur
Erzeugung zufilliger Punktmengen zuriick, welche das Thema von Abschnitt 2.4 sind.
Wir schlieffen Abschnitt 2 mit einer Auflistung von Aussagen, die fiir Beweise im Rest
der Arbeit eine Rolle spielen.

2.1 Notation

Wir schreiben abkiirzend [m] = {1,...,m} fiir m € N. Wir sagen bei einer Folge (X, )nen
von Ereignissen, dass diese mit hoher Wahrscheinlichkeit eintreten, falls lim,,_,o, P(X,,) =
1 erfiillt ist. Im Speziellen finden wir dann zu jedem € > 0 ein N € N, sodass P(X,,) > 1—¢

fir alle n > N erfiillt ist. Auferdem schreiben wir f(x) > g(x) fiir zwei Funktionen f

und g, falls limg, % > 1 erfiillt ist.

2.2 Farbige Punktmenge, Tverberg-Zerlegung, Tverberg-Punkt

Zu einer gegebenen nichtleere Menge S C R? bezeichnet

l
=1

deren affine Hille [16]. Weiter bezeichnet

!
conv(S) = {Z i

i=1

l
miES,ZEN,Z)\izl} (2.1)
i=1

l
mieS,leN,Z)\izl,)\izo} (2.2)
=1

die konveze Hiille |1]|. Die konvexe Hiille einer endlichen Menge ist kompakt [16] und auch
als beschranktes Polyeder bekannt [5]. Wir kommen auf diese Tatsachen in zwei Beweisen
zuriick. Zuletzt definieren wir noch die Dimension einer konvexen Menge C C R? als
dim(C) = dim(aff(C)).

Mit diesen Definition kénnen wir die Tverberg-Zerlegung (siehe Definition 2.2) defi-
nieren. Zuvor fithren wir noch den Begriff farbige Punktmenge ein. Da es anschaulich ist,
sprechen wir im weiteren Verlauf von Farben. Eine Alternative wére, nicht von Farben,
sondern von Klassen oder von Kategorien zu sprechen.

Definition 2.1. Wir bezeichnen eine Teilmenge X x Y wvon R? x [m] als m-farbige
Punktmenge in R%. Jedes Element (x,y) € X x Y ist ein Punkt € R? zusammen mit
einer Farbe y € [m]. Wir sprechen auch von einem y-eingefirbten Punkt x. Je nach
Kontext wird abkiirzend schon X als m-farbige Punktmenge in R% bezeichnet.



Wir sind in dieser Arbeit daran interessiert, Aussagen dariiber zu treffen, ob ei-
ne gegebene farbige Punktmenge eine Tverberg-Zerlegung (gegebenenfalls mit Toleranz)
darstellt. Wir nennen Sy, ...,S,, eine Zerlegung der Menge S C RY in m Teilmengen,
falls alle Teilmengen nichtleer und paarweise disjunkt sind und S = Uie[m] S; gilt.

Definition 2.2 (Tverberg-Zerlegung mit Toleranz, Definition 2.2). Es sei eine Menge
S C R? gegeben. Eine m-Tverberg-Zerlegung von S mit Toleranz t ist eine Zerlegung von
S in m Teilmengen Si,...,Sp, sodass fir alle C C S mit |C| < t gilt:

ﬂ conv(S; \ C) # 0. (2.3)

1€[m]

Wir sagen in diesem Fall auch ,,S ist Tverberg mit Toleranz t“. Wir nennen jedes x €
mie[m} conv(S;) einen Tverberg-Punkt.

Eine 2-Tverberg-Zerlegung (m = 2) ist auch unter dem Namen Radon-Zerlequng be-
kannt. Wir konnen uns vorstellen, dass in Definition 2.2 den Punkten der Menge S; die
Farbe i zugeordnet wird, i € [m]. Es geht also anschaulich bei einer m-Tverberg-Zerlegung
(mit Toleranz t = 0) darum, eine gegebene Punktmenge derart in eine m-farbige Punkt-
menge einzufirben, dass sich die konvexen Hiillen aller Farben schneiden. Im Fall einer ¢-
toleranten m-Tverberg-Zerlegung kénnen ¢ beliebige Punkte entfernt werden, ohne dass
die Tverberg-FEigenschaft verloren geht.

2.3 Deterministische Tverberg-Séitze

Die hier vorgestellten deterministischen Tverberg-Séatze bestimmen, wie viele Elemente
eine gegebene Menge S C R? enthalten muss, damit eine Tverberg-Zerlegung (gegebe-
nenfalls mit Toleranz) existiert. Der zweifarbige (m = 2) Fall ist in einem Lemma von
Radon behandelt worden [14]. Der allgemeine Fall (m € N) mit Toleranz ¢ = 0 ist als
Satz von Tverberg bekannt.

Satz 2.3 (Tverberg). Jede Menge S mit mindestens (d 4 1)(m — 1) + 1 Punkten in RY
hat mindestens eine m-Tverberg-Zerlequnyg.

Es gibt mittlerweile mehrere Beweise dieses Satzes. Zwei davon sind vom Namensge-
ber selbst: einer wurde 1966 verdffentlicht [22] und ein weiterer 1981 [23]. Zudem gibt
es einen Beweis, der 1993 aus der Zusammenarbeit von Tverberg und Vrecica hervor-
gegangen ist [24]. Des Weiteren gibt es Beweise von Sarkaria [18] und Zvagel’skii [26].
Wir présentieren einen Beweis von Roudneff [17], der auch in [3] gezeigt wird. In [3] gibt
es aukerdem diesen historischen Uberblick und weiteren Kontext zu deterministischen
Tverberg-Aussagen.

Bemerkung 2.4. Im Beweis von Satz 2.3 wird das relative Innere einer Menge benutzt.
Fiir eine konvezen Menge C € R? ist dieses definiert als [5]

relint(C) = {x € C | es gibt ein r > 0 mit B.(x) Naff(C) C C}, (2.4)



wobei By(x) die Kugel um x mit Radius v bezeichnet. Auferdem wird dim()) = —1
gesetzt und die fiir m Unterrdume Uy, Us, ..., U, des R? geltende Ungleichung

codim ﬂ Ui | < Z codim (U;) = md — Z dim(U;) (2.5)
i€[m)

1€[m) 1€[m]

(siehe beispielsweise [16]) verwendet. Hier ist codim(U;) = d — dim(U;) die Kodimension
von U;. Es wird auflerdem im Beweis angenommen, dass sich die Punkte in S in einer
ausreichend allgemeinen Lage befinden, womit beispielsweise keine k < d + 1 Punkte in
einem (k — 2)-dimensionalen affinen Unterraum liegen [11].

Zuletzt benotigen wir fiir den Beweis von Satz 2.3 (und auch fiir den von Lemma 2.9)
noch folgende Uberlegung.

Bemerkung 2.5. Es sei S eine endliche Menge in R? und z € RY. Wir definieren den

Abstand von z zu conv(S) als

dist(z,conv(S)) = min |z —y]. (2.6)
yEconv(S)

Da S endlich ist, gibt es ein eindeutiges y € conv(S) mit dist(z, conv(S)) = ||z — y|,
ein y also, das z am ndchsten ist [5]. Fir z ¢ conv(S) liegt dieses y auf dem Rand
von conv(é) und damit in einer echten Seitenfliche des Polyeders, weshalb es mit dem
Satz von Carathéodory (siehe beispielsweise [1]) eine Teilmenge S’ € S mit |S'| < d gibt,

sodass y € relint(conv(S’)) gilt.

Beweis von Satz 2.5. Fiir eine beliebige Zerlegung P = {S;}icjmm) von S mit |S;| <d +1
definieren wir eine Abstandsfunktion f tiber

f(z,P) = Z dist?(z, conv(S;)), (2.7)

i€[m]

wobei dist wie in Bemerkung 2.5 definiert ist. Falls es eine Zerlegung P und ein « € R?
mit f(x,P) = 0 gibt, gilt € conv(S;) fiir jedes i € [m]. Demnach ist « ein Tverberg-
Punkt und P also eine Tverberg-Zerlegung. Wir wollen deshalb im Folgenden die Existenz
einer Zerlegung P mit ming cga f(x, P) = 0 zeigen.

Die Distanz dist ist beziiglich des ersten Arguments konvex (siehe beispielsweise [5])
und es gilt lim)z) o0 dist(z, conv(S;)) = oo fiir jedes i € [m]. Aus diesem Grund ist
auch f beziiglich des ersten Arguments konvex und nimmt bei festem P ein Minimum
an, vergleiche beispielsweise [1]. Es bezeichne ab jetzt P die Partition, die zum kleinsten
Minimum g = mingcga f(2, P) von f fiithrt.

Nach der Uberlegung unter (2.7) ist 1 = 0 zu zeigen. Der Rest des Beweises beschiftigt
sich deswegen damit, die Annahme p > 0 zu einem Widerspruch zu fithren. Es sei z € R?
so, dass f(z,P) = u > 0 gilt. Fir jedes ¢ € [m] gibt es genau ein y; € conv(S;) mit
dist(z, conv(S;)) = |z — y| (siche Bemerkung 2.5). Es nimmt nun g : @ — >, [[@ —

i€lm



yi||? bei z ein Minimum an. Da g bei z minimal ist, verschwindet dort der Gradient:
2 Zie[m] (z — y;) = 0. Beachte, die Summe {iber alle z — y; verschwindet zwar, aber es
gibt mindestens ein j € [m] mit z # y;, da wir x> 0 annehmen.

Fiir jedes i € [m] definieren wir ); als die kleinste Teilmenge von §;, sodass noch
y; € relint(conv(Y;)) erfiillt ist. Dann gilt ;¢ aff(Vi) = 0. Denn, falls es ein v €
ﬂie[m} aff();) gibt, finden wir wie folgt einen Widerspruch. Fiir jedes y; mit z = y; gilt
offenbar (z—v)T(2—y;) = 0. Wir erkléren unten noch, weshalb fiir jedes y; mit z # y; die
Ungleichung (z —v)T (2 —y;) > 0 gilt. Es folgt dann insgesamt Dicpm)(Z— v)T(z—y;) =
(z _”)T(Zie[m} (z—wy;)) > 0, was aber wegen des verschwindenden Gradienten nicht sein
kann. Zur Erklirung der Ungleichung: Es bezeichne g; den Punkt in aff());), welcher z am
néchsten ist. Dann ist y; —z orthogonal zu aff();). Wegen conv();) C aff();) gilt y; = v,
falls y; € conv();). Falls jedoch y; ¢ conv(};) gilt, muss y; der Punkt in conv(};) sein,
der y; am néchsten ist. Damit wére y; aber nicht mehr in relint(conv(}};)), sondern auf
dem Rand von conv();). Es ist also y; — z orthogonal zu aff(});). Weil v € aff();) und
y; € aff(;) gelten, folgt nun (z — v)T(z — ;) > 0.

Aus (2.5) folgt dank der leeren Schnittmenge (¢, aff (;) die Ungleichung d +1 <
md — 3¢y dim(aff(Y3)). Aus der Minimalitdt von ); und der allgemeinen Lage der
Punkte in S folgt dim(aff(Y;)) = |Vi| — 1 und damit d+1 < md — 3, (IVi] = 1),
weshalb schliefslich

S Vil <md+m—(d+1)=(d+1)(m—1) (2.8)

1€[m)]
erfiillt ist. Wegen |S| > (d+1)(m — 1) gibt es ein @ € S mit x ¢ Y; fiir jedes i € [m]. Es
muss

(- y) (2 —y;) <0 2.9)

fir jedes i € [m] gelten. Denn, falls fiir ein j € [m] mit z # y; die Ungleichung
(x —y;)T(z —y;) > 0 gilt, kdnnen wir u wie folgt verkleinern (und das ist dann ein Wi-
derspruch zur Definition von p als kleinstes Minimum). Wir betrachten Az + (1 —\)y; €
conv(Y; U{z}) fiir A €]0, 1] und berechnen

Iz = Az — (1= Ny;|* = Iz — y; — Mz —y))|? (2.10)

=z —yl? = A (2(z —y)) (& —y;) = Az —y;l*) . (2.11)
Fiir A klein genug wird der Subtrahend der letzten Gleichung positiv, sodass Ax+(1—\)y;

niher an z ist als y;. Das Widerspricht aber der Optimalitét von p. Wir haben also (2.9)
und beobachten deswegen

0> Z(ax—yi)T(z—yi): Z (x—z+z—w)" (z—w) (2.12)

i€[m] i€[m]

EPILE B DTCTAY I oL T (213)
1€[m]

1€[m]

=0+ > lz—wl*>=p>0. (2.14)

1€[m]
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Wegen dieses Widerspruchs muss g = 0 gelten. Von (2.13) auf (2.14) haben wir wieder
ausgenutzt, dass der Gradient von g bei z verschwindet. ]

Es gibt Mengen mit (d + 1)(m — 1) Punkten, fiir die keine m-Tverberg-Zerlegung
existiert [22]. In diesem Sinne ist die Anzahl der Punkte in Satz 2.3 optimal. Eine Ver-
allgemeinerung auf Tverberg-Zerlegungen mit Toleranz ¢ > 0 lautet wie folgt [21]:

Satz 2.6 (Soberon, Strausz). Jede Menge S = {x;} jc|,,) mit mindestens n = (t+1)(m —
1)(d + 1) + 1 Punkten in R? hat mindestens eine m-Tverberg-Zerlegung mit Toleranz t.

Bemerkung 2.7. Wir verwenden im Beweis das fiir zwei Vektoren b € R und u =
(u1,uz, ..., um_1)" € R als

uRb= (Ule, ’I,LQbT, o ,Umfle)T c R(m_l)(d+l) (215)

definierte Kronecker-Produkt der beiden Vektoren, siehe beispielsweise [16].

Weiter machen wir fir den Beweis noch folgende Beobachtung: Falls fur Vektoren
w® M ) e Rl Koeffizienten ag,oq,...,am—1 € R mit Y ", Loju® =
0 € R™! existieren, gilt auch

—1 m—1

Q; ( ) (Z o, bT Z U e ,Tf aiug)le>T (2.16)

((Zaz >bT (ZO@W) . (ii_;aiugJ )

3

ﬂ.
o

17)
18)

N N
o ™ —

Wir beweisen Satz 2.6 mit Hilfe des nachfolgenden Lemma 2.9. Dieses wiederum baut
auf [2, Theorem 2.1] auf:

Satz 2.8. FEs seien V1, Vs, ..., Vpy1 Teilmengen des RP und a € ﬂiE[p-‘rl] conv(V;). Dann
ezistieren Vektoren v; € V;,i € [p+ 1], sodass a € conv({v1,va,...,vp41}) erfillt ist.

Wir fithren noch eine Sprechweise ein: Eine Menge C C R? erfasst den Ursprung
0 € R? mit Toleranz t, falls 0 € conv(C \ C) fiir jedes C' € C mit |C'| < t erfiillt
ist. Damit formulieren wir das nachfolgende Lemma, das wir im Beweis von Satz 2.6
anwenden. Es handelt sich dabei um [21, Lemma 1].

Lemma 2.9. Es seien p > 1 und t > 0 ganze Zahlen und es sei So = {a;}icn) C RP
eine Menge mit n = p(t+ 1)+ 1 Punkten. Es sei weiter G eine Gruppe mit |G| < p. Falls
es eine Wirkung von G auf einer Menge S’ C RP gibt, welche mit Sy C S’ kompatibel
ist, gibt es fiir jedes a; € Sp ein g; € G, sodass {gia;}icn) den Ursprung mit Toleranz t
erfasst. Dabei ist G mit Sy kompatibel, falls die folgenden zwei Punkte erfillt sind:

1. Fiir jedes a € Sy erfasst Ga den Ursprung.

11



2. Falls A C S8’ den Ursprung erfasst, erfasst gA den Ursprung fiir jedes g € G.

Beweis nach [21]. Es handelt sich um einen Induktionsbeweis. Die Induktionsvorausset-
zung fiir t = 0 folgt aus Satz 2.8: Fiir ¢ = 0 haben wir mit Ga;, i € [n], genau n = p + 1
Teilmengen des R? sowie 0 € (;¢p,11) conv(Ga;), womit Satz 2.8 die gewlinschte Aussage
impliziert.

Es sei jetzt ¢ € N und das Lemma sei zwar fiir ¢ — 1 erfiillt, fiir ¢ aber nicht mehr.
Wir wollen in dieser Situation einen Widerspruch herleiten, sodass das Lemma also fiir ¢
erfiillt sein muss, wenn es fiir ¢ — 1 schon erfillt ist.

Es seien ¢1,¢9,...,g9, die r < p Elemente der Gruppe G. Fiir einen Vektor a =
(91,92, - - -, gn) mit Elementen in G schreiben wir o - Sy = {gi@;}ic[n)- Nach Annahme
gibt es fiir beliebiges a eine t-elementige Teilmenge C C (a - Sp) mit der Eigenschaft,
dass (a - Sp) \ C den Ursprung 0 € RP nicht erfasst: 0 ¢ conv((a - Sp) \ C). Fiir jedes o
definieren wir nun (siehe auch Bemerkung 2.5):

Pla) = J‘fglzg dist (0, conv((a - Sp) \ C)) . (2.19)

Nach Annahme ist P(a) > 0 fiir jedes a erfiillt. Da es nur endlich viele verschiedene o
gibt, gilt P(a) > 0 auch fir einen Minimierer g von P.

Es sei nun o ein Minimierer von P und Cy C (e - Sp) eine zugehdrige t-elementige
Menge mit P(ayp) = dist (0, conv((ayg - Sp) \ Co))- Es sei py € conv((a - Sp) \ Co) ein
Punkt, der 0 am néchsten ist. Mit Bemerkung 2.5 gibt es eine Teilmenge A C conv((ap -
So) \ Co) aus hochstens p Punkten, sodass pg € relint(.A) erfiillt ist. Wir schreiben B =
(ao-Sp) \ A und wihlen eine Hyperebene, die A auf einer Seite enthélt, aber 0 im offenen
Halbraum h~ auf der anderen Seite enthélt.

Die Gruppe G ist mit B kompatibel: Punkt 2 ist unveréndert erfiillt und Punkt 1 gilt,
weil jedes b € B ein Element der Form b = ga mit g € G und a € Sy ist, sodass wegen
Gg = G weiterhin Gb den Ursprung erfasst. Die Menge B hat aufserdem mindestens
n —p = pt + 1 Elemente. Wir kénnen also das Lemma anwenden (wir sind hier im
Fall t — 1 und nutzen die Induktionsvoraussetzung) und finden einen Vektor 8 mit |B|
Elementen in G, sodass 3-B den Ursprung mit Toleranz t—1 erfasst. Da Gb den Ursprung
fiir jedes b € B erfasst, gibt es zu jedem b € B ein g; mit g;b € h~. Wir ordnen nun jedes
b einem g; so zu, dass g;b € h™ gilt. Da es r < p Gruppenelemente g; gibt, teilen wir
hier die mindestens pt 4+ 1 Elemente aus B auf die r < p Gruppenelemente auf. Es folgt
nun, dass es ein Gruppenelement gibt, dem mindestens ¢t + 1 Elemente aus B zugeordnet
werden. Deshalb finden wir ein g € G, sodass mindestens ¢ + 1 Punkte aus (¢g3) - B in
h~ liegen.

Es sei nun a7 € G™ der Vektor, der entsteht, indem jene Elemente in oy € G, die
zur Menge B gehoren, durch die Elemente g3 ersetzt werden. Das fithrt nun wie folgt
zum Widerspruch P(e1) < P(aw). Es sei C' C (g - Sp) eine t-elementige Menge. Falls
darin hochstens t — 1 Elemente aus (¢g3) - B enthalten sind, erfasst (a1 - Sp) \ €’ den
Ursprung (weil (¢g8) - B schon den Ursprung erfasst und zwar mit Toleranz ¢t — 1) und
wir haben P(a;) = 0 < P(ayg). Andernfalls gilt C" C ((¢98) - B). Es gelten |C’| < ¢ und
|h= N ((gB) - B)] > t + 1, weshalb es einen Punkt « € h™ N ((98) - B) gibt, der nicht
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in C’ enthalten ist. Dann ist aber conv(A U {z}) nidher am Ursprung als conv(.A), also

P(al) < P(ao) ]
Beweis von Satz 2.6 nach [21]. Es seien ug,uq, ..., u,_1 die Ecken des um 0 € R™~!
zentrierten Einheitssimplex in R™~!. Da alle Ecken gleich weit voneinander entfernt sind,
gilt Z;l_ol a;u; = 0 genau dann, wenn ag = a1 = - -+ = Q1. Wir erweitern jeden Punkt

x; € S iiber b; = (az;F, DT € R¥*! zu einem (d + 1)-dimensionalen Vektor, j € [n].

Das prinzipielle Vorgehen im Beweis ist nun das folgende. Wir definieren zwei Men-
gen Sy, S’ und eine Gruppenwirkung G und zeigen, dass diese die Bedingungen von
Lemma 2.9 erfiillen. Durch Anwendung von Lemma 2.9 finden wir dann eine Zerlegung
von § in m Teilmengen, fiir welche wir schlieklich zeigen, dass es sich um die gesuchte
t-tolerante m-Tverberg-Zerlegung handelt.

Die zwei Mengen sind:

S ={u;®b;|i=0,1,....m—1,j € [n]} CR? (2.20)
So = {uo® bj}je[n] C RP (2.21)

mit p = (m — 1)(d + 1). Es gilt dann |So| = n = p(t + 1) + 1 wie es in Lemma 2.9
vorausgesetzt wird. Wir schreiben Z,, fiir den Restklassenring modulo m und definieren
eine Gruppenwirkung {iber

Loy, X S — 8,7 (g>ui ® b]) = g(ui ® b]) = U(j+g) mod m ® bj‘ (222)

Die Vektoren wg, w1, ..., u,,_1 erfassen den Ursprung 0 € R™~!. Deshalb erfassen
auch die Vektoren Z,,a den Ursprung 0 € RP fiir beliebiges a € Sy (siche auch Bemer-
kung 2.7). Damit ist Punkt 1 von Lemma 2.9 erfiillt.

Es sei A C & eine Teilmenge, die 0 € R? erfasst. Da alle Vektoren wg, w1, ..., Up_1
gleich weit voneinander entfernt und um 0 zentriert sind, fiihren jene Koeffizienten, die zu
einer Darstellung von 0 € RP als Konvexkombination der Elemente in A fiihren, zu einer
Darstellung von 0 € RP als Konvexkombination der Elemente in g.A fiir ein beliebiges
g € Zy,. Damit ist auch Punkt 2 von Lemma 2.9 erfiillt.

Wir konnen also Lemma 2.9 anwenden und erhalten g1,99,...,9n € Zp,, sodass
{gj(uo ® bj)}jen den Ursprung mit Toleranz ¢ erfasst. Wir zeigen im Rest des Be-
weises, dass die Mengen S; = {x; € S | g; = i}, i € {0,1,...,m — 1}, die gesuchte
t-tolerante m-Tverberg-Zerlegung bilden. Dafiir seien H; = {j | g; = i} die Indizes der
Mengen S; und es sei C C [n] eine beliebige t-elementige Menge. Wir betrachten die
Mengen S/ = {z; | j € H; \ C} und wollen (/"' conv(S!) # 0 zeigen.

Wegen der t-Toleranz in Lemma 2.9 erfasst die Menge {uy, ® b; | j € [n] \ C} den
Ursprung und es gibt also eine Konvexkombination der Elemente, sodass

> aj(ug ®b;) =0 (2.23)
jemm\e

gilt. Wegen der Definition b; = (a:;f, 1)T lesen wir aus (2.23)

D ajug, =0 (2.24)

JEM\C
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ab. Wir haben also eine Konvexkombination des Ursprungs in R™~! vorliegen. Mit dem
Kommentar im ersten Absatz dieses Beweises schlieften wir auf

Z Q= Z Qj == Z Otj:T>0. (2.25)

JEHO\C JjeEMHI\C JEHm-1\C

Wegen der Definition b; = (zT, 1) lesen wir aus (2.23) auferdem fiir jedes1 <r <d
g J 7

Z aj(x;)rug, =0 (2.26)

j€ln\C

ab, wobei mit dem Index r das rte Element eines Vektors ausgewdhlt wird. Analog folgt

jetzt
dSToaj@)e= Y ajlm)e=-= Y aj(@). (2.27)

Jje€Ho\C JjeHI\C JE€EHm—-1\C

Wir konnen also fiir jedes j € [n] die Koeffizienten 8; = 3 definieren, fiir welche einerseits
ZjeHi\C Bj =1 fiir jedes i € {0,1,...,m — 1} und andererseits

Z Bjiltj = Z szcj == Z ,ijj = :i‘ (2.28)

JEHO\C JEH1\C JE€EHm-1\C

erfiillt ist. Damit ist & ein Tverberg-Punkt: Z € (/' conv(S}). Der Schnitt der konvexen
Hiillen ist also nichtleer. O

Es handelt sich hier um deterministische Aussagen, die jedoch nicht erkléren, wie eine
gegebene Menge S entsprechend eingefarbt werden kann, um eine m-Tverberg-Zerlegung
zu erhalten. In dieser Arbeit betrachten wir zwei Modelle zur zufilligen Erzeugung von
m-farbigen Punktmengen und erhalten Aussagen iiber die Wahrscheinlichkeit, dass es
sich bei diesen zufillig generierten Mengen um m-Tverberg-Zerlegungen handelt.

2.4 Zwei Modelle zufilliger Punktmengen

Wir fiihren zwei Modelle zur Erzeugung zufilliger Punktmengen, die in m Farben ein-
gefarbt werden, ein. In beiden Modellen werden alle Punkte gemé&fs einer stetigen Wahr-
scheinlichkeitsverteilung erzeugt. Im ersten Modell wird garantiert, dass es gleich viele
Punkte jeder Farbe gibt:

Definition 2.10 (Modell der zufalligen Gleichverteilung, random equipartition model).
Es seien m,n € N und D eine stetige Wahrscheinlichkeitsverteilung auf R?. Dann be-
zeichnet £y, . p eine Menge bestehend aus mn Punkten, die in m Farben mit jeweils genau
n Punkten eingefdarbt sind und die unabhdngig voneinander gemafi D realisiert wurden.

Im zweiten Modell wird jeder Punkt mit der gleichen Wahrscheinlichkeit 1/m einer der
m Farben zugeordnet:
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Definition 2.11 (Modell der zufilligen Zuordnung, random allocation model). Es sei-
en m,k € N und D eine stetige Wahrscheinlichkeitsverteilung auf R?. Dann bezeich-
net Ry, k,p eine Menge bestehend aus k Punkten mit der Eigenschaft, dass jeder Punkt
unabhangig gemdf D realisiert und mit Wahrscheinlichkeit 1/m in eine von m Farben
eingefarbt wurde.

Fiir beide Modelle stellen wir in Abschnitt 3 Aussagen iiber die Wahrscheinlichkeit,
dass es sich bei einer gemaifs einem der beiden Modelle zuféllig realisierten Mengen um eine
m-Tverberg-Zerlegung (gegebenenfalls mit Toleranz) handelt, vor. Genauer stellen wir
untere und obere Schranken an Wahrscheinlichkeiten der Form P (&, p ist Tverberg)
oder P (R, i,p ist Tverberg) vor.

Wir kénnen das Modell R, . p mit dem Modell &,,,, p in Verbindung bringen, in-
dem wir im Modell R,, 1. p so viele Punkte erzeugen, dass es mindestens n Punkte jeder
Farbe gibt. Wenn wir die Wahrscheinlichkeit fiir dieses Ereignis kennen und die Wahr-
scheinlichkeit, dass &, ,,p Tverberg ist, erhalten wir damit eine untere Schranke an die
Wahrscheinlichkeit, dass R, k. p Tverberg ist:

Beobachtung 2.12 (Observation 2.3). Es seien k,m,n € N und D eine stetige Wahr-
scheinlichkeitsverteilung auf R®. Es sei R ie,p €ine zufillige Zuordnung (Definition 2.11)
von k Punkten in m Farben. Weiter sei &y, p eine zufillige Gleichverteilung (Defini-
tion 2.10) von nm Punkten in m Farben. Wir schreiben P fir die Wahrscheinlichkeit,
dass Ry, ,p mindestens n Punkte jeder Farbe hat. Dann gilt

P(Rp k. p ist Tverberg mit Toleranz t) > P -P(Ep, p p ist Tverberg mit Toleranz t).

In manchen Beweisen schétzen wir zunéchst die Wahrscheinlichkeit, dass &, ,,.p Tver-
berg ist, ab und nutzen dann Beobachtung 2.12, um eine Aussagen iiber die Wahrschein-
lichkeit, dass Ry, x,p Tverberg ist, zu treffen.

2.5 Fiir Beweise wichtige Aussagen

Wir fithren zum Abschluss von Abschnitt 2 Aussagen auf, die jeweils in mindestens einem
der nachfolgend dargestellten Beweisen eine Rolle spielen.

In einem Beweis stellt sich die Frage, wie wahrscheinlich es ist, dass der Ursprung
in der konvexen Hiille von n zufillig auf einer Kugeloberfliche verteilten Punkten liegt.
Satz 2.13 gibt eine Wahrscheinlichkeit an, dass das nicht passiert.

Satz 2.13 (Wendel). Es werden n Punkte im R gemdf Gleichverteilung auf der Ober-
flache einer d-dimensionalen Kugel um den Ursprung verteilt. Die Wahrscheinlichkeit,
dass alle n Punkte auf einer Halbkugel liegen, ist

d—1 n—1
pd,n=2‘”“§ ( i ) (2.29)
k=0

Beweis nach [25]. Tm Fall d = 1 gilt
pra=2""" (2.30)
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was einerseits der Wahrscheinlichkeit entspricht, bei n Wiirfen einer fairen Miinze stets
Kopf oder stets Zahl zu beobachten, und andererseits wegen (”51) = 1 die rechte Seite
von (2.29) fiir d = 1 ist. Damit ist (2.29) fiir d = 1 bestétigt.

Fiir d > 1 betrachten wir zunéchst den Fall d > n, wo

Pdn = 1 (231)

erfiillt ist. Hierfiir nutzen wir in (2.29) die Gleichung

S (” . 1> — gn-1 (2.32)

k=0

n—1

(siehe beispielsweise [19]) und (",") = 0 fiir k¥ > n — 1. Um zu sehen, wieso die Wahr-
scheinlichkeit 1 ist, seien @1, ..., z, € R? die n < d zufilligen Punkte. Wegen der Gleich-
verteilung sind diese mit Wahrscheinlichkeit 1 linear unabhéngig. Wir betrachten dann
y= Zie[n] x; und erhalten einen Vektor, der yTa; > 0 fiir alle i € [n] erfiillt, sodass alle
x; mit Wahrscheinlichkeit 1 auf einer Halbkugel liegen.

Im Folgenden soll noch

1
Pdn = 5 (pd,n—l +pd—l,n—1) (233)

fir d > 1, n > 2 und d < n gezeigt werden. Da die Formel (2.29) die Beziehung (2.33)
erfiillt (wie wir in der néchsten Gleichungskette nachrechnen), ist der Beweis dann abge-
schlossen. Es gilt, wenn wir mit (2.29) in (2.33) einsetzen:

1

= (Pd;n—1 + Pd—1,n—1) (2.34)
2
d—1 (d—1)—1
1 (n—1)—1 i (n—1)—1
_ (n—1)+1 (n—1)+1
=352 ) ( " >+2 AR ( N (2.35)
k=0 k=0

) E ()
_ 1< 2> ! <Z:i)> (2.37)
- () 2 () 60) (20

—n+1 n—1 = n—1 —n+1 = n—1
—9 0 )t B =2 ) = Pdn (2.39)
k=1 k=0
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Hier haben wir 5 ) .
n — n — n —
)+ ) - () 240

ausgenutzt, siche beispielsweise [19].

Es seien x1,...,x, € R? die n zufillig verteilten Punkte und y € R¢ ein Vektor,
der zu keinem Punkt orthogonal ist. Wir betrachten den n-dimensionalen Vektor s, =
(sign(yTx1),sign(yTx2),...,sign(yTz,)) der Vorzeichen der Innenprodukte zwischen y
und allen Punkten ;. Es handelt sich bei s, dann um einen zufilligen Punkt in S =
{—1,+1}". Wir sagen ein bestimmtes s € S kommt vor, falls ein y mit s, = s existiert.
Wir schreiben Ag fiir dieses Ereignis und definieren I als die Indikatorfunktion, die den
Wert 1 annimmt, falls Ag eintritt, und die andernfalls den Wert 0 annimmt. Wir kénnen
allgemein den jten Eintrag von s éndern, indem wir ; durch —x; ersetzen. Da x; und
—x; mit gleicher Wahrscheinlichkeit auftreten, sind alle A, gleich wahrscheinlich. Mit
so = (1,1,...,1) kénnen wir pg,, = P(As,) schreiben (alle x; zeigen in Richtung y und
sind damit auf einer Halbkugel).

Wir kénnen nun iiber Qq, = > scs s zahlen, wie viele unterschiedliche s vorkommen
und davon den Erwartungswert bestimmen:

E(Qan) =Y E(Ls) = > P(As) = 2"pap. (241)
ses seS
Wir wollen im weiteren Verlauf zeigen, dass ()4, nicht von den 1,. .., x, abhéngt. Wir

nutzen im restlichen Beweis, dass wegen der Gleichverteilung jeweils d der n Punkte mit
Wahrscheinlichkeit 1 linear unabhéngig sind. Es sei h; die {iber x; als Normalenvektor
definierte Hyperebene. Das Hyperebenenarrangement zu allen n Vektoren zerlegt dann
R? in Q4,n zusammenhingende Bereiche. Es gibt 4, Bereiche, da jeder Vektor y in
einem fest gewéhlten Bereich zum gleichen s, fiihrt.

Es gilt jetzt die Anzahl der Bereiche zu z&hlen. Dafiir entfernen wir hypothetisch eine
beliebige Hyperebene, beispielsweise h,,. Die verbleibenden n—1 Hyperebenen fiithren per
Definition zu Qgq,—1 Bereichen. Es gibt dabei genau zwei Arten von Bereichen: (i) jene
QW Bereiche, durch welche zuvor h, verlief, und (ii) jene QU Bereiche, durch welche
hy, zuvor nicht verlief. Es gilt Qg -1 = QY 4+ Q. Fiigen wir die Hyperebene h,, wieder
hinzu, bleiben die Bereiche der Art (ii) unverédndert und die Bereiche der Art (i) werden
in zwei Bereiche aufgeteilt. Das fithrt zu Qq, = 2QW + Q). Wir schliefen insgesamt
auf

Q= Qan—1+ Q. (2.42)

Wir zeigen unten noch Q(i) = Qd—1,n—1- Wenn wir das in (2.42) einsetzen und anschlie-
fsend noch (2.41) beachten, erhalten wir

2npd,n = 2n_1pd,n—1 + 2n_1pd—1,n—1’ (243)
was dann (2.33) bestétigt und den Beweis abschliefst.

Zu QW: Fiir jedes j € [n — 1] handelt es sich bei h; N h, um eine Hyperebene
im (d — 1)-dimensionalen Raum h,,, sodass jeweils d — 1 der die Hyperbenen h; N h,
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definierenden Normalenvektoren linear unabhéngig sind. Wir sind also in einer dhnlichen
Situation wie zuvor — mit dem Unterschied, dass wir n — 1 Hyperebenen {h;N hn}je[n—l]
in der (d — 1)-dimensionalen Hyperebene h,, anstelle von n Hyperebenen {h;};c(, im
d-dimensionalen R betrachten. Die Anzahl der Bereiche in h,, ist daher Qd—1,n—1. Diese
Qd—1,n—1 Bereiche in h,, sind nun aber die Schnitte der QW Bereiche der Art (i) mit h,
und wir erhalten Q(i) = Qd—1,n—1- O

Korollar 2.14 (zu Satz 2.13). Die Wahrscheinlichkeit, dass n = 2d Punkte auf einer
Halbkugel liegen, ist

d—1
_ 2d -1 1
Paga =2 2" Z ( i > =5 (2.44)

k=0
Beweis. Unter Ausnutzung der Gleichung

<2dk_ 1) N (gﬁi k) (2.45)

(siehe beispielsweise [19]) stellen wir

2‘12‘:1 (2dk— 1> _ i1 <2d 1) +2d21 <2d— 1> .10

k=0 = =d

<2d_ 1) b @ﬁ;i k) (2.47)

(Qdk— 1) . Z <2d - 1) ) S <2d - 1> (248

k=0 k=

I I
M

&.??‘
= o

Il
(]

k=0

fest. Zusammen mit der bekannten Beziehung

2d—1
2d —1
> < d ) = 92d-1 (2.49)
k
k=0
(vergleiche (2.32)) schliefen wir nun auf (2.44). O

Wir betrachten in diesem Kontext dann das Ereignis, dass alle Punkte auf einer
Halbkugel liegen, als Misserfolg und wir betrachten das Gegenereignis als Erfolg. Falls
die Wahrscheinlichkeit, dass ein Erfolg eintritt, p ist und wir N unabhéngige Zufallsexpe-
rimente durchfiihren, kénnen wir mit der nachfolgenden Bemerkung 2.15 die Wahrschein-
lichkeit berechnen, dass mindestens oder hochstens k < N Erfolge beobachtet werden.

Bemerkung 2.15. Es seien Xi,..., XN unabhingige Zufallsvariablen, die jeweils mit
Wahrscheinlichkeit p € [0,1] den Wert 1 (,Erfolg®) und mit Wahrscheinlichkeit 1 —
den Wert 0 (,Misserfolg“) annehmen. Die Wahrscheinlichkeit, dass wir bei genau k 6
{0,1,..., N} dieser Zufallsvariablen den Wert 1 beobachten ist [19]

N
N _
P <;X :k> = <k>pk(1—p)N k. (2.50)
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Wir bendtigen aufserdem ein Hilfsmittel, um die Wahrscheinlichkeit abzuschitzen,
dass mehrere Ereignisse gleichzeitig eintreten. Zu diesem Zweck ist es vorteilhaft, die
Wahrscheinlichkeit abschétzen zu konnen, dass mindestens eines der Ereignisse eintritt:

Bemerkung 2.16 (union bound). Fs seien Ei,..., E,, Ereignisse, die mit den Wahr-
scheinlichkeiten P(E4), ..., P(Ey,) eintreten. Dann gilt [19]

Pl E| <D PE). (2.51)

1€[m] 1€[m]

Zuletzt zitieren wir noch das Gesetz der groften Zahlen, welches in manchen Beweisen
zum Einsatz kommt:

Bemerkung 2.17 (Gesetz der grofsen Zahlen, law of large numbers). Fir jedes N € N
seien X1,..., XN unabhdngige und identisch verteilte Zufallsvariablen, die jeweils den
Mittelwert p und die Varianz o haben. Dann gilt fir jedes beliebige € > 0 [19]

1 N
lim P(|—= X; —
i, <|NZ o
1=

< g) =1. (2.52)
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deterministische Version \ stochastische Version

Radon Satz 3.1

Tverberg Satz 3.4, Satz 3.5

Radon mit Toleranz Satz 3.7

Tverberg mit Toleranz Satz 3.2, Satz 3.6, Korollar 3.9

Tabelle 1: Uberblick iiber die Ergebnisse in Abschnitt 3.

3 Stochastische Radon- und Tverberg-Satze

Wir stellen in diesem Abschnitt stochastische Radon- und Tverberg-Sétze mit und ohne
Toleranz vor. Tabelle 1 verschafft einen Uberblick.

3.1 In der Literatur bekannte Aussagen

Die zwei folgenden Sitze stellen stochastische Radon- und Tverberg- Aussagen dar, wel-
che bereits in der Literatur bekannt sind. Satz 3.1 berechnet die Wahrscheinlichkeit, dass
eine zufillige Zuordnung (Definition 2.11) zu einer Radon-Zerlegung fiihrt, bemerkens-
werterweise exakt. Die weiteren Sdtze in Abschnitt 3 liefern untere oder obere Schranken
an entsprechende Wahrscheinlichkeiten. Die Quelle fiir Satz 3.1 ist [6].

Satz 3.1 (Cover). Fiir eine stetige Wahrscheinlichkeitsverteilung D auf R? gilt

d—
—1
P(Ran,p ist Radon) =1 — (n > (3.1)
k
Im Speziellen gilt
P (R2,24,p ist Radon) = 1/2. (3.2)

Auferdem gilt fir jedes € > 0 und jede Folge (D;)icn von stetigen Wahrscheinlichkeits-
verteilungen D; auf R':

z11)1[11 P (Rg (14¢)2i,D; 18t Radon) =1 (3.3)
und

lim P (R2 (1—¢)2i,D; 8t Radon) = 0. (3.4)

1—00

Beweis von Gleichung (3.2). Wir setzen n = 2d in (3.1) ein und erhalten

. 1 2d—1
P (R2,24,p ist Radon) =1 — 32d-T < i >, (3.5)
=0

was zusammen mit Korollar 2.14 zu (3.2) fiihrt. O
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Eine Verallgemeinerung dieses Ergebnisses ist der folgende Satz 3.2 aus [20]. Er ist hier
zunichst zur Vollstdndigkeit aufgelistet und begegnet uns beim Thema Separierbarkeit
(siehe Abschnitt 4.2) erneut. Wir diskutieren den Phaseniibergang, der in Satz 3.1 von
Gleichung (3.4) zu Gleichung (3.3) zu beobachten ist, in Abschnitt 3.2 nach Satz 3.4.

Satz 3.2 (Soberon). Es seien k,t,d,m € N und ¢ > 0. Eine zufillige Zuordnung (De-
finition 2.11) von k Punkten im R? in m Farben ist mit einer Wahrscheinlichkeit von
mindestens 1 — e eine Tverberg-Zerlegung mit Toleranz t, falls

t41 Sk/m—\/; [(d+ 1)(m — 1)k In(km) + k1n (iﬂ (3.6)

erfillt ist.

Bei den nachfolgend dargestellten Aussagen in Abschnitt 3.2 und in Abschnitt 3.3
handelt es sich um Radon- und Tverberg-Sétze, die erstmals in [10] bewiesen wurden.

3.2 Zufillige Gleichverteilung

Wir konzentrieren uns in diesem Abschnitt auf das Modell der zufilligen Gleichverteilung
(Definition 2.10). In Abschnitt 3.3 liegt der Fokus dann auf dem Modell der zufélligen Zu-
ordnung (Definition 2.11). Wir beginnen mit einer Abschétzung der Wahrscheinlichkeit,
dass im Modell der zufilligen Gleichverteilung (Definition 2.10) eine Tverberg-Zerlegung
(mit Toleranz ¢t = 0) entsteht. Im Beweis nutzen wir folgende Uberlegung:

Proposition 3.3. Es seien m,n € N und es sei D eine Wahrscheinlichkeitsverteilung
auf R, die um den Ursprung 0 € R? in dem Sinne ausgeglichen ist, dass jede Hyperebe-
ne durch 0 die Verteilung D in zwei Mengen gleichen Mafles aufteilt. Weiter bezeichne
Emm,D = Uie[m] Si = {zi }1 eine zufillige Gleichverteilung wie in Definition 2.10, wo-
bei S; = {@(;i1)ntj}j—1 die n Punkte der Farbe i € [m] enthalte und keiner der Punkte
gleich O sei. Es sei 0 <1 < Mg [|Tx||. Wir projizieren jeden Punkt x, k € [mn],
mittels &, = raxy/||xk| auf die Oberfliche der um O zentrierten d-dimensionalen Ku-
gel mit Radius r und schreiben gmmp = Uie[m] S = {Zr )y fir die Menge der so
entstehenden Punkte, wobei wieder S; nur Punkte der Farbe i € [m] enthalte. Dann gilt:

Der Ursprung 0 € R? ist genau dann ein Tverberg-Punkt von Emm,p, wenn 0 ein
Tverberg-Punkt von Ey, n.p ist.

Beweis. ,,=*: Wegen 0 € (¢}, conv(S;) finden wir Koeffizienten {Ag}repnn) mit 0 <
A < 1, k € [mn], und mit

0= Z Ai—Dntj®(i-1)nt; und Z Ai—Dntg =1 (3.7)
j€n] Jj€ln]

fiir jedes i € [m]. Wir definieren o = 3 ;e Ai—1)n+ 1% -1+l fiir ¢ € [m] und

N ||m(i—1)n+j||

Ali—D)n+j = Ai—1)n+j » (3-8)
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fir i € [m] und j € [n]. Dann gilt

Z‘ n )\(i—l)n+'||m(i—1)n+'” ||m i—1)n+j H
1= J€M] J J = Z /\(i—l)n+] ( ] Z A (i—1)n+j> 3 9)

0%}

Jj€n] Jj€ln]

wobei auferdem 0 < A\, < 1 fiir k € [mn)] erfiillt ist. Wir schreiben nun fiir i € [m)]

0= Z A=)+ (i—1)ntj (3.10)
J€ln]
”w(i—l)n—l— || r
- Z A=t r : ER AHm(i—l)nﬂ‘ (3.11)
JE€N] (i—1)n+j
Q; ‘|$(i—1)n+'|| -
- Z )‘(i—l)nﬂTjw(i—nnﬂ (3.12)
J€[n]
Qg N ~
- Z A=)+ T (i)t (3.13)
Jj€ln]

Nach einer Multiplikation mit - auf beiden Seiten schliefen wir auf 0 € (¢, conv(S ).
»<=*“ Die Argumentation Verlauft sehr &hnlich. Wegen 0 € ;¢ conV(S ) ﬁnden wir
Koeffizienten {S‘k}ke[mn} mit 0 < A, < 1, k € [mn], und mit

0= Z Ni—tyntj®(i—1yntj und Z Nictyntj =1 (3.14)
JEm] j€n]
fiir jedes ¢ € [m]. Wir definieren &; = >, Hiiz_l% fiir 7 € [m] und
i—1)n+j

5\(i—1)n+j

_Alizbnty (3.15)
1% (i 1)+ 51l G

Ai—1)n+j =

fir ¢ € [m] und j € [n]. Dann gilt

Z A(z )n+j
JE[n] Tl _ AM=Dntj

1 _ ”a:z 1)n+]” _ Z ||

J€[n]

= Ni—Dns (3.16)

(i— 1n+]H 7 jem]
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wobei auberdem 0 < Ay <1 fiir k € [mn] erfullt ist. Wir schreiben nun fiir i € [m)]

0= Ao Dt E(i-1yn+s (3.17)
j€ln]
5 r ||33(z‘—1)n+j|| -
jem] (i—1)n+j
- Ai—1)n+i
jeln) 1 DT T
=ra; Z Ai=1)n+5T(i—1)n+js (3.20)
j€n]
woraus wir letztlich auf 0 € (¢, conv(S;) schliefsen. O

Satz 3.4 (Theorem 3.2). Es seien m,n € N und es sei D eine Wahrscheinlichkeitsver-
teilung auf RY, die um einen Punkt p € R? in dem Sinne ausgeglichen ist, dass jede
Hyperebene durch p die Verteilung D in zwei Mengen gleichen Mafes aufteilt. Weiter
bezeichne &y, . p eine zufillige Gleichverteilung wie in Definition 2.10. Dann gelten

d-1 mn
1 -1
<1 T on-1 E , (n & )) < P(Emn,p ist Tverberg) (3.21)
k=0

und

P(En.p ist Tverberg) < (2(1— 27" — (1 — 27 thym)?, (3.22)
Beweis der unteren Schranke (3.21). Wir konnen p = 0 annehmen, da wir gegebenenfalls
eine Verschiebung aller Punkte um p durchfithren kénnen. Dann projizieren wir alle
Punkte wie in Proposition 3.3 beschrieben auf eine Kugeloberfliche. Wir zeigen (3.21),
indem wir die Wahrscheinlichkeit, dass der Ursprung 0 € R? ein Tverberg-Punkt ist
(siehe auch Proposition 3.3), nach unten abschétzen. Wir nehmen im Folgenden an, dass
keiner der zufillig gewdhlten Punkte in &, , p der Ursprung ist. Falls dem doch so ist,
verbessert dieser Punkt lediglich die Schranke.

Nachdem die Projektion durchgefiihrt wurde, konnen wir annehmen, dass alle Punkte
mit einer Gleichverteilung auf der Kugeloberfliche realisiert wurden (als Folgerung aus
der Ausgeglichenheit der Verteilung um 0). Der Ursprung ist ein Tverberg-Punkt, falls
die konvexe Hiille jeder Farbe den Ursprung enthilt. Falls alle Punkte einer Farbe auf
einer Halbkugel liegen, enthilt deren konvexe Hiille den Ursprung nicht. Wir wollen also,
dass die Punkte von keiner Farbe auf einer Halbkugel liegen. Die Wahrscheinlichkeit,
dass n Punkte auf einer Halbkugel liegen, ist nach Satz 2.13 durch

1 Sn—1
o1 E i (3.23)
k=0
gegeben. Wenn also die Punkte aller m Farben gleichzeitig jeweils nicht auf einer Halb-

kugel liegen sollen, ist die Wahrscheinlichkeit dafiir durch die linke Seite in (3.21) gege-
ben. 0
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Beweis der oberen Schranke (3.22). Im Folgenden spielen Miinzwurfwahrscheinlichkeiten
eine Rolle. Wir berechnen diese im Voraus, um dann darauf zuriickzugreifen. Es werfen
m Personen jeweils n faire Miinzen. Es sei K das Ereignis, dass mindestens eine Person
n-mal Kopf beobachtet und es sei Z das Ereignis, dass mindestens eine Person n-mal
Zahl beobachtet. Wir benotigen die Wahrscheinlichkeit, dass beide Ereignisse eintreten:

P(K N Z) = P(K) +P(Z) — P(K U Z) = P(K) + P(Z) — (1 _p ((K U Z)C)) . (3.24)

Die Wahrscheinlichkeit, dass bei n Miinzwiirfen n-mal Kopf beobachtet wird, ist 27", Die
Wahrscheinlichkeit, dass dies bei keiner der m Personen, die jeweils n Miinzen werfen,
passiert, ist dann (1 — 27™)™. Das Gegenereignis dazu ist K, weshalb

P(K)=1-(1-2"")" =P(Z) (3.25)

gilt. Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Person n-mal Kopf oder n-mal Zahl beobachtet,
ist 227" = 27"+l Die Wahrscheinlichkeit, dass dies bei keiner der m Personen, die
jeweils n Miinzen werfen, passiert, ist dann

P ((K U Z)E) = (12 ), (3.26)
Daraus folgt schlieflich nach Einsetzen:

PKNZ)=(1—-(1-2"")")+(1-(1-2"")")—(1—(1-2""hHm) (3.27)
=1-2(1—-2"")™ 4 (1-27"H)m, (3.28)

Nach dieser Voriiberlegung kommen wir zum Hauptbeweis. Wir nehmen wie zuvor
p = 0 an und konzentrieren uns zunéchst auf d = 1. Um eine obere Schranke fiir
P(Epmn,p ist Tverberg) zu finden, leiten wir eine untere Schranke an die Wahrscheinlich-
keit fiir das Gegenereignis her. Es sei also F das Freignis, dass sich nicht alle konvexen
Hiillen der Farben schneiden. Im eindimensionalen (d = 1) Fall tritt dieses Ereignis ge-
wiss ein, wenn alle Punkte mindestens einer Farbe negativ und gleichzeitig alle Punkte
mindestens einer Farbe positiv sind. Da der Ursprung D in zwei Mengen gleichen Mafes
einteilt, ist sowohl die Wahrscheinlichkeit einen negativen Punkt zu realisieren als auch
die Wahrscheinlichkeit einen positiven Punkt zu realisieren jeweils 1/2. Das Ereignis,
dass alle Punkte mindestens einer Farbe negativ und gleichzeitig alle Punkte mindestens
einer Farbe positiv sind, l&sst sich deshalb wie folgt formulieren: Wenn m Personen n
faire Miinzen werfen, soll mindestens eine Person n-mal Kopf beobachten (das Ereignis
K) und mindestens eine Person soll n-mal Zahl beobachten (das Ereignis Z). Es gilt nun

P(Epmn,p ist Tverberg) =1 -P(E) <1-P(KNZ) (3.29)
und mit (3.28) erhalten wir insgesamt
P(Epmn.p ist Tverberg) < 2(1 —27™)™ — (1 — 27" )™ (3.30)

womit der Fall d = 1 behandelt ist.
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Abbildung 1: Die untere (grau, Ungleichung (3.21)) und obere (schwarz, Unglei-
chung (3.22)) Schranke von Satz 3.4 ausgewertet fiir d = 100 bei m = 10 (gepunktet),
m = 100 (gestrichelt) und m = 1000 (durchgezogen) Farben.

Fiir d > 1 sei p;(z) die Projektion eines Punktes & € R? auf die ite Koordinatenachse
(i € [d]). Da allgemein die zur iten Achse orthogonale Hyperebene die Verteilung D in
zwei Mengen gleichen Mafses aufteilt (wegen der Annahme p = 0), liegt p;(x) jeweils mit
Wahrscheinlichkeit 1/2 auf der einen Seite der Hyperebene oder auf der anderen Seite.
Wir sind also wieder im Miinzwurffall angekommen und eine Tverberg-Zerlegung muss die
Eigenschaft haben, dass kein Farbpaar nach der Projektion auf die d Koordinatenachsen
durch den Ursprung getrennt wird. Diese d Ereignisse sind unabhéngig, weshalb wir
schlieklich die gewiinschte Schranke (3.22) erhalten. O

Wir werten die untere und obere Schranke von Satz 3.4 in Abbildung 1 fiir d = 100
Dimensionen bei unterschiedlicher Anzahl m an Farben aus. In diesem Beispiel liegen
die beiden Schranken fiir kleine n und fiir groke n jeweils nahe beieinander (mit Werten
nahe bei 0 beziehungsweise nahe bei 1). Bei einem passenden Verhéltnis von m und n
liegen demnach scharfe Schranken vor. Ein Vergleich der Kurven fiir unterschiedliche
Anzahl m an Farben fiihrt zu der interessanten Beobachtung, dass die Anzahl n der
Punkte pro Farbe nicht um den gleichen Faktor wie m erh6ht werden muss, um in einem
Bereich scharfer Schranken zu landen. Der nachfolgende Satz, welcher aus Satz 3.4 folgt,
zeigt, dass wir allgemein einen Phaseniibergang von einem fast unmoglichen zu einem
fast sicheren Ereignis beobachten kénnen, wenn m und n im richtigen Verhéltnis erhoht
werden. Wir folgern aus dem Beweis im Speziellen, dass die Schranken von Satz 3.4
asymptotisch (m — oo) scharf sind.

Die Gleichungen (3.4) und (3.3) in Satz 3.1 zeigen, dass auch im Modell der zufélligen
Zuordnung (Definition 2.11) bei einer bestimmten Anzahl an Punkten ein Ubergang von
einem fast unmdglichen zu einem fast sicheren Ereignis stattfindet. Es ist bemerkenswert,
dass Satz 3.5 im Gegensatz zu Satz 3.1 von der Dimension unabhéngig ist. In diesem Sinne
ist Satz 3.5 mit Satz 3.2 verwandt.

Satz 3.5 (Theorem 3.3). Es sei D eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf R?, die um
einen Punkt p € R? in dem Sinne ausgeglichen ist, dass jede Hyperebene durch p die
Verteilung D in zwei Mengen gleichen Mafes aufteilt. Wir betrachten die Folge zufdllig
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gleichverteilter (Definition 2.10) Punktmengen &, rm) p, bei welchen m € N gilt und
n = f(m) von m abhangt. Dann ist Em,f(m),p Mt hoher Wahrscheinlichkeil Tverbery,
falls f(m) > logy(m), und &, t(m),p ist mit hoher Wahrscheinlichkeit nicht Tverberg,

falls f(m) < logy(m).

Beweis. Es sei ¢ > 0 fest vorgegeben. Wir beweisen die beiden Aussagen, indem wir
zwei Grenzwerte berechnen. Zum einen setzen wir n = (1 + €)logy(m) in die untere
Schranke (3.21) von Satz 3.4 ein und zeigen deren Konvergenz gegen 1 (fiir m — o0).
Zum anderen setzen wir n = (1 — ¢)logy(m) in die obere Schranke (3.22) von Satz 3.4
ein und zeigen deren Konvergenz gegen 0 (fiir m — o0).

Grenzwert der unteren Schranke. Als Vorbereitung berechnen wir zuerst den Grenz-

wert von
(1+¢)logy(m)
mE

(3.31)

fiir m — oo. Hierfiir stellen wir zunéchst lim,,_,o(1 + €)logy(m) = oo fiir den Zahler
und limy, 0o m® = oo fiir den Nenner fest. Wir wenden nun die Regel von L’Hospital an,
um den Grenzwert als

lim (1 +¢)logy(m) - lim — ml@ oy izo (3.32)

m—00 me m—o0 eme—1 m—00 ]n(2)5m5

zu bestimmen.

Wir zeigen als Néchstes, dass &, ¢(n),p mit hoher Wahrscheinlichkeit Tverberg ist,
falls f(m) > logy(m) gilt. Da die Voraussetzungen von Satz 3.4 erfiillt sind, kénnen wir
n = (1+¢)logy(m) in (3.21) einsetzen und erhalten

d—1 m
. 1 n—1
P(gm,n,D 1st Tverberg) Z (1 m _E . < >> (333)

Lo m
k:o( m1>> (3.34)
_ ( ~(1+e) :: (" . 1>) (3.35)

(5)=(

kénnen wir wegen k < d eine Konstante K finden, sodass

QL

— (1 ) (1+¢€) logy(m)+1

Mit der bekannten Abschitzung

d—1 n—1
2 < ) < Kn? (3.37)
k=0
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gilt. Wir setzen das in (3.35) ein und erhalten
(1 - Kndm_(1+5)>m < P(Emn,p ist Tverberg). (3.38)

Wir zeigen nun, dass die linke Seite fiir m — oo gegen 1 konvergiert. Dazu sei ein
beliebiges § > 0 fest vorgegeben. Wegen (3.32) gibt es ein M, sodass

Knm™¢ < § fiir alle m > M (3.39)

fiir n = (14 ¢) logy(m) erfiillt ist. Damit ergibt sich (1 — Knm~1+e))m > (1 — §m~1)m
fiir alle m > M. Das erlaubt uns, den Grenzwert wie folgt abzuschétzen:

lim (1 — Kn®m~0+))™ > lim (1 —dm™")" = e, (3.40)

m—r0o0 m—r0o0

Da wir § > 0 beliebig klein machen kénnen, konvergiert also P(&y,,,p ist Tverberg)
mit (3.38) gegen 1 fiir m — oo.

Grenzwert der oberen Schranke. Wir zeigen als Néchstes, dass &, ¢(,,,),p mit hoher
Wahrscheinlichkeit nicht Tverberg ist, falls f(m) < logy(m) gilt. Wir wihlen n = (1 —
g) logy(m) und setzen in (3.22) ein:

d

P(Em,n,p ist Tverberg) < (2(1 —m ™ 1HE)™ — (1 — 2m~1F&)™)". (3.41)

Es sei v > 0 beliebig gewihlt. Es gibt ein M, sodass sowohl m™1*¢ > ym~! als auch
2m =1 > ym~! fiir m > M erfiillt sind. Das sehen wir, indem wir beide Seiten der
Ungleichungen mit m multiplizieren und lim,, o, m® = oo bedenken. Der erste Summand
2(1 —m~1+%)™ in (3.41) ist deshalb fiir m > M kleiner als 2(1 —ym ™')™ und der zweite
Summand (1 — 2m~1¢)™ ist kleiner als (1 —ym =)™, Nun gilt lim,, oo (1 —ym=1)™ =
e~ 7. Da « beliebig grof gewshlt werden kann, kénnen wir beide Summanden beliebig
klein machen. Deshalb konvergiert die rechte Seite in (3.41) fiir m — oo gegen 0, was zu
zeigen war. O

Im Speziellen schlieffen wir aus dem Beweis von Satz 3.5, dass die Schranken in
Satz 3.4 beziiglich m asymptotisch scharf sind. In Abbildung 2 sehen wir ein numerisches
Beispiel fiir diese Aussage. Der néchste Satz bringt nun das Thema Toleranz ins Spiel.

Satz 3.6 (Theorem 3.4). FEs seien m,n € N und es sei D eine Wahrscheinlichkeitsver-
teilung auf RY, die um einen Punkt p € R? in dem Sinne ausgeglichen ist, dass jede
Hyperebene durch p die Verteilung D in zwei Mengen gleichen Mafles aufteilt. Es sei
Emm,p eine zufillige Gleichverteilung wie in Definition 2.10. Dann gilt

t m
2
P(Epmn,p ist Tverberg mit Toleranz t) > <1 — g~ (/2] g (Ln/ dj)) . (3.42)
i
=0

Beweis. Wie schon in anderen Beweisen kénnen wir p = 0 annehmen. Es sei § die
Menge aller Punkte einer fest gewdhlten Farbe. Die Menge enthilt geméf Modellannah-
me n Punkte. Wir zerlegen S in [n/2d] Teilmengen Si, ..., S|, 2q), Welche alle jeweils
mindestens 2d Punkte enthalten.
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Abbildung 2: Die untere (grau, Ungleichung (3.21)) und obere (schwarz, Unglei-
chung (3.22)) Schranke von Satz 3.4 ausgewertet fiir d = 100 bei n = 301ogy(m) Punkten
pro Farbe.

Nach Korollar 2.14 ist die Wahrscheinlichkeit, dass 2d Punkte auf einer Halbkugel
liegen, 1/2. Das wiederum impliziert, dass die konvexe Hiille von 2d Punkten den Ur-
sprung mit einer Wahrscheinlichkeit von 1/2 enthilt. Da jede Menge S; mindestens 2d
Punkte enthélt, enthilt also jede konvexe Hiille conv(S;) den Ursprung mit einer Wahr-
scheinlichkeit von mindestens 1/2. Wir haben insgesamt [n/2d| Mengen S; und fiir jede
dieser Mengen gilt die gerade hergeleitete Wahrscheinlichkeit. Wir bezeichnen , die konve-
xe Hiille enthélt den Ursprung® als ,Erfolg” und ,die konvexe Hiille enthélt den Ursprung
nicht* als ,Misserfolg”. Da alle Punkte unabhéngig voneinander generiert werden, liegt
die Situation in Bemerkung 2.15 (mit p = 1/2) vor. Wir kénnen also die Wahrscheinlich-
keit, dass weniger als ¢t + 1 der konvexen Hiillen conv(S;) den Ursprung enthalten durch
(1/2)l/2d 5~ (L"/Z.de) nach oben beschrinken.

Wenn mindestens ¢t + 1 der conv(S;) den Ursprung enthalten, enthélt die konve-
xe Hiille conv(S \ {x1,...,x:}) den Ursprung fiir beliebige @1,...,x: € S. Das liegt
daran, dass bei beliebiger Wahl der ¢t Punkte «1,...,x; stets eine der ¢ 4+ 1 konvexen
Hiillen conv(S;) unveréndert ist (eine Menge S; enthélt also weiterhin alle ihre Punkte)
und deshalb weiterhin den Ursprung enthélt. Deshalb enthélt conv(S\ {1, ..., 2;}) mit

Wahrscheinlichkeit .
1 (1/2)l24 37 (L”/?@) (3.43)
i=0

1

den Ursprung. Da diese Uberlegung fiir jede der m Farben unabhiingig gilt, folgt die
Aussage des Satzes. O
3.3 Zufillige Zuordnung

Wir kommen zu Aussagen zum Modell der zufilligen Zuordnung (Definition 2.11). Der
nachfolgende Satz 3.7 kann als eine um Toleranz erweiterte Version von Satz 3.1 betrach-
tet werden.
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Satz 3.7 (Theorem 3.5). Es sei k € N. Wenn D eine stetige Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung auf R? und Rok,p eine zufillige Zuordnung wie in Definition 2.11 ist, dann gilt

P(Rak,p ist Radon mit Toleranz t) > 1 — 2~ [k/(2d+2)] Z < Lk/( 2d T 2”) (3.44)

Im Speziellen gilt
P(Rak.p ist Radon mit Toleranz |k/(4d +4)]) > 1/2. (3.45)

Beweis. Wir teilen die & Punkte beliebig auf |k/(2d + 2)] disjunkte Mengen auf, welche
dann jeweils mindestens 2d + 2 Punkte enthalten. Mit (3.2) schneiden sich die konve-
xen Hiillen der beiden Farben (wir haben m = 2) in einer gegebenen Menge mit einer
Wahrscheinlichkeit von mindestens 1/2. Wir betrachten dieses Ereignis als einen ,Erfolg".
Ahnlich wie im Beweis von Satz 3.6 wollen wir mindestens ¢ + 1 Erfolge haben, damit
t Punkte entfernt werden kénnen und sich die konvexen Hiillen immer noch schneiden.
Die Wahrscheinlichkeit dafiir ist durch 1 — 27 L*/(2d+2)] ZE:O (Lk/(zg +2)J) gegeben (ver-
gleiche (3.43)) und erklért (3.44).
Um (3.45) zu sehen, setzen wir zunédchst

Sy _ (sz” (Lk/(zcg + 2)J> LY “fm (Lk/(m + 2)J> 5.46)

=0 i=0

an (vergleiche die Argumentation im Beweis von Korollar 2.14). Wenn wir t = | k/(4d+4) |
n (3.44) einsetzen, erhalten wir

P(Rak,p ist Radon mit Toleranz |k/(4d +4)]) >
|k/4d+4]
| g en) 3 (W (2d+ 2”)_ (3.47)

- 1
=0

Wegen (3.46) ist die rechte Seite gleich 1/2, was (3.45) erklart. O

Um den Fall der zufélligen Zuordnung mit Toleranz ¢ > 0 zu behandeln, ist sowohl
das Ergebnis des folgenden Satzes als auch dessen Notation notig.

Satz 3.8 (Erdds, Renyi). Wir geben eine Kugel nach der anderen und unabhdngig von-
einander mit einer Wahrscheinlichkeit von jeweils 1/u in eine von u Urnen. Es bezeichne
N (u) die Anzahl an Kugeln, die notig ist, um mindestens K Kugeln in jeder Urne zu
sehen. Dann gilt fiir jedes x € R:

uli_)IEOIP’ (Ng(u) < u(In(u) + (K — 1) In(In(u)) + x)) = exp <_(Ke__xl)!> . (3.48)
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Statt Kugeln in Urnen zu geben, generieren wir Punkte und farben diese ein. Wir sind
daran interessiert, mittels Beobachtung 2.12 bereits fiir das Modell der zufélligen Gleich-
verteilung (Definition 2.10) bekannte Aussagen auf das Modell der zufélligen Zuordnung
(Definition 2.11) zu iibertragen. Laut Beobachtung 2.12 brauchen wir deshalb die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, dass wir im Modell der zufélligen Zuordnung (Definition 2.11) min-
destens n Punkte jeder Farbe haben. Im folgenden Korollar 3.9 soll die fiir dieses Ereignis
bendtigte Anzahl an Punkten (die Zahl N,,(m)) kleiner als die Anzahl an vorhandenen
Punkten (die Zahl k) sein. Wir verwenden also die Wahrscheinlichkeit fiir NV, (m) < k.

Korollar 3.9 (Corollary 3.6). Es seien n,m € N. Wir bezeichnen mit N, (m) die Grifie
aus Satz 3.8. Es sei D eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf R?, die um einen Punkt
p € R% in dem Sinne ausgeglichen ist, dass jede Hyperebene durch p die Verteilung D in
zwei Mengen gleichen Mafles aufteilt.

1. Dann gilt

P(Ryk,p ist Tverberg mit Toleranz t) >

P(N,,(m) < k) <1 _ g-In/2d] zt: (WZ 2‘”)) - (3.49)
=0

2. Fiir den Fall ohne Toleranz gilt

d—1 m
1 -1
P(Ruk.p ist Tverberg) > P(Nyp(m) <k)(1— E " . (3.50)
sy 2n_1 — 7

3. Es sei (R, f(m),p)men eine Folge von zufillig zugeordneten (Definition 2.11) Punkt-
mengen R, rm),p, bei welchen die Anzahl f(m) der Punkte von m abhdngt. Falls
f(m) > mlogy(m)In(In(m)), ist Ry, pom),p mit hoher Wahrscheinlichkeit Tver-

berg.
Beweis von Aussage 1. Das folgt aus Beobachtung 2.12 zusammen mit Satz 3.6. O
Beweis von Aussage 2. Das folgt aus Beobachtung 2.12 zusammen mit Satz 3.4. U

Beweis von Aussage 3. Nach Satz 3.5 ist eine zuféllige Gleichverteilung (Definition 2.10)
von Punkten in m Farben, wobei jede Farbe mehr als logy(m) Punkte hat, mit hoher
Wahrscheinlichkeit Tverberg. Nach Beobachtung 2.12 ist dann auch eine zufillige Zu-
ordnung (Definition 2.11) mit hoher Wahrscheinlichkeit Tverberg, falls mit hoher Wahr-
scheinlichkeit mehr als logy(m) Punkte jeder Farbe vorhanden sind. Wir wollen also
sicherstellen, dass wir f(m) (die Anzahl der Punkte im aktuellen Korollar) grofs genug
withlen, um mit hoher Wahrscheinlichkeit mehr als logy(m) Punkte pro Farbe zu beob-
achten.

Das erfolgt iiber Satz 3.8. Die Anzahl an Urnen entspricht der Anzahl an Farben
(u = m) und wir wollen mindestens K = logy(m)(1 4+ ¢) Punkte pro Farbe (Kugeln
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pro Urne) beobachten. Letztlich soll also Ng(m) < f(m) mit hoher Wahrscheinlichkeit
eintreten. Das Argument der Wahrscheinlichkeit in Satz 3.8 lautet mit der Notation des
Korollars:

Ng(m) < m(In(m) + (logy(m)(1 4+ ¢) — 1) In(In(m)) + x) (3.51)
= mlIn(m) + m(logy(m)(1 +¢) — 1) In(In(m)) + ma. (3.52)

Der Term mlogy(m)(1 + €) In(In(m)) wichst mit m am schnellsten und die rechte Seite

e*{E
in Satz 3.8 geht fiir K = logy(m)(1 + €) schnell gegen 1. Deswegen erreichen wir mit
f(m) > mlogy(m)In(ln(m)) das Ziel. O
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4 Anwendungsbeispiele

Wir prisentieren drei Anwendungsbeispiele, bei welchen Tverberg-Zerlegungen eine wich-
tige Rolle spielen. Mit den in Abschnitt 3 vorgestellten stochastischen Aussagen zur
Tverberg-Zerlegung lassen sich nun entsprechende stochastische Aussagen zu den An-
wendungsbeispielen machen.

4.1 Zentralwert

Das erste Anwendungsbeispiel betrifft die Berechnung von Zentralwerten. Es handelt sich
bei einem Zentralwert um die Verallgemeinerung des Medians auf hthere Dimensionen.

Definition 4.1 (Zentralwert, centerpoint). Ein Zentralwert einer Punktmenge S C R?
mit |S| = n ist ein Punkt p € R? mit der Eigenschaft, dass jeder Halbraum, der p enthilt,
auch mindestens 77 Punkte von S enthdlt.

Ein Zusammenhang zwischen Tverberg-Punkten und Zentralwerten kann wie folgt
hergestellt werden: Ein Tverberg-Punkt einer m-farbigen Punktmenge mit m = [ 7]
ist ein Zentralwert. Das liegt letztlich daran, dass jeder Halbraum, der den Tverberg-
Punkt enthélt, mindestens einen Punkt jeder Farbe enthalten muss. Denn, gibe es eine
Farbe, die nicht im Halbraum liegt, konnte der Tverberg-Punkt keine Konvexkombination
der Punkte dieser Farbe sein und damit ldge kein Tverberg-Punkt vor.

Eine effiziente Methode, Tverberg-Punkte zu berechnen, liefert also eine Methode,
Zentralwerte zu bestimmen. Allerdings scheint es weder zur Berechnung von Tverberg-
Punkten noch zur Berechnung von Zentralwerten effiziente Methoden zu geben. Es gibt
jedoch schnelle Methoden, um Tverberg-Punkte approximativ zu berechnen, falls eine
Tverberg-Zerlegung vorliegt. Das folgende Korollar 4.2 zeigt, wie n-elementige Punktmen-
gen, die aus einer passenden Verteilung erzeugt wurden, eingefdrbt werden kénnen, um
mit hoher Wahrscheinlichkeit eine Tverberg-Zerlegung zu erhalten. Es kommen letztlich
wieder die beiden aus Abschnitt 2.4 bekannten Modelle zur Erzeugung zufilliger Punkt-
mengen zum Einsatz. Sobald eine Tverberg-Zerlegung vorliegt, kann ein Algorithmus
zur approximativen Berechnung eines Tverberg-Punktes benutzt werden, um schliefslich
einen Zentralwert der Menge zu erhalten.

Korollar 4.2 (Corollary 1.3). Es sei D eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf R?, die
um einen Punkt p € R? in dem Sinne ausgeglichen ist, dass jede Hyperebene durch p die
Verteilung in zwei Mengen gleichen Mafes aufteilt. Fs werden n-elementige Punktmengen
gemafl D erzeugt.

1. Wenn § > 0 fest vorgegeben ist und die Punktmengen gemdaf einer zufdlligen Gleich-
verteilung (Definition 2.10) eingefdrbt werden, wobei m = (1 — 5)(@) Farben
benutzt werden, erhalten wir mit gegen 1 konvergierender Wahrscheinlichkeit (bei

n — oo) eine Tverberg-Zerlegung.

2. Wenn 6 > 0 fest vorgegeben ist und die Punkimengen gemdf einer zufdlligen Zuord-

nung (Definition 2.11) eingefirbt werden, wobei m = (1 — 5)(m) Farben
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benutzt werden, erhalten wir mit gegen 1 konvergierender Wahrscheinlichkeit (bei
n — o00) eine Tverberg-Zerlegung.

Beweis von Aussage 1. Satz 3.5 gibt die Anzahl m an Farben vor und besagt, wie grofs
die Anzahl der Punkte pro Farbe gewihlt werden muss, um eine Tverberg-Zerlegung zu
erhalten. Im aktuellen Korollar ist dagegen die Gesamtzahl n der Punkte vorgegeben
und wir wollen die Anzahl m der Farben klein genug wéhlen, um Satz 3.5 anwenden zu
kénnen. Das fithrt zur Wahl m = (1 — 5)(%%) O

Beweis von Aussage 2. Die Wahl m = (1 — 5)(m) fithrt wegen m < n zu
m < (1-— 5)(m) Demnach ist mlogy(m)In(In(m)) < (1 — §)n < n erfiillt.
Die Anzahl n der Punkte ist also bei obiger Wahl von m groft genug, um Korollar 3.9

(Aussage 3) anwenden zu konnen. O

Korollar 4.2 erklart also zum Beispiel, dass der Rechenaufwand, um (mit hoher Wahr-
n

scheinlichkeit) eine m-Tverberg-Zerlegung mit m = Tomy () Farben zu erhalten, lediglich
darin besteht, n Punkte geméf der zufilligen Gleichverteilung (Definition 2.10) zu er-
zeugen und einzufirben. Eine dhnliche Aussage gilt im Fall der zufilligen Zuordnung
(Definition 2.11). Wir fassen das in den letzten zwei Zeilen von Tabelle 2 zusammen.
Die verbleibenden drei Zeilen von Tabelle 2 machen #hnliche Aussagen bei anderen
Methoden. Es handelt sich bei Tabelle 2 um eine Reproduktion von [10, Table 5.2]. Leider
bleibt diese Tabelle bei den Autoren unkommentiert. Wir ergénzen, dass es sich bei
,PPAD“ um die Komplexitatsklasse ,Polynomial Parity Arguments on Directed graphs“

handelt und diese Aussage in [12]| gezeigt wird.

Methode Anzahl der Farben | Zeitkomplexitdt

Tverberg [22] [(n+1)/d+1] PPAD

Mulzer, Werner [13] n/(4d + 1)3 dOn(d)p,
n/((d(d +1)?)) schwach

Rolnick, Soberon [15] mit Fehlerwahr- polynomial
scheinlichkeit € in n,d,In(1/e)

zufillige Gleichverteilung | O (@) O(n)

zufillige Zuordnung 0 (W) O(n)

Tabelle 2: Die Zeitkomplexitét zur Berechnung approximativer Tverberg-Zerlegungen bei
n Punkten, die aus einer passenden Verteilung generiert wurden.
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4.2 Separierbarkeit

Die Konzepte einer Tverberg-Zerlegung mit Toleranz und der Begriff der Separierbarkeit
einer Menge stehen in einem engen Zusammenhang. Die in Abschnitt 3 hergeleiteten
Aussagen zur Tverberg-Zerlegung fiihren deswegen zu Aussagen iiber Separierbarkeit,
die wir im Folgenden vorstellen. Letztlich geht es bei allen Aussagen darum, dass eine
zufillige Zuordnung (Definition 2.11) einerseits schwer separierbare Punktmengen und
andererseits moglichst tolerante Tverberg-Zerlegungen erzeugt. Die Autoren von [10] de-
finieren leider nicht, was sie unter einer separierbaren Menge verstehen. Wir entscheiden
uns hier fiir die strikte Version der Separierbarkeit (siehe beispielsweise [1]).

Definition 4.3. Es sei X eine zweifarbige Punktmenge in R%. Wir nennen X separierbar,
falls es eine durch a € R und ag € R definierte Hyperebene

h={xecR:xTa=ap} (4.1)

gibt, welche die zwei Farbmengen trennt. Das heifit, alle Punkte x der einen Farbe erfillen
xa < ag und alle Punkte y der anderen Farbe erfiillen y“a > ay.

Bemerkung 4.4. Es seien i,...,TN,; TN,+1,---, TN, +N, Punkte im R?, die wir auf
zwei Mengen X1 = {x1,...,xN, } und Xo = {&N,+1,- .., TN, +N, } aufteilen. Es sei h eine
Hyperebene mit a € R* und ag € R, welche Xy und Xy diber

xla <ay und a:jTa > ap (4.2)

fiir i € [N1] und j € [No] \ [N1] trennt. Wir betrachten mit @ = 3,1y, Aigi fiir A > 0
und 3 ;einy Ai = 1 ein beliebiges Element aus conv(Xy). Dann folgt

zla = Z Nizla < Z Aiag = ag. (4.3)
i€[N1] 1€[N1]
Analog sehen wir auch
yra > ag (4.4)

fiir beliebige y € conv(Xy), woraus wir insgesamt auf conv(X;) Nconv(Xe) = O schlieflen.
Wenn zwei endliche Mengen durch eine Hyperebene getrennt werden, schneiden sich die
zugehdrigen konvexen Hillen also nicht.

Es gilt auch die umgekehrte Aussage: Aus conv(Xy)Nconv(Xy) = 0 folgt, dass es eine
Hyperebene gibt, welche X1 und Xo trennt. Diese Aussage gilt hier, weil sowohl X1 als auch
Xy endliche Mengen sind. Das impliziert die Kompaktheit von conv(X;) und conv(AXs),
woraus sich dann die strikte Separierbarkeit folgern lasst, siehe [1, Abschnitt 2.4].

Falls eine gegebene Menge nicht separierbar ist, ist eine naheliegende Frage, wie vie-
le Punkte entfernt (oder an eine andere Stelle bewegt) werden miissen, um doch eine
separierbare Menge zu erhalten.
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Definition 4.5. Fir eine zweifarbige Punktmenge X in R? bezeichne M die minimale
Anzahl an Punkten, die bewegt werden missen, um X separierbar zu machen. Dann
definieren wir

M

PertSEPO(X) = m .

(4.5)
Anschaulich bedeutet ein groferes PertSEPg(X) eine schwerere Separierbarkeit von X.
Gleichzeitig fiihrt das zu einer toleranteren Radon-Zerlegung. Der folgende Satz 4.6 pri-
zisiert diese Anschauung. Der Beweis nutzt an mehreren Stellen Bemerkung 4.4.

Satz 4.6. Es sei X = X1 U Xy mit |X| = n eine Radon-Zerlegung. Wir betrachten X als
zweifarbige Punktmenge, wobei alle Punkte in X1 in eine Farbe und alle Punkte in Xy in
eine andere Farbe eingefdrbt seien. Die Toleranz von X ist genau dann genau t, wenn
gilt:
t+1
PertSEPy(X) = Gy (4.6)

n

Bemerkung 4.7. Es handelt sich bei Satz 4.6 in etwa um [10, Theorem 1.2]. Fin Un-
terschied ist, dass [10, Theorem 1.2] die Riickrichtung (“<=”) nicht formuliert. Es fehlt
also die Aussage, dass aus Separierbarkeit auch Toleranz folgt. Diese Aussage ist aber fiir
einen der nachfolgenden Beweise essenziell. Wir orientieren uns deshalb bei der Formu-
lierung von Satz 4.6 an [4, Theorem 3/. Es handelt sich hierbei letztlich um die gleiche
Aussage in etwas anderer Sprechweise. Auferdem erganzen wir das “+ 17 im Zdhler
von (4.6) (vergleiche [4, Theorem 3f).

Beweis von Satz 4.6. ,=*“ Es seil zunéchst X eine genau t-tolerante Radon-Zerlegung.
Das heifst, die Radon-Zerlegung ist zwar ¢-tolerant, aber es gibt t+1 Punkte @1, ..., Ty
in X, sodass conv(Xy \{z1,...,zer1}) Neconv(Xo\ {x1,. .., xi+1}) = 0 gilt. Im Speziellen
gibt es also eine Hyperebene h, die X} \ {x1,...,@xi+1} und X\ {x1,..., 2441} trennt.
Alle Punkte auf einer Seite von h haben also eine Farbe und alle Punkte auf der anderen
Seite haben eine andere Farbe. Wir konnen nun jeden der Punkte x1,...,xs1 auf die
seiner Farbe entsprechende Seite von h bewegen. Das fiihrt zu einer neuen Menge X”,
die mittels h separierbar ist. Wir schliefsen deshalb, dass héchstens ¢ + 1 Punkte bewegt
werden miissen, um X separierbar zu machen: PertSEPo(X) < L.

Wir zeigen nun, dass auch mindestens t+1 Punkte bewegt werde miissen, um Separier-
barkeit zu erreichen. Dafiir nehmen wir an, dass es schon ausreicht, t Punkte zu bewegen,
um Separierbarkeit zu erreichen. Es seien also x1, ..., x; Punkte in X, die bewegt werden
miissen, um X separierbar zu machen. Dann gibt es eine Hyperebene, die X1 \{x1, ..., 2}
und Xy \ {@x1,...,x;} trennt. Daraus folgt aber conv(X; \ {@1,...,x:}) N conv(Xy \
{z1,...,2¢}) = 0. Das steht im Widerspruch zur ¢-Toleranz der Radon-Zerlegung. Wir
haben also auch PertSEPy(X) > %

.= Es gelte PertSEPo(X) = 1. Da mindestens ¢ + 1 Punkte entfernt werden
miissen, um X separierbar zu machen, gilt fiir beliebige C C X mit [C| < ¢, dass
der Schnitt aus conv(&; \ C) und conv(&Xy \ C) nichtleer ist. Die Toleranz ist dem-
nach mindestens ¢. Andererseits kann X nicht (¢ + 1)-tolerant sein. Denn dann wére
conv(X; \ C) Nconv(Xy \ C) # ( fiir beliebige Mengen C C X mit |C| = t + 1 erfiillt.
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Das wiirde jedoch implizieren, dass X} \ C und A% \ C fiir kein C durch eine Hyperebene

getrennt werden kann, was aber bei PertSEP,(X) = % schon der Fall sein muss. O

Es sei X = X U X, wie in Satz 4.6. Da entweder X} oder Xy héchstens |X'|/2 Punkte
enthilt und auBerdem hochstens min(|Xy|, |Xs2|) Punkte bewegt werden miissen, um X
separierbar zu machen, ist 1/2 eine obere Schranke an PertSEP((X’). Das folgende Ko-
rollar 4.9 zeigt, dass diese Schranke im Modell der zufélligen Zuordnung (Definition 2.11)
asymptotisch (mit der Anzahl der generierten Punkte) erreicht wird.

Beobachtung 4.8. Wir setzen bei festen m,d € N und 6 > 0 die Toleranzt = (1-6)k/m
in Satz 3.2 ein und erhalten die Bedingung

skim = & (@ v - a1 (2)]. )

Da die linke Seite beziiglich k schneller wdchst als die rechie, finden wir fir beliebiges
e > 0 stets ein k, sodass die Bedingung (4.7) erfillt ist. Deshalb konvergiert die Wahr-
scheinlichkeit, dass eine zufillige Zuordnung (Definition 2.11) von k Punkten in m Farben
eine Toleranz von mindestens (1 — §)k/m hat, fir k — oo gegen 1.

Gleichzeitig muss bei einer Aufteilung von k& Punkten in m Farben eine Farbmenge
dabei sein, die hochstens k/m Punkte enthilt (wenn jede der m Farbmengen mehr als
k/m Punkte hétte, gibe es mehr als k Punkte). Die Toleranz kann deshalb im Allgemei-
nen nicht grofer als k/m sein. Die vorangehende Uberlegung sagt also, dass die Toleranz
asymptotisch (k — oco) groktmoglich ist. Das kann nun mit Satz 4.6 zu folgendem Korol-
lar kombiniert werden (beachte m = 2).

Korollar 4.9 (Corollary 2.4). Es sei D eine Verteilung auf R? und (Ra,k,p)keN eine
Folge von zufdllig zugeordneten (Definition 2.11) Punktmengen. Fir jedes beliebige ¢ > 0
gilt |PertSEPo(Rak,p) — 1/2)| < € mit hoher Wahrscheinlichkeit.

Diese Aussage wird im folgenden Satz 4.10 auf den Fall von mehr als m = 2 Farben
erweitert: PertSEP ist fiir jedes Farbpaar asymptotisch grofstmdglich.

Satz 4.10 (Theorem 3.1). Es seie > 0 vorgegeben. Fiir jede Verteilung D auf R? und jede
Folge (R k,p)ken von zufillig zugeordneten (Definition 2.11) Punktmengen Ry, pp =
(X1,..., X0} gill

lim ( min  PertSEPy(A&; U Xj)) =1/2 (4.8)

k—o0 XianERm,k,D
mit hoher Wahrscheinlichkest.

Beweis. Es seien m,d, ¢ fest vorgegeben. Mit T'(k) bezeichnen wir das Ereignis, dass
eine zufillige Zuordnung (Definition 2.11) von k Punkten im R? in m Farben eine To-
leranz von mindestens (1 — §)k/m hat. Nach Satz 3.2 (siehe auch Beobachtung 4.8) ist
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limy_,o0 P(T'(k)) = 1. Zu einem festen ¢ > 0 existiert deshalb ein k, sodass P(T'(k)) > 1—
erfiillt ist.

Fiir fest vorgegebene m und ¢ sei E;(k) das Ereignis, dass eine zufillige Zuordnung
(Definition 2.11) von k Punkten in m Farben zwischen (1—¢)k/m und (1+4¢)k/m Punkte
der Farbe i € [m] hat. Nach Bemerkung 2.17 (Gesetz der groken Zahlen) gilt

klim P(E;(k)) =1 fiir jedes i € [m)]. (4.9)
—00

Wir kénnen nun die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass alle Ereignisse gleichzeitig eintreten,
ebenfalls abschitzen. Es gilt ndmlich mit Bemerkung 2.16

C
Pl () Ek) | =1-P| | () Eik) =1-P( |J Bk (4.10)
i€m] i€[m] i€[m]
>1- Y P(EWE) =1- > (1-P(E(k) (4.11)
i€[m] i€[m]
=1-m+ Y P(E(k)) (4.12)
i€[m]
Wegen (4.9) konvergiert (4.12) fir & — oo gegen 1. Die Wahrscheinlichkeit, dass alle
Ereignisse Ei(k),..., En(k) gleichzeitig eintreten, konvergiert also fiir & — oo eben-
falls gegen 1. Deshalb existiert fiir festes e2 > 0 ein &/ € N, sodass alle Ereignisse
Ey(K'),..., Epn(K') mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 1 — e9 gleichzeitig ein-
treten.

Mit einer ahnlichen Argumentation wie in (4.10) bis (4.12) schliefen wir, dass al-
le Ereignisse T'(k) und E;(k),..., Ep(k) mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens
1 — ( — ey gleichzeitig eintreten, wenn k > max(k, k') gewshlt wird. Das heiRt, jede Farb-
menge hat hochstens (1 + €)k/m Punkte und gleichzeitig hat R, ; p eine Toleranz von
mindestens (1 — §)k/m.

Als Folge davon gilt mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 1 — ( — €2, dass
jedes Farbpaar X;, X; € Ry, p in Summe héchstens 2(1 + €)k/m Punkte hat. Da die
Toleranz von X; U X; durch die Toleranz von Uie[m] A nach unten beschriankt wird, ist
jedes Farbpaar eine Radon-Zerlegung mit einer Toleranz von mindestens (1 — §)k/m.
Dank Satz 4.6 gilt nun mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 1 — { — ea:

1-6L+1 1-0+47

PertSEPy > = .
T 2140k T 2(1+e)

(4.13)

Einerseits gilt limj_,o 7+ = 0 und andererseits waren 9, (, ¢, ez beliebig gewéhlt. Damit
ist der Beweis abgeschlossen. O

4.3 Maximum-Likelihood-Schitzung

Wir beschéftigen uns auch beim letzten Anwendungsbeispiel mit farbigen Punktmengen.
Es sei angemerkt, dass im Kontext der nachfolgend vorgestellten logistischen Regression
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in der Regel eher von ,Klassen“ als von ,Farben“ gesprochen wird. Wir benutzen jedoch
die bisher eingefiihrten Bezeichnungen und sprechen weiterhin von Farben.

Wir beschreiben in Abschnitt 4.3.1 zunéchst ein Farberkennungsproblem (ein Klas-
sifizierungsproblem) und zwei Losungsstrategien fiir dieses Problem. Beide Losungsstra-
tegien bauen auf der bindren logistischen Regression auf, welche das Thema von Ab-
schnitt 4.3.2 ist. Der Zusammenhang zu Tverberg-Sétzen wird klar, sobald wir geklart
haben, wie die Regressionskoeflizienten der binédren logistischen Regression typischerweise
gewdhlt werden. Abschnitt 4.3.3 stellt diesen Zusammenhang genauer dar.

4.3.1 Farberkennung bei mehreren Farben

Es sei X x ) C R? x [m] eine N-elementige und m-farbigen Punktmenge, deren Ele-
mente wir als (€1,91),..., (N, yn) schreiben. Fiir die nachfolgende Darstellung ist es
instruktiv, sich unter X x ) einen bekannten Datensatz wie CIFAR-10 |9] vorzustellen.
In Fall von CIFAR-10 ist jeder Punkt € X ein 32 x 32 Pixel grofes Bild (n = 322),
welches genau eines der folgenden zehn Objekte darstellt: Flugzeug, Auto, Vogel, Katze,
Hirsch, Hund, Frosch, Pferd, Schiff, Lastwagen. Diese zehn Objekte entsprechen m = 10
Farben. Demnach besteht jedes Element (z,y) € X x ) also aus einem Bild « und der
zugehorigen Farbe y.

Wir sind nun an einer Strategie interessiert, die bei Vorgabe eines neuen Bildes x €
R? das nicht in X liegt und deshalb noch keiner Farbe zugeordnet ist, entscheidet, welche
der zehn Farben vorliegt. Eine andere Formulierung wire, dass die Strategie das im Bild
dargestellt Objekt erkennen soll. Wir beschreiben in Abschnitt 4.3.2, wie dieses Problem
im Fall von zwei Farben mithilfe der bindren logistischen Regression gelést werden kann.
Mit diesem Wissen konnen wir den Fall m > 2 mit einer der beiden Strategien ,Fins-
gegen-Alle” oder Fins-gegen-Eins“ behandeln.

Eins-gegen-Alle: Mit der in Abschnitt 4.3.2 beschriebenen logistischen Regression fin-
den wir m Funktionen fi,..., f,, mit der folgenden Eigenschaft. Die Funktion f;, ¢ € [m],
gibt zu einem gegebenen Punkt x die Wahrscheinlichkeit an, dass « die Farbe ¢ hat. Die
Funktion f; hat demnach die Aufgabe, zwischen einer Farbe i und allen anderen Farben
in [m] \ {i} zu unterscheiden (daher ,Eins-gegen-Alle“). Wir werten alle m Funktionen
aus und ordnen dem Punkt x eine Farbe y zu, die zur héchsten Wahrscheinlichkeit fiihrt:
fy(®) = maxie)m) fi(x).

Eins-gegen-Eins. Mit der in Abschnitt 4.3.2 beschriebenen logistischen Regression
finden wir zu jedem der (7;) moglichen Farbpaare (i,7) mit 4,5 € [m] und i # j eine
Funktion, die entscheidet, ob ein gegebener Punkt x die Farbe ¢ oder die Farbe j hat. Die
Funktion hat demnach die Aufgabe, zwischen einer Farbe ¢ und einer anderen Farbe j zu
unterscheiden (daher ,Eins-gegen-Eins*). Wir werten alle (T;) Funktionen aus und ordnen
dem Punkt @ eine Farbe y zu, fiir welche die (g‘) Funktion am hiufigsten entschieden
haben.
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4.3.2 Bindre logistische Regression

Wir betrachten eine Moglichkeit, das Farberkennungsproblem im Fall von zwei Far-
ben zu losen. Es liegen N; Punkte xq,...,xzN, € R? der Farbe 1 und Ny Punkte
TN,+1,--- LN, +N, € R der Farbe 2 vor. Die logistische Regression fiithrt Regressions-
koeffizienten B € R%! ein und modelliert die Wahrscheinlichkeit, dass der Punkt x;,
i € [N1 + Ny, die Farbe 1 hat als [8]

1
C 1+exp(—By—z!B)’

wobei wir 8 = (8o, 3T)T mit By € R und B’ € R? schreiben. Es gilt dann entsprechend
Pg (y; = 2|x;) = 1 — Pg (y; = 1|x;). Um die Regressionskoeffizienten 8 zu bestimmen,
betrachten wir die sogenannte Log-Likelihood-Funktion [8]:

P (yi = 1]:)

(4.14)

N1 N1+N2
1(B) =) (Pg(yi=1la:)) + > n(Psly; =2lz))). (4.15)
i=1 j=Ni+1

Jeder Maximierer 3 dieser Funktion wird Maximum-Likelihood-Schitzung von B ge-
nannt. Die Intuition ist, die Regressionskoeffizienten so zu wihlen, dass die Wahrschein-
lichkeit, den N 4+ Ny gegebenen Punkten ihre zugehorige Farbe korrekt zuzuordnen, ma-
ximiert wird. Falls ein Maximierer ,é existiert, sagen wir auch ,die Maximum-Likelihood-
Schitzung zum gegebenen Farbpaar existiert®.

Sobald die Maximum-Likelihood-Schétzung B bestimmt ist, konnen wir fiir einen neu-
en Punkt 2 die Wahrscheinlichkeit, dass er die Farbe y = 1 hat, bestimmen: P (y = 1|x).
Bei der in Abschnitt 4.3.1 beschriebenen Strategie Eins-gegen-Alle sind wir nur an dieser
Wahrscheinlichkeit interessiert. Bei der Strategie Fins-gegen-Eins sind wir an einer Ent-
scheidung interessiert: Wir entscheiden uns fiir die Farbe y = 1, falls P4 (y = 1[z) > 1/2
gilt, und fiir die Farbe 2 andernfalls.

Es gibt einen Zusammenhang zu Tverberg-Séatzen, weil die Maximum-Likelihood-
Schétzung B existiert, falls

conv({x1,...,xn, }) Neconv({Tn, 41, TN +N, 1) F# 0 (4.16)

gilt. Die konvexen Hiillen der beiden Farben miissen sich also schneiden. Da wir in Ab-
schnitt 3 Wahrscheinlichkeiten fiir das Eintreten eines solchen Ereignisses bestimmt ha-
ben, kénnen wir Aussagen iiber die Wahrscheinlichkeit, dass die Maximum-Likelihood-
Schitzung existiert, machen.

4.3.3 Existenz der Maximum-Likelihood-Schitzung

Das folgende Korollar 4.11 macht eine Aussage dariiber, wann die Maximum-Likelihood-
Schétzung im Modell der zufilligen Zuordnung (Definition 2.11) existiert. Wir konzentrie-
ren uns auf die Strategie Eins-gegen-Eins, da dadurch auch die Strategie Eins-gegen-Alle
abgedeckt ist (siehe Bemerkung 4.13).
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Um das Farberkennungsproblem zu einer m-farbigen Punktmenge zu l6sen, muss
nach Abschnitt 4.3.1 die Maximum-Likelihood-Schitzung zu jedem Farbpaar existieren.
Nach der Bemerkung um (4.16) existiert die Maximum-Likelihood-Schitzung zu einem
gegebenen Farbpaar, falls sich die zugehérigen konvexen Hiillen schneiden. Es soll deshalb
das Ereignis eintreten, dass sich die konvexen Hiillen aller Farbpaare jeweils schneiden.
Diese Bedingung ist auf jeden Fall erfiillt, wenn eine m-Tverberg-Zerlegung vorliegt.
Korollar 4.11 gibt eine Antwort auf die Frage, wie viele Punkte nétig sind, damit dieses
Ereignis mit hoher Wahrscheinlichkeit eintritt.

Die erste Aussage von Korollar 4.11 behandelt den Fall einer Folge von Punktmengen,
bei der sowohl die Anzahl der Farben als auch die Anzahl der Punkte mit dem Folgenindex
wichst. Fiir die zweite Aussage ist die Anzahl der Farben fest und nur die Anzahl der
Punkte wéchst mit dem Folgenindex.

Korollar 4.11 (Corollary 1.1). Es sei € > 0 vorgegeben und es sei D eine Wahrschein-
lichkeitsverteilung auf R, die um einen Punkt p € R in dem Sinne ausgeglichen ist,
dass jede Hyperebene durch p die Verteilung D in zwei Mengen gleichen Mafles aufteilt.

1. Es sei (Ry, f(m),0)meN eine Folge m-farbiger zufillig zugeordneter (Definition 2.11)
Punktmengen R, r(m),p mit f(m) Elementen. Es bezeichne X, das Ereignis, dass
die Mazimum-Likelihood-Schatzung zu jedem Farbpaar in R, f(m),p existiert. Dann
tritt X, mit hoher Wahrscheinlichkeit ein sofern

f(m) > (14 e)mlogy(m)In(ln(m)). (4.17)

2. Es seien m,d > 0 vorgegeben und es sei (R, 4(1),p)ten eine Folge m-farbiger zufél-
lig zugeordneter (Definition 2.11) Punktmengen R, 4u4),p mit g(t) Elementen. Es
bezeichne Y; das Ereignis, dass die Mazimum-Likelihood-Schdtzung zu jedem Farb-
paar in Ry, o), p sogar dann existiert, wenn t —1 beliebige Punkte entfernt werden.
Dann tritt Yy mit hoher Wahrscheinlichkeit ein sofern

g(t) > (14 8)m(t+1). (4.18)

Bemerkung 4.12. Der Grund, weshalb Aussage 2 von Korollar .11 leicht anders for-
muliert ist als Aussage 2 von [10, Corollary 1.1], ist das “+ 17 im Zdihler von (4.6),
siehe auch Bemerkung 4.7. Da die Beweise der Aussagen von Korollar 4.11 auf Aussa-
gen zurickgreifen, die fir ausgeglichene Verteilungen gelten, haben wir auflerdem auch
Korollar 4.11 fiir ausgeglichene Verteillungen formuliert.

Bemerkung 4.13. In beiden Fillen geht es um die Strategie Fins-gegen-FEins (vergleiche
Abschnitt 4.3.1). Die Schranken in Korollar 4.11 gelten jedoch auch fir die Strategie
FEins-gegen-Alle (vergleiche ebenfalls Abschnitt 4.3.1). Das liegt letztlich daran, dass sich
bei der Strategie Eins-gegen-FEins die konvexen Hillen aller Farbpaare jeweils schneiden
maissen. Das impliziert im Speziellen jedoch, dass man eine beliebige Farbe betrachten
kann, und garantiert ist, dass sich deren konvere Hiulle mit der konvexen Hiille aller
verbleibenden Punkte (der anderen Farben) schneidet. Und damit ist die Strategie Eins-
gegen-Alle abgedeckt.
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Beweis von Aussage 1. Nach Korollar 3.9 (Aussage 3) sind die Punktmengen R,, ¢(m),p
mit hoher Wahrscheinlichkeit m-Tverberg-Zerlegungen. Da die Maximum-Likelihood-
Schétzung fiir jedes Farbpaar einer m-Tverberg-Zerlegung existiert, existiert sie mit hoher
Wahrscheinlichkeit also auch fiir jedes Farbpaar der Menge R, (m),p- O

Beweis von Aussage 2. Wir schreiben R, 44, p = {X1, ..., Xm}. Wir miissen dafiir sor-
gen, dass jedes Farbpaar X;, X; der Punktmenge R,, /() p mit hoher Wahrscheinlichkeit
eine t-tolerante Radon-Zerlegung ist. (Denn dann kénnen problemlos t—1 Punkte entfernt
werden und die Maximum-Likelihood-Schitzung zu jedem Farbpaar existiert trotzdem.)
Nach Satz 4.10 gilt

lim < min PertSEP((X; U Xj)> =1/2 (4.19)

t—00 XivXjERm,g(t),D
mit hoher Wahrscheinlichkeit. Fiir beliebige §, > 0 finden wir deshalb ein N € N, sodass

1-94
min PertSEPo(Xi U Xj) > — (4.20)
Xi; X €Rmg(t),D 2

mit Wahrscheinlichkeit 1 — § fiir alle ¢ > N erfiillt ist. Nach Satz 4.6 stellt dann jedes
Paar Aj, X; mit Wahrscheinlichkeit 1 — § eine Radon-Zerlegung mit Toleranz t' > (]3] +
|X;])452 — 1 dar. Es verbleibt noch zu argumentieren, dass mit hoher Wahrscheinlichkeit
t' > t gilt. Mit einer dhnlichen Argumentation wie in (4.10) bis (4.12) gibt es ein N’ > N,

sodass fiir ¢ > N’ mit Wahrscheinlichkeit 1 — § jedes &; mindestens % Punkte

enthélt. Die Wahl [R,, o) p| = g(t) > (1+6)m(t + 1) fiihrt also mit Wahrscheinlichkeit
l—ezu

1-46 Ringt),pl  [Rmgw)pl\ 1—19
> (%] + X)) —— — 1> I 920 -1 4.21
2 (1] + 145D = _<m(1+5)+m(1+5) 2 2y
I
> (1t ) 1=+ 1)(1-8) ~ L (4.22)
Die Aussage folgt, weil § und € beliebig waren. O

Der Grund, weshalb wir bei der Existenz der Maximum-Likelihood-Schétzung in Aus-
sage 2 von Korollar 4.11 auch daran interessiert sind, moglicherweise Punkt entfernen zu
konnen, ist, dass manche Punkte eines gegebenen Datensatzes als Ausreifer (outlier) be-
trachtet werden kénnen, welche wir moglicherweise zunéchst entfernen wollen, bevor das
Farberkennungsproblem (Klassifizierungsproblem) gelost werden soll. So kénnte es etwa
im Beispiel des Datensatzes CIFAR-10 aus Abschnitt 4.3.1 sein, dass auf manchen Bildern
nicht eindeutig zu erkennen ist, welches Objekt dargestellt ist (zum Beispiel Hund oder
Katze). Es konnte dann vorteilhaft sein, diese Bilder zu entfernen bevor die Maximum-
Likelihood-Schétzung bestimmt wird. Tabelle 3 fasst die Ergebnisse von Abschnitt 4.3
zusammen.
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deterministische Version

stochastische Version

wahrscheinliche Existenz
der Maximum-Likelihood
Schitzung

Radon Satz 3.1 Abschnitt 4.3.2
Tverberg Satz 3.4, Satz 3.5 Korollar 4.11 (Aussage 1)
Radon mit Toleranz Satz 3.7 Korollar 4.11 (Aussage 2)

Tverberg mit Toleranz

Satz 3.2, Satz 3.6, Korollar 3.9

Korollar 4.11 (Aussage 2)

Tabelle 3: Uberblick iiber die Ergebnisse in Abschnitt 4.3. Die stochastischen Versionen
in der mittleren Spalte kdnnen benutzt werden, um Wahrscheinlichkeiten dafiir anzuge-
ben, dass Ereignisse eintreten, welche zur Existenz der Maximum-Likelihood-Schitzung

(rechte Spalte) fiihren.
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5 Schluss

Wir haben zwei Modelle zur Erzeugung zufélliger Punktmengen studiert und untersucht,
unter welchen Umsténden dabei Tverberg-Zerlegungen entstehen. Das Modell der zufil-
ligen Zuordnung (Definition 2.11) hat bei den vorgestellten Anwendungsbeispielen eine
grofere Rolle gespielt. Die Beweise der zugehdrigen stochastischen Tverberg-Sétze bauen
jedoch bei mehr als zwei Farben auf den Sétzen zum Modell der zufélligen Gleichvertei-
lung (Definition 2.10) auf.

Die beiden Modelle sind zwar allgemein fiir stetige Wahrscheinlichkeitsverteilungen
definiert, aber es war bei den meisten Sdtzen wichtig, die Punkte gemifls einer ausge-
glichenen Verteilung zu generieren, um dann in Beweisen iiber gleich wahrscheinliche
Ereignisse argumentieren zu kénnen. Es ist eine offene Frage, ob und wie sich die Satze
auf andere Verteilungen erweitern lassen.

Die beiden Modelle haben auferdem gemeinsam, dass erst alle Punkte generiert wer-
den, um ihnen im Anschluss unabhéngig Farben zuzuordnen. Es ist eine weitere offene
Frage, ob und wie sich die présentierten Ergebnisse auf den Fall erweitern lassen, dass
die Farben nicht unabhéingig verteilt werden.
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