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1 Einleitung

In Abschnitt 1.1 dieses Kapitels stellen wir das in dieser Arbeit zu betrachtende Problem
vor. Abschnitt 1.2 verweist auf den Fachartikel, in dem die im weiteren vorzustellende
Methode erstmals, jedoch fiir ein anderes Problem, eingesetzt wurde; weitere Ausfiih-
rungen zum wissenschaftlichen Kontext finden sich in Anhang B.

Das Kapitel 2 ist eine Zusammenfassung verwendeter Grundbegriffe aus der Graphen-
theorie und anderen Gebieten. Das Hauptkapitel dieser Arbeit ist Kapitel 3, das sich

einer eingehenden Untersuchung der Koeffizientenmatrix K = < gl ) widmet. Kapitel 4
0

beinhaltet abschlieBende Bemerkungen und offene Fragen.

Neben dem bereits erwahnten Anhang B finden sich am Ende der Arbeit die Anhénge A
und C. Anhang A enthilt alle Polyedergraphen mit n < 6 Knoten und die zugehorigen
Matrizen K. Anhang C ist eine Weiterfithrung von Uberlegungen aus Abschnitt 3.3.

1.1 Problemstellung

Die Ecken und Kanten eines beschrinkten dreidimensionalen konvexen Polyeders () de-
finieren einen Graphen G = (V, E) =: G(Q), den Graphen von Q. Variieren wir die
Koordinaten der Ecken von ) unter Beibehaltung seiner Konvexitét, so besitzt () im-
mer eine Projektion 7(Q) = G auf die zy-Ebene, so dafl die Ecken von @ auf Knoten
von G und die Kanten von @) auf Kanten von G abgebildet werden, und G ist ein pla-
nar eingebetteter (3-zusammenhéingender) Graph mit konvexen Innengebieten ([13], [8]).

Ist umgekehrt eine planare Einbettung I'(G) mit konvexen Innengebieten eines pla-
naren (3-zusammenhéngenden) Graphen G vorgelegt, so kann durch Zuordnung von
z-Koordinaten z; zu den Knoten v; = (x;,y; )T von I'(G) ein beschrénktes dreidimen-
sionales konvexes Polyeder Q@ = conv ({0; = (v;,2)7 | i =1,...,k}) realisiert werden
(Abbildung 1.1).

Wir werden in der vorliegenden Arbeit zeigen, dafl die Menge
Z:=7(G):={z= (21,2, ...,2)" €RF|Q ist Realisicrung von G} (1.1)

charakterisiert werden kann durch ein lineares Ungleichungssystem. Zur Formulierung
unseres Problems benétigen wir an dieser Stelle einige Definitionen. Zur Klarung weiterer
verwendeter Begriffe sei verwiesen auf Kapitel 2.



Abbildung 1.1: Einbettung I'(G) eines Graphen G und ein zugehoriges 3-Polyeder @

Definition 1.1.1. (Orientierte Basen des R".)

. T . . .
Seien v1,v9, ..., Up, Vi = (Ti1, Ti2y o0y Tin )", © = 1,...,n, n linear unabhingige Vektoren

des R, sei

T

vy Ti1 T2 o Tln
T
v a1 X2 v Top
A= ; = ] . ] ) (1.2)
T
Un Tnl Tn2 - Tnn
1. Das n-Tupel B := (v1,v9,...,v, ) ist eine positiv orientierte Basis des R", wenn
det A > 0;

2. B ist eine negativ orientierte Basis des R™, wenn det A < 0.

Der Wert det A kann interpretiert werden als das signierte Volumen des von B auf-
gespannten n-dimensionalen Parallelepipeds.

Definition 1.1.2. (Erweiterte Koordinatenmatrix [9].)
Seien vy, V1,02, ..., Up, U; = (xﬂ,xiQ,...,xm)T, i = 0,...,m, n+ 1 Punkte des affinen
Raums. Die erweiterte Koordinatenmatrix der Punkte vy, v, va, ..., v, ist die Matriz

T
vy 1 Tol To2 - Top 1
T
vy 1 xr11 X112 Tin 1
M = M(vg,v1, ..y Uy ) := S = . . ) ) . (1.3)
T
Uy, 1 Tpl Tp2 -+ Tpp 1
Es gilt
To1 To2z v Ton 1
r11 T2 o T, 1
Avguy -+ - v, = det M =
Tpl Tp2 v Tpp 1



To1 — Tl To2 —Tp2 0 Top — Tpn 1
T11 — Tnl T12 — Tp2  * Tln — Tpp 1
Tn—11 —Tpnl Tp—-12 —Tp2 *° Tn-1n — Tnn 1
0 0 ce 0 1
T
Tl — Tpl 0 Top — Ton (vo — vn)
T
T11 — Tnl ce Tin — Tnn (Ul - Un)
= i ) = det . . (1.4)
T
TIpn—1,1 —Tpl - ITpn—1n — Tnn ('Unfl - Un)

vg, V1, --., Uy, sind also genau dann affin unabhéngig, wenn vy — vy, v1 — Uy, ..oy U1 — Uy
linear unabhéngig sind, und die Determinante Avgv; - - - v, der erweiterten Koordinaten-
matrix M entspricht dem signierten Volumen des von B = (vg — Uy, V1 — Upy cvvy Up—1 — Uy )
aufgespannten Parallelepipeds.

Vereinbarung. Sind die Vektoren vy — vy, v1 — vp, ..., Un—1 — v, linear abhéngig, so gilt
Avgoy - - - v, =0. Wir wollen in diesem Fall sagen, dafi M = (vg—vy, 01 — 0y, .., Up—1—p )
ein entartetes Parallelepiped aufspannt.

Beispiel 1.1.3. (Die Determinante AABC.)
Drei Punkte A = (24,y4)", B = (zB,y5)’, C = (zc,yc)’ der affinen Ebene sind
affin unabhéngig, wenn

ra ya 1 a _
AABC = |z yp 1 |=|"A7"%C Ya7¥o 1 g, (1.5)
rB —XC YB —YC
zo yo 1

AABC ist der signierte Flicheninhalt des von B = (A — C,B — C') aufgespannten
Parallelogramms (Abbildung 1.2). Gilt AABC = 0, so sind A, B und C affin abhéngig,
das heift, je einer der drei Punkte liegt in der affinen Hiille der anderen beiden. Wir
wollen in diesem Fall sagen, daf M = (A — C, B — C) ein entartetes Parallelogramm
aufspannt (Abbildung 1.2).

Beispiel 1.1.4. (Die Determinante AABCD.)

Gegeben seien vier Punkte A = (24,94, 24 )T, B = (zB,yB, 2B )T, C=(xc,yc, zo
D = (zp,yp, 2D )T des affinen Raums. Diese vier Punkte sind genau dann affin un-
abhéngig, wenn die Vektoren A — D, B — D, C — D linear unabhéngig sind, und in
diesem Fall gilt

)T

Y

TA YA RA

AABCD := | ¥B YB #B
rco Yo =zc

p YD ZD

£0. (1.6)

U G G W WY



Abbildung 1.2: Dreieck ABC und von B = (A — C, B — C') aufgespanntes Parallelo-
gramm (links); entartetes Dreieck A’B’C’ (rechts)

Es ist AABCD > 0 genau dann, wenn B = (A — D,B — D,C — D) eine positiv orien-
tierte Basis des R? ist, und AABCD ist gerade das (positive) Volumen des von B auf-
gespannten (dreidimensionalen) Parallelepipeds. Sind A, B, C' und D affin abhéngig, so
gilt AABCD = 0. Wir sagen in diesem Fall, daB M = (A—D,B—D,C — D) ein
entartetes Parallelepiped aufspannt.

Entwickeln wir die Determinante in (1.6) nach der z-Spalte, so erhalten wir

TrAa YA zA

1
AABCD — | B ¥B 2B 1
rc Yo zc 1

1

p YD 2D

g yp 1 A ya 1 A ya 1 A ya 1
zalzc yo 1 |—z2|xc yo 1|+zc|x2p yp 1 |—2p| 2 yp 1
xp yp 1 xp yp 1 zp yp 1 o yo 1

= 24 ABCD — 2z AACD + z2c AABD — zp AABC

— ( ABCD —-AACD AABD —AABC )| P |. (A)

Die Beziehung (A) liefert einen Zusammenhang zwischen der Eckenmenge V(Q) = { v; =
(vi,z)"} von Q und der Knotenmenge V(G) = {v; = (ai,4;)" } des zugehorigen
Polyedergraphen G: Die Koeffizienten des Vektors (ABC D, —AACD,AABD,—-AABC)
sind die Determinanten der durch je drei der vier Punkte A, B,C, D € V(G) bestimmten
erweiterten Koordinatenmatrizen.



Lemma 1.1.5. (Durch eine Kante e € E(Q) bestimmte Ungleichung.)

Sei Q ein beschrinktes dreidimensionales konvexes Polyeder und G ein zugehdriger
Polyedergraph. Sei E 3 e = 017 eine Kante von Q, seien f, f die beiden Facetten, die
die Kante e gemeinsam haben, seien U3 € f, U4 € f zwei von U1, Uy verschiedene Ecken,
die so bezeichnet seien, daff B = (01 — Uy, V2 — V4,03 — Vg ) eine positiv orientierte Basis
des R? ist. Sei V(Q) 2 ©; = (xi,yi,2)7, i = 1,2,3,4, und sei V(G) > v; = (x4,y;)7
der zur Ecke v; korrespondierende Knoten von G(Q). Dann gilt

AV 1U20304 = (A’UQ’U?,’U4) 21 — (A1111)31)4) 29 + (A1)11)2114) 23 — (Avlvgvg) z4 > 0. (Al)

Beweis. Die Punkte v1, v2, U3, 4 liegen nicht in einer Ebene, denn sonst wiirde e in dieser
Ebene liegen, wire also keine Kante. Av1020304 > 0 folgt nun mit der Konstruktion und
der Definition einer positiv orientierten Basis. O

Jede I_(ante e = 0102 von () bestimmt also bei entsprechender Wahl von Ecken 03 € f,
04 € f eine oder mehrere Ungleichungen der Form (A;).

Lemma 1.1.6. (Durch vier Ecken einer Facette f € F(Q) bestimmte Gleichung.)

Sei F' 3 f eine Facette von @Q mit mindestens vier Ecken und seien vy, Vo, V3,04 vier
paarweise verschiedene, in f liegende Ecken. Sei V(Q) > v = (w4, yi,2)7, 1 =1,2,3,4,
und sei V(G) > v; = (x4,y;)T der zur Ecke v; korrespondierende Knoten von G(Q).
Dann gilt

AV V90304 = (Avgvgm) 21 — (AU1U3U4) 29 + (A7)11)2v4) 23 — (Avlvzvg) z4 = 0. (Ao)

Beweis. Die Ecken vy, 02, 03,74 liegen in einer Ebene, sind also affin abhingig. Damit
folgt Av1090304 = 0. ]

Je vier Ecken einer Facette von @ bestimmen also eine Gleichung der Form (A).

Vereinbarung. Aufgrund der eineindeutigen Beziehung V(Q) 3 v < v € V(G) wollen
wir im folgenden, sofern keine Verwechselung auftreten kann, sowohl die Ecken von @
als auch die Knoten von G mit v (bzw. w,u,v;, A, B u.i.) bezeichnen.

Problemstellung

Gegeben sei eine planare Einbettung I'(G) mit konvexen Innengebieten eines 3-zusammen-
hingenden planaren Graphen G mit Knotenmenge V(G) und Kantenmenge E(G). Sei
@ eine Realisierung von I'(G) mit Eckenmenge V(@) und Kantenmenge E(Q), und sei
F(Q) = F5(Q) + F4(Q) die Menge der Facetten von @, mit

F5(Q) :={f € F| f hat genau drei Ecken },

. . (1.7)
Fy(Q) :={ f € F | f hat mindestens vier Ecken },

und sei F(G) = F3(G) + F4(G) die Menge der korrespondierenden Gebiete von G.
Je vier Ecken von @), die entsprechend Lemma 1.1.5 durch eine Kante e € FE(Q) be-
stimmt werden, resultieren in einer Ungleichung der Form (A;). Die Koeffizienten aller



Abbildung 1.3: Konfiguration ( P, T},T5) und eine Realisierung @ [9]

durch die Kantenmenge E(Q) bestimmten Ungleichungen fassen wir in einer Koeffi-
zientenmatrix K7 zusammen und erhalten so ein lineares Ungleichungssystem

Kiz>0. (1.8)

Je vier Ecken einer Facette f € Fy(Q) bestimmen nach Lemma 1.1.6 eine Gleichung
der Form (Ap). Die Koeffizienten aller durch die Menge F;(Q) erhaltenen Gleichungen
fassen wir in einer Koeffizientenmatrix K zusammen und erhalten auf diese Weise ein
homogenes lineares Gleichungssystem

Koz=0. (1.9)

Die Matrizen K7 und K fassen wir zusammen in der Koeffizientenmatrix K = ( Kl >7
0

und wir erhalten insgesamt das Ungleichungssystem

[Klz>0 }

Koz =0 (1.10)

Eigenschaften der Matrix K sollen in der vorliegenden Arbeit untersucht werden.

1.2 Wissenschaftlicher Kontext

Die Matrix K wurde erstmals eingesetzt bei MARLIN und TOUSSAINT [9], die sich
mit der Frage beschiftigen, ob eine gegebene Konfiguration ( P,71,7% ), bestehend aus
einem streng konvexen planaren Polygon P und zwei kantendisjunkten Triangulierungen
T; und T, von P eine Realisierung als konvexes Polyeder @ besitzt. (Ein einfaches
Beispiel ist in Abbildung 1.3 dargestellt.) Existiert eine Realisierung @, so besitzt @
ausschlieBlich dreieckige Facetten. Die Untersuchungen von [9] resultieren also in einem
echten Ungleichungssystem K z > 0. Eine n#here Beschreibung der Problemstellung
in [9] findet sich in Anhang B, wo auch ein Vergleich mit dem uns in dieser Arbeit
beschiéftigenden Problem aufgestellt wird.



2 Grundbegriffe

Wir stellen in diesem Kapitel einige im weiteren benétigte Sétze und Definitionen aus
der Graphentheorie, Polyedertheorie und Linearen Optimierung zusammen. Die Begriffe
in Abschnitt 2.1 folgen der Terminologie von [3]; fiir die Begriffe in Abschnitt 2.2 haben
wir [13] konsultiert. Andere Quellen sind explizit an den betreffenden Stellen genannt.

2.1 Graphentheorie

Ein (schlichter) Graph' G ist ein Paar G = (V, E), V eine Menge, die Menge der Knoten
von G, £ C (‘2/), die Menge der Kanten von G.

Vereinbarung. Wir nehmen im folgenden stets an, daf§ die Elemente von V unter-
scheidbar indiziert oder numeriert seien, verzichten an dieser Stelle aber auf eine formelle
Definition der Knotennumerierung und verweisen auf [12].

Gilt e = {u, v }, so schreiben wir kurz e = uv (= vu ). In diesem Fall heiflen die Knoten
u und v adjazent oder benachbart. Gilt v € e, so sagen wir v und e sind inzident, oder
v inzidiert mit e, und e inzidiert mit v. GG heif3t endlich, wenn V endlich ist. Im folgenden
betrachten wir nur endliche Graphen. Wir setzen n := |V|, m := |E|. Die Menge

N(v) :={w €V |uund v sind adjazent } (2.1)

heifit Nachbarschaft von v. Fiir endliche Graphen ist der Grad eines Knotens v definiert
als degv := |N(v)|. Fiir die Summe der Knotengrade gilt die Beziehung

n

> degv = deguv; = 2|E| = 2m. (2.2)

veV i=1

Zwei Graphen G, G2 heiflen isomorph, und wir schreiben G >~ G9, wenn eine bijektive
Abbildung I : V(G1) — V(G2) existiert, fiir die gilt: Zwei Knoten u, v sind genau dann
adjazent in G, wenn ihre Bilder I(u), I(v) unter I in Gy adjazent sind. Aquivalent dazu:
G1 und Gy sind isomorph, wenn eine inklusionserhaltende Bijektion [ : V(G1)UE(G1) —
V(G2) U E(G3) existiert.

Ein Teilgraph G' von G = (V, E) ist ein Graph G’ = (V/, E’') mit V' CV und E' C E.
Sind G = (V,E), V! C V, soist G — V' der Teilgraph von G, der durch Loschen der

! Tn dieser Arbeit betrachten wir nur schlichte Graphen, also Graphen in der Terminologie von [3]
und [12]: Es treten keine Schlingen oder Mehrfachkanten auf.



Abbildung 2.1: Der Graph K4

Knoten v € V’ und aller zu einem Knoten aus V' inzidenten Kanten entsteht. Der Graph
G + v entsteht durch Hinzufiigen eines Knotens v zur Knotenmenge von G, der Graph
G + € durch Hinzufiigen einer Kante € zwischen zwei nichtadjazenten Knoten.

Der Weg Py ist der Graph P, = (V, E),

V = {vo,vl,...,vk},

2.3
E:{el,...,ek|ei:vi,1vi,i:1,...,k‘}. ( )

Die Knoten vg und v heilen Randknoten von Py, alle anderen Knoten heiflen innere
Knoten. Der Kreis C} ist der Graph Pp_1 + €, € = vp_1vg.

Ein u-v-Weg in G ist ein Teilgraph von G, der ein Weg mit Randknoten w und v ist.
Zwei u-v-Wege P’, P" heilen knotendisjunkt, wenn V(P') NV (P") = {u,v }. Ein Kreis
in G ist ein Teilgraph von G, der ein Kreis ist. Wege und Kreise sind durch Angabe ihrer
Knoten in der Reihenfolge des Durchlaufens eindeutig bestimmt, und wir schreiben in
diesem Fall kurz P = (vo,...,vx ) bzw. C = (vy, ..., v ).

Ein Graph G heifit zusammenhdngend, wenn fiir alle u,v € V ein u-v-Weg in G existiert.
Fin Graph G mit mindestens k& + 1 Knoten heifit k-zusammenhdngend, wenn fiir alle
V' CV mit |V'| =k — 1 der Graph G — V’ zusammenhéngend ist.

Es gibt bis auf Isomorphie genau einen 3-zusammenhéingenden Graphen mit n = 4
Knoten, den vollstéindigen Graphen mit 4 Knoten, K4 (Abbildung 2.1), fiir den gilt:

1. Ky ist der kleinste schlichte Graph, der 3-zusammenhéngend ist.

2. Ky ist der grofite vollstandige Graph, der planar ist.



Die Charakterisierungen "kleinster” bzw. ”gréfiter” beziehen sich dabei jeweils auf die
Knotenzahl n = 4.

Eine ebene Darstellung (oder Zeichnung) T'(G) eines Graphen G = (V,FE) ist eine
Abbildung I' : V U E — R? mit folgenden Eigenschaften:

1. Die Knoten v € V werden injektiv auf Punkte des R? abgebildet.

2. Die Kanten e € E werden auf paarweise verschiedene einfache Bogen abgebildet,
so daf} fiir £ 5 e = uv die Randpunkte des Bogens I'(e) gerade den Bildern I'(u)
bzw. I'(v) entsprechen.

3. Kein Bild eines Knotens befindet sich im Inneren eines einfachen Bogens:
r(V)NI(E) =0, (2.4)

mit T(E) := {T'(e) :=T(e) \ {T(v),T(v)} |uv =€ € E}.

4. Zwei einfache Bogen I'(e), I'(e’) schneiden einander in ihrem Inneren in héchstens
endlich vielen Punkten:

L)) ={z1, ...,z cR* | ke Ng}. (2.5)

Eine geradlinige Darstellung von G ist eine ebene Darstellung, in der die Bilder der
Kanten von G Geradenabschnitte (Strecken) sind. Ist G endlich, so existiert immer eine
geradlinige (aber nicht notwendigerweise iiberkreuzungsfreie) Darstellung von G.

Gilt I'(e) NI(¢’) = 0 fiir alle e, ¢’ € E(G), so heiBt I'(G) planare Einbettung. Ein Graph
G, der eine planare Einbettung besitzt, heifit planarer Graph.

Ist G ein (endlicher) planarer Graph, und ist I'(G) eine planare Einbettung von G, so teilt
I'(G) die Ebene in eine eindeutige Anzahl p € N offener, paarweise disjunkter Mengen

J1 f3o s fp C RZ:
RN\{T(V)UTL(E) } = {1, f2, - [y} (2.6)

wobei genau ein f; € { f1, f3, ..., f, } unbeschrénkt ist. Sei ohne Beschrénkung f;, unbe-
schrinkt. Die Menge

F(G):={ f1, fas s fp }, fi = f}, der AbschluB von f,i=1,...,p, (2.7)

heifit die Menge der Gebiete von G. f, heifit Aufiengebiet von G, die Gebiete f1, ..., fp—1
heiflen innere Gebiete oder Innengebiete von G. Mit p wollen wir im folgenden die Anzahl
der Gebiete von G bezeichnen: p = |F(G)|.



Satz 2.1.1. (EuLERsche Polyederformel.)
Sei G ein (zusammenhingender und endlicher) planarer Graph, gegeben durch eine pla-
nare Einbettung I'(G), und seien n = |V|, m = |E|, p = |F|. Dann gilt:

n+p=m-+2. (2.8)

Satz 2.1.2. (FAary 1948 [7].)
Jeder 3-zusammenhdngende planare Graph besitzt eine geradlinige planare Einbettung.

Satz 2.1.3. (TuTTE 1960 [7].)
Jeder 3-zusammenhdngende planare Graph G besitzt eine planare Einbettung, so dajf$ alle
inneren Gebiete von G konvexr sind.

Ist I'(G) eine planare Einbettung mit konvexen Innengebieten, so nennen wir I'(G)
konvezre Einbettung von G.

Satz 2.1.4. (WHITNEY 1933 [7].)
Ein 3-zusammenhdngender planarer Graph G besitzt genau eine planare Einbettung I'(G).

Vereinbarungen

1. Ist ein Graph G durch eine planare Einbettung I'(G) gegeben, so bestimmt T’
ebenfalls eine Inzidenz zwischen Knoten und Gebieten sowie zwischen Kanten und
Gebieten. Fiir v € V bzw. e € E und f € F wollen wir sagen, v bzw. e und f
inzidieren, und wir schreiben

ve fbzw. ec f, (2.9)

wenn I'(v) bzw. I'(e) zum Rand von f gehort oder im Inneren von f liegt. Diese
Inzidenz ist im allgemeinen keine Invariante des Graphen GG, sondern abhéngig von
der konkreten Einbettung I'(G). Nach dem Satz von WHITNEY (Satz 2.1.4) ist die
Inzidenz von Knoten und Gebieten bzw. Kanten und Gebieten fiir 3-zusammen-
héngende Graphen eindeutig.

2. Ferner wird durch eine planare Einbettung I" genau ein Gebiet von G als Auflen-
gebiet ausgezeichnet. Wir sagen v € V(G) ist ein duflerer Knoten von G bzw.
e € E(G) ist eine duflere Kante von G, wenn I'(v) bzw. I'(e) im Auflengebiet von
G (beziiglich T') liegt. Im gegenteiligen Fall sprechen wir von inneren Knoten bzw.
inneren Kanten von G.

3. Die in dieser Arbeit betrachteten Graphen G sind stets planar und 3-zusammen-
hingend. Wir machen ab jetzt die Annahme, dafi G gegeben ist durch eine konvexe
Einbettung I'(G). Wir identifizieren deshalb im weiteren G und T'(G).
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2.2 Polyedertheorie und Lineare Optimierung

Seien a' = (a’l,a’z,...,a%)T eR", a = (a,az,....,0,) € RN\{0}, d # a, B € R.
Die Mengen
L(d';a):={Xd +(1-XN)a|XeR} CR",
R(d',a) :={d +Xa| e Rt} CR", (2.10)
[d;a]:={Xd +(1—=X)a|X€[0,1]} CR"
heiflen affine Gerade bzw. affine Halbgerade bzw. affine Strecke [11]. Die Mengen
H(a,B):={z €R"|(a,z) =0} CR",
H+(a B)={zeR"|(a,x) =B} CR", (2.11)
H (a,8) :={xzeR"|(a,z) < B} CR"

heiflen affine Hyperebene H(a,3) bzw. (zu H gehoriger) positiver abgeschlossener Halb-
raum H™T (a, 3) bzw. (zu H gehériger) negativer abgeschlossener Halbraum H ™ (a, 3) [11].

Ein konvexes Polyeder P ist der Schnitt einer endlichen Menge von abgeschlossenen
Halbrédumen:

k
P= ﬂH ai,Bi) ={z eR" | Az <b} =: P(A,D),
1

a

" o e o g; (2.12)
A= " | = : : eRF" b= 7 | eRF.

ax Qg1 Qgp B

Ein konvexes Polyeder P ist also die Lésungsmenge eines linearen Ungleichungssystems.
Die Dimension von P ist definiert als dim P := dim(aff P). Ist dim P = k, so nennen
wir P auch konvexes k-Polyeder. Ein konvexes Polyeder P C R"” heifit eigentlich, wenn
dim P = n.

Seien P(A,b) C R" ein konvexes Polyeder, H(a,3) = {z € R" | az = B} C R»
a € R"™\{0}, 8 € R, eine Hyperebene. Die Ungleichung

ar < 3 (2.13)

heiit fiir P giiltige Ungleichung, wenn ax < f3 fiir alle 2 € P, wenn also P C H~(a, 3).
Ist (2.13) eine fiir P giiltige Ungleichung, so heifit

F:=PNH={xePlaxr=p3} (2.14)

Seite von P. Die leere Menge () und P selbst sind Seiten von P und werden uneigent-
liche Seiten genannt. Alle anderen Seiten heiflen eigentliche Seiten. Eine Seite F' eines
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konvexen Polyeders P ist selbst wieder ein konvexes Polyeder, und dim F' = dim(aff F").
Seiten von P der Dimension 0, 1 und dim P — 1 heiflen Ecken, Kanten bzw. Facetten von
P. Fiir die Mengen der Ecken, Kanten bzw. Facetten von P schreiben wir V(P), E(P)
bzw. F(P).?

Zwei konvexe Polyeder P, ) mit dim P = dim @ heiflen kombinatorisch dquivalent, und
wir schreiben P ~ (), wenn eine inklusionserhaltende Bijektion zwischen den Seiten von
P und @ existiert.

Ein konvexes Polyeder P C R™ heif3t beschrinkt, wenn M € R™, R > r > 0 existieren mit
PCB(M,r):={zeR"||lz—M| <r}. (2.15)

Ist ein konvexes Polyeder P beschrénkt, so ist es darstellbar als die konvexe Hiille seiner
FEcken:

P = conv(V(P)) = conv({vi,ve, ..., 04 }) . (2.16)

Die konvexe Hiille von n + 1 affin unabhingigen Punkten vg,v1,...,v, des R™ heifit
(n-dimensionales) Simplex T™:

T :=T"(vo, v1, ..., vp) := conv({ vo,v1, ..., vn }) . (2.17)

Wir sagen auch, vg,vy,...,v, spannen das Simplex T™(vg, v1,...,v,) auf. In Kapitel 1
haben wir auch affin abhéngige Punkte betrachtet. Sind vg,v1,...,v, n + 1 affin ab-
héngige Punkte des R™, so verschwindet die Determinante Awvgv; - - - v, der erweiterten
Koordinatenmatrix M (vg, v1, ..., v,). Wir wollen in diesem Fall sagen, dafl die Punkte
Vo, V1, ..., Uy, €in entartetes Simplex T™(vg, v1, ..., vy ) aufspannen.

Das k-Gertist eines konvexen [-Polyeders @, k < [, ist die Menge seiner Seiten der
Dimension < k. Das 1-Geriist eines konvexen Polyeders @ ist also die Menge seiner
Ecken und Kanten. Das 1-Geriist von @ bestimmt einen Graphen G(Q), den Graphen
von @ [8]. Ein Graph G heiit Polyedergraph, wenn G isomorph ist zum Graphen G(Q)
eines beschriankten konvexen Polyeders [1].

Satz 2.2.1. (Barinski ([13], [8], [4]).)
Der Graph G(Q) eines konvexen k-Polyeders Q, k > 3, ist k-zusammenhdngend.

Satz 2.2.2. (STEINITZ ([13], [8], [4]).)
Ein Graph G ist genau dann isomorph zum Graphen G(Q) eines konvezen 3-Polyeders,
wenn er planar und 3-zusammenhdngend ist.

Vereinbarung. Die in dieser Arbeit betrachteten Polyeder @) sind beschrinkte drei-
dimensionale konvexe Polyeder, und wir sagen im folgenden dafiir kurz ”Polyeder”. Die
zugehorigen Graphen G(Q) sind nach dem Satz von STEINITZ (Satz 2.2.2) stets planar
und 3-zusammenhéngend. Wir sagen im folgenden kurz ”Graph” oder ”Polyedergraph”.

2 In dieser Arbeit betrachten wir nur konvexe 3-Polyeder. Diese haben (eigentliche) Seiten der
Dimension 0,1 und 2, dies sind gerade die Ecken, Kanten und Facetten von P.
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3 Die Matrix K

Wir kommen nun zur Untersuchung der Koeffizientenmatrix K. In Abschnitt 3.1 die-
ses Kapitels betrachten wir, ausgehend von einem Beispiel, die Struktur der Matrix K
und erhalten erste Ergebnisse hinsichtlich ihrer Zeilen, Spalten und Nichtnull-Eintrige.
Abschnitt 3.2 ist dem Graphen G4 (= K4) gewidmet. Dessen Realisierung ist gerade
das Simplex T3(A, B,C, D), und K(Gy) ist eine Matrix mit sechs identischen Zeilen.
Wir geben eine geometrische Interpretation der Ungleichung

AABCD = 24 ABCD — 25 AACD + zc AABD — zp AABC > 0. (A1)

In Abschnitt 3.3 gehen wir der Frage nach, wann in Ky mehrfach identische Zeilen auf-
treten. Abschnitt 3.4 untersucht mogliche Redundanz in der Matrix K. Abschnitt 3.5
widmet sich der Frage, welche Aussagen mithilfe der Dualitéit der Linearen Optimie-
rung iiber K gewonnen werden konnen. Abschnitt 3.6 schliellich enthélt einen Ansatz,
Kiz>0
K(] z=0
Gleichungen und Ungleichungen zu verkleinern.

das System [ } durch zusétzliche Restriktionen und Streichen redundanter

3.1 Erste Eigenschaften der Matrix K

Wir betrachten in diesem Abschnitt die Struktur der Matrix K. In Abbildung 3.1 sind
die Graphen G4, G52, Ggs und Ggs dargestellt.!

Beispiel 3.1.1. (Die Matrix K(Ggs).)
Wir demonstrieren die Ermittlung der Matrix K am Graphen G = Ggs mit

V(G)={A,B,C,D,E,F},

E(G) = {AB,AD, AE, AF, BC, BE,CD,CF, DF,EF },
F(G) = {ABCD, AEB, ADF, AFE,BEFC,CFD}
F4(G) = {ABCD,BEFC'}.

(3.1)

Zuerst soll die Untermatrix K; durch Betrachtung der Kantenmenge F(G) bestimmt
werden. Wir betrachten die Kante e = vivg = AB. Es gilt mit den Bezeichnungen aus

! Es existieren fiir n = 4, 5, 6 bis auf Isomorphie genau 1, 2 bzw. 7 Polyedergraphen [8]. Diese insgesamt
zehn Graphen und die zugehorigen Matrizen K sind in Anhang A aufgefiihrt. Die in den folgenden

Abschnitten als Beispiele herangezogenen Graphen sind bis auf zwei Ausnahmen (R,—1, G ) dieser
Menge entnommen.
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Abbildung 3.1: Vier Polyedergraphen

Lemma 1.1.5

— ABCD,
j: (3.2)
F= AEB,
und somit v3 € { C, D }, vy = E, und wir erhalten die beiden Ungleichungen
AABCE >0,
(A1(AB))
AABDE > 0.

Entwicklung der Determinanten AABCFE und AABDFE nach der z-Spalte ergibt das
Teilsystem

(ABC’E —AACE AABE 0 —AABC O) zc

ABDE —-AADE 0  AABE —AABD 0 >0. (A(AB))

Wir betrachten die Kante e = vjvg = AD. Es gilt f = ADF, f = ABCD, vy = F,
vg € { B,C'}, und wir erhalten die Ungleichungen
AADFB = AABDF >0,

(A1(AD))
AADFC = AACDF > 0

14



und damit das Teilsystem

—AADF 0 AABF 0

ABDF
< ~AADF AACF 0 (A1(4AD))

~AABD N\
ACDF 0 N

—AACD

Wir fahren mit der Betrachtung der Kanten von G fort. Tabelle 3.1 fafit das Ergebnis
zusammen. Somit erhalten wir das Teilsystem K;(Ggs) z > 0, mit

K1(Ggs) =

ABCE
ABDE
ABDF
ACDF
—ABEF
—ADEF
ABCE
ABCF

0

0
ABCE
—ABEF
ACDF

0

0

0
ACDF
—ABEF
—ACEF

—AACFE
—AADFE
—AADF

AAEF

—AACE
—AACF
ACDE
ACDF
—AACE
AAEF

ACDF
ACDF

AAEF
0

AABE
AABF
—ABDE
—ABDF
AABE
0
—AADF
—ABDF
—ABDF
ADEF
—AADF
0
AAEF

0
AABE
AABF
AACF

0
AAEF

0

0
ABCE
ABCF

AACF
ABCF
ABCF
—ACEF
AACF
0
0

—AABC
—AABD
0
0
—AABF
—AADF
—AABC

—ABCD

—AABC
—AABF
0
0
0
ACDF
0
—AABF
—AACF

0

0
—AABD
—-AACD
AABE
AADE

0
—AABC

0
—ABCD

0
AABE
—AACD
—ABCD
—ABCD
—ACDE
—AACD
AABE
AACE

(3.3)

Wir ermitteln jetzt die Untermatrix Kg. Ggs besitzt genau zwei Gebiete mit jeweils vier
Knoten. Alle anderen Gebiete des Graphen sind dreieckig. Q(G) hat dementsprechend
zwel Facetten mit vier Ecken und sonst nur dreieckige Facetten. Mit Lemma 1.1.6
erhalten wir die beiden Gleichungen

AABCD =0,

ABCEF =0. (Ao(F4)

Entwicklung der Determinanten AABCD und ABCEF nach der z-Spalte ergibt das
Teilsystem Ky(Ggs) z = 0, mit

Ko(Ges) =
ABCD —-AACD AABD —-AABC 0 0 (3®
0 ACEF —ABEF 0 ABCF —-ABCE |- ’
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e / / vz 4 Ay
AB ABCD AEB C FE ABCE >0
D E ABDE >0
AD ADF ABCD F B ABDF >0
F c ACDF >0
AFE AEB AFFE B F —ABEF >0
AF AFFE ADF E D —ADEF >0
BC ABCD BEFC A E ABCE >0
A F ABCF >0
D E BCDE >0
D F BCDF >0
BFE BEFC AEB c A ABCE >0
F A —ABEF >0
CD ABCD CFD A F ACDF >0
B F BCDF >0
CF CFD BEFC D B BCDF >0
D ) CDEF >0
DF ADF CFD A C ACDF >0
EF BEFC AFE B A —ABEF >0
C A —ACEF >0

Tabelle 3.1: Aus E(Ggs) resultierende Ungleichungen
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Als Endergebnis erhalten wir die Matrix K = K(Ggs) = ( K

20
21

K(Ggs) =

ABCE
ABDE
ABDF
ACDF
—ABEF
—ADEF
ABCE
ABCF

0

0
ABCE
—ABEF
ACDF

0

0

0
ACDF
—ABEF
—ACEF

ABCD
0

—AACE
—AADFE
—AADF
0
AAEF
0
—AACE
—AACF
ACDE
ACDF
—AACE
AAEF
0
ACDF
ACDF
0
0
AAEF
0

—AACD
ACEF

AABE
AABF
—ABDE
—ABDF
AABE
0
—AADF
—ABDF
—ABDF
ADEF
—AADF
0
AAEF

AABD
—ABEF

0
AABE
AABF
AACF

AAEF

ABCE
ABCF

0

0
AACF
ABCF
ABCF
—ACEF
AACF

0

0

—AABC
0

—AABC
—AABD

—AABF
—AADF
—AABC

—ABCD

—AABC
—AABF
0
0
0
ACDF
0
—AABF
—AACF

0
ABCF

—AABD
—AACD
AABE
AADE

—AABC

—ABCD

AABE
—AACD
—ABCD
—ABCD
—ACDE
—AACD

AABE

AACE

0
—ABCE

(3.5)

Analoge Betrachtungen konnen fiir die Graphen Gy, G52 und Ggg gefiihrt werden. Fiir die

Mengen V, E, F und Fy dieser Graphen gilt

F(Gy

(Ga)
(Ga)
(Ga)
(Ga)

Gy

V(Gy) ={A,B,C,D},
={AB,AC,AD,BC,BD,CD},
={ABC,ADB,ACD,BDC'},
=0 = Ko(G4):®;
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ABC, ADB, ACE, AED, BDC,CDE'},
= KO(G52) = @;

(3.6)

(3.7)



Avacu-DaEyF}u

{

— {AB, AC, AD, AF, BC, BD, BE,CE,CF, DE, DF,EF },
{ (3.8)
0

ABC,ADB,ACF,AFD, BEC, BDE,CEF,DFE},
= K()(G63) = @

Die Matrizen K1(G), G = G4, G52, Ggs, fithren wir an dieser Stelle nicht an, sondern
verweisen auf Anhang A. Die Matrix K ist fiir diese drei Beispielgraphen jeweils leer.

Lemma 3.1.2. (Eigenschaften der Matrix K.)

Sei G ein Polyedergraph mit n > 4 Knoten. Sei K = (gl ) die aus der Betrachtung
0

der Mengen E(G) und Fy(G) gewonnene Koeffizientenmatriz. Dann gilt:

1. K hat genau n Spalten.
2. K hat in jeder Zeile genau vier Nichtnull-Fintrdge.

3. Fiir jede Zeile ¢; = (¢, ..., Cin ) von K gilt
n
> ey =0, (3.9)
j=1

Beweis.

1. Die Spaltenzahl von K entspricht genau der Zeilenzahl von z, also der Anzahl der
Ecken von @, n = |V (Q)|.

2. Je Zeile werden jeweils genau vier Ecken von () betrachtet, so daf§ genau die zu
diesen Ecken korrespondierenden Elemente in K7 bzw. Ky von Null verschieden
sind.

3. Seien A, B,C,D € V(G) die vier in einer beliebigen Zeile von K betrachteten
Punkte des R?. Mindestens drei dieser vier Punkte sind nicht kollinear. Seien diese
drei Punkte so mit A, B,C bezeichnet, daf sie, zyklisch im Gegenuhrzeigersinn
durchlaufen, das Dreieck ABC definieren und dafl der Punkt D auf einer der
Positionen D;, i = 0,1, 2, 3, liegt (Abbildung 3.2). Dann gilt

AABC = ABCD — AACD + AABD

3.10
< 0=ABCD - AACD + AABD — AABC'. (8.10)

Dieses Ergebnis bleibt auch giiltig bei Umindizierung, was an dieser Stelle nicht
gezeigt werden soll.

O]
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Abbildung 3.2: Die orientierten Flidcheninhalte Auvw, v # v # w € {A,B,C,D},
addieren sich zu Null

Lemma 3.1.3. (Leere Matrix Kj.)
Ky ist genau dann leer, wenn Q) ausschlieflich dreieckige Facetten besitzt.

Beweis. @) besitze nur dreieckige Facetten. Dann existiert keine Facette mit vier oder
mehr Ecken, also auch keine Gleichung

AvD1U20304 = 0. (AO)

Sei umgekehrt Ky leer. Dann gibt es keine vier Ecken, die auf einer Facette liegen.
Da Facetten eines 3-Polyeders mindestens drei Ecken besitzen, sind alle Facetten von )
dreieckig. O

Lemma 3.1.4. (Anzahl der Zeilen von Kj.)

Das Polyeder Q@ habe genau py = |Fy(Q)| Facetten mit vier oder mehr Ecken. Dann
besitzt Ko mindestens py Zeilen. Sind alle Facetten von @ viereckig, so besitzt Ky genau
po Zeilen.

Beweis. Fiir jede viereckige Facette f = v1020304 haben wir genau die Ecken vy, v, U3, U4
fiir die Gleichung

Av1090304 = 0 (Ao)

zur Auswahl. Fiir eine Facette mit mehr als vier Ecken erhalten wir mindestens zwei
Gleichungen der Form (Ay). O
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Satz 3.1.5. (Eigenschaften der Matrix Kj.)
Sei G ein Polyedergraph mit n > 4 Knoten. Sei Ky die Untermatriz der aus der

Betrachtung der Mengen E(G) und Fy(G) gewonnenen Koeffizientenmatriz K = ( gl > .
0

1. Fir jede Kante e erhalten wir genau t(e) := (k — 2)(k — 2) Ungleichungen. Dabei
sind k bzw. k die Knotenzahlen der beiden sich in e treffenden Gebiete f und f.

2. Die Matriz K hat genau ), t(e) Zeilen.

3. Hat G nur dreieckige Gebiete, so besitzt K1 genau m = 3(n — 2) Zeilen. In diesem
Fall erhalten wir fir jede Kante e € E(G) genau eine Ungleichung.

Beweis.

1. Sei e = vivy die Kante, in der sich die beiden Gebiete f und f treffen. v; und
vy sind sowohl Knoten von f als auch Knoten von f. Es bleiben also noch k — 2
Moglichkeiten, den Knoten vs € f zu wihlen, und k —2 Moglichkeiten fiir die Wahl
des Knotens vy € f.

2. Wir summieren iiber die Eckenmenge F und verwenden 1.

3. Fiir jede Kante e und die entsprechenden Gebiete f, f gilt: k = k = 3. Also enthiilt
K genau m = |E(G)| Zeilen. Wir zéhlen an jedem Knoten die adjazenten Gebiete
ab. Da jedes Gebiet genau drei Randknoten besitzt, erhalten wir

3p:Zdegv:2m, (3.11)
%

also p = 2m. Mit der EULERschen Polyederformel (2.8) ergibt dies: m = 3(n — 2).
O

Definition 3.1.6. (v € V(G) gegeniiberliegende Kanten.)

Seiv € V(Q) ein Knoten eines (planar eingebetteten) Graphen G, seien E(v) und F(v)
die Mengen der zu v inzidenten Kanten bzw. Gebiete, sei f € F(v) ein zu v inzidentes
Gebiet. Sei E(f) :={e1,e2,....,er } C E(G) die Menge der zu f inzidenten Kanten.

1. Genau zwei Kanten aus E(f) sind inzident zu v, seien dies ohne Beschrinkung
die Kanten ey, ea. Wir nennen die Menge

Ef(v) == E(f) = {ei,ea} (3.12)
die v beziiglich f gegeniiberliegenden Kanten.

2. Wir nennen die Menge

E(w):= J Ef() (3.13)

fer(v)

die v gegeniiberliegenden Kanten.
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Abbildung 3.3: An wievielen Ungleichungen ist der Knoten v beteiligt?

Lemma 3.1.7. (Nichtnull-Elemente in den Spalten von Kj.)

Der Graph G sei knotennumeriert: vy, v, ..., vn, und die j-te Spalte von K korrespon-
diere zum Knoten v;. Seien d := degv;, E(vj) := {ei1,ea,...,eq} die Menge der zu
vj inzidenten Kanten, F(v;) = { fi, f2,..., fa} die Menge der zu v; inzidenten Ge-
biete, E(vj) := {&1,@2,...,&, } die Menge aller v; gegeniiberliegenden Kanten. Sei ferner
F(vj) == {fi, f2, .., fr } die Menge aller Gebiete, die durch ein Element aus E(vj)
von einem Element aus F(v;) getrennt werden, und seien ki, ks, ..., k. die Knotenzahlen
dieser Gebiete.

Der Knoten vj € V(Q) ist beteiligt an der Betrachtung von genau
r —
S ote)+ > (ki—2) (3.14)
e€E(vj) 1
Ungleichungen der Form (A1), dies ist also die Anzahl der Nichtnull-Elemente in der
j-ten Spalte von K.
Beweis.

a) Sei v ein Knoten von G vom Grad d = degv (> 3). Dann ist v inzident zu ge-
nau d Kanten e, e, ...,eq und zu genau d Gebieten fi, fo,..., fg. Fiir jede Kante



e € E(v) werden genau t(e) Ungleichungen (Avivavzvgy > 0) mit v € {v1,va}
betrachtet. Die Menge E(v) der zu v inzidenten Kanten liefert also 3. p(,) t(€)
Ungleichungen, an denen v beteiligt ist.

b) Sei f € F(v) eines der in v aufeinandertreffenden Gebiete, und sei k die Knotenzahl
dieses Gebietes. f enthélt genau zwei Kanten aus der Menge E(v) und genau k — 2
nicht zu dieser Menge gehorige Kanten €, &y, ..., &, € E(v). Sei e € {3, ey, ..., ¢ }.
e trennt das Gebiet f von genau einem weiteren Gebiet f. Sei k die Eckenzahl des
Gebietes f. Fiir die Kante € werden genau k — 2 Ungleichungen ( Avivavzvg > 0)
mit v € {wv3, vy} betrachtet. Die Betrachtung der Menge F(v) der v gegeniiber-
liegenden Kanten ergibt also Y7 (k; — 2) Ungleichungen, an denen v beteiligt ist.

c) Ist e =vivg ¢ [E(v) UE(v)], so gilt v ¢ {1, v2,v3,v4 }.
0

Beispiel 3.1.8. Abbildung 3.3 zeigt den Teilgraphen eines nicht weiter bestimmten
Polyedergraphen G. Alle Knoten und Kanten, die keine Informationen enthalten be-
ziiglich der Frage, an wievielen Ungleichungen der Knoten v beteiligt ist, sind weg-
gelassen. Dargestellt sind die Mengen der zu v inzidenten Kanten F(v) und Gebiete
F(v), die Menge E(v) (blaue Kanten) und die Menge F(v) (blau unterlegte Gebiete).
v hat den Grad 5, ist also inzident zu genau fiinf Kanten und fiinf Gebieten, f1, fo, ..., f5,
mit jeweils k1 = 4, ko = 3, ks = 5, ky = 3, ks = 3 Knoten. Ferner gilt }E’ =8 = }F‘
F' enthilt fiinf Dreiecke, ein Viereck, ein 5-Eck und ein 6-Eck. Damit erhalten wir

r==8
S te)+ ) (ki—2)=[2+3+3+1+2]+[5+2+3+4]=25. (3.15)
ecE(v) 1

Der Knoten v ist also beteiligt an der Berechnung von insgesamt 25 Ungleichungen, und
K hat in der zu v gehorigen Spalte genau 25 Nichtnull-Elemente.

3.2 Der Graph K,

Wir betrachten jetzt den Graphen G4 und die zugehorige Matrix K (G4) (Tabelle A.1).
Gy ist gerade der vollstdndige Graph mit vier Knoten, K4. Das zugehorige Polyeder )
ist das Simplex T3(A, B, C, D) mit den vier Ecken A, B, C, D, so da8 fiir jede der sechs
Kanten von @ dieselbe Determinante AABC D betrachtet wird. (Die Matrix K ist leer,
denn @ enthélt nur dreieckige Facetten.) K;(G4) enthélt also sechs identische Zeilen:

ABCD —-AACD AABD —-AABC
ABCD —-AACD AABD -AABC
ABCD —-AACD AABD —-AABC
ABCD —-AACD AABD -AABC
ABCD —-AACD AABD —-AABC
ABCD —-AACD AABD -AABC

K(G1)=(Ki(Ga) ) = (3.16)
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Abbildung 3.4: Der Graph R,,_1

Abbildung 3.5: Der Graph G,
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Welche geometrische Interpretation erlaubt die Ungleichung

AABCD = 24 ABCD — 23 AACD + zc AABD — 2p AABC > 07 (A1)
Fiir die Dreiecke ACB, ADB, ACD und BDC gilt entsprechend Lemma 3.1.2

AABC = ABCD — AACD + AABD. (3.17)

Wir kombinieren Ungleichung (A;) und Gleichung (3.17) unter Beachtung der Vorzeichen
und erhalten

|ABCD|(zp —za) + |AACD|(zp —z) + |AABD|(zp — z¢) > 0. (3.18)

Wenn wir annehmen, dafl die von den Ecken A, B, C € V(Q) aufgespannte Ebene parallel
zur zy-Ebene liegt, also z4 = zp = 2o =: 2, so reduziert sich die Ungleichung (3.18) zu

Zp > %z. (3.19)

Allgemein gilt: Die Ecke des Polyeders Q, die zur Ecke D des Simplex T3(A, B, C, D)
korrespondiert, liegt im positiven offenen Halbraum, der durch die von A, B,C € V(Q)
aufgespannte Ebene gegeben ist.

Der Graph Gy ist ein Vertreter des als Rad [12] bezeichneten Graphen R,,—; = (V, E)
(Abbildung 3.4),

V={ADBy,...B,},

3.20
E:{ABi,i:Z...,TL, BiBiJrl,’L':Q,...,TL*l,BnBQ}. ( )

Das zugehorige Polyeder @ ist eine Pyramide mit (n — 1)-eckiger Grundfliche.

G ist ebenfalls der knotenminimale Vertreter einer Gruppe von Graphen G, = (V, E)
(Abbildung 3.5),

V= {A17A27B37 "'7Bn}7

. . _ (3.21)
EZ{AlAQ,AiBj, ’L:1,2,] :3,...,n, BiBi+17 7,:3,...,7’1,—1}.

Fiir n = 4 erhalten wir den bereits betrachteten Graphen G4 = K4 und als zugehoriges
Polyeder @ eine Pyramide mit dreieckiger Grundfliche. Fiir n = 5,6 erhalten wir die
Graphen Gsa, Ggo (Tabellen A.3, A.5). Q(G52) heiit Bipyramide ([13], [8]).

3.3 Mehrfach auftretende Ungleichungen im System K z > 0

Wir kehren noch einmal zuriick zu den in Abschnitt 3.1 vorgestellten Graphen G = Gy,
G52, Ggz und Ggs und den zugehorigen Matrizen K (G) (Tabellen A.1, A.3, A.6, A.B).
Wir bemerken, dafl mit Ausnahme des Graphen G = Gg3 die Matrix K;(G) mehrfach
identische Zeilen enthélt. Von diesen vier Graphen ist Ggs der einzige, der keinen Knoten
vom Grad 3 enthélt. In diesem Abschnitt werden wir einen Zusammenhang aufzeigen
zwischen den Knoten von G vom Grad 3 und mehrfach auftretenden Ungleichungen im
Teilsystem K7 z > 0.
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Abbildung 3.6: degw > 3: Alle Elemente von A;(w) sind paarweise verschieden

Lemma 3.3.1. (Knotengrad und mehrfache identische Ungleichungen.)

1. Seiw € V(G) mit degw = 3, sei N(w) = {wv1,va,v3} die Nachbarschaft von w,
und sei ohne Beschrinkung B = (w — vs,v; — v3,v3 — v3 ) positiv orientiert. Dann
tritt die Ungleichung ( Awvivavs > 0) dreimal im System Ky z > 0 auf, jeweils
einmal je Betrachtung der Kanten wvy, wvg, wus.

2. Sei w € V(G) mit degw > 3, N(w) = {v1,v2,03,...,v; }. Dann sind alle tber
E(w) :={wuv; |i=1,...,1} ermittelten Ungleichungen paarweise verschieden.
Bewess.

1. Sei e = wwy, sei

Aq(e) = { (Awviuiug > 0) |ug € f —{w,v1 },us € f —{w,v1}}  (3.22)

die Menge aller durch Betrachtung der Kante e ermittelten Ungleichungen. Die Ele-
mente von Aj(e) sind paarweise verschieden, und es gilt ( Awvijvavg > 0) € Aj(e).
Analog betrachten wir Aj(e) fiir e = wvg bzw. e = wwvs und erhalten ( Awwvyvsv; =
Awvivguy > 0) € Aq(wvz) bzw. (Awvsvive = Awvivgvs > 0) € Aj(wus).

2. Sei Aq(w) :==JA1(wu), u € {vy,v2,vs,...,v; }, die Mengen der iiber E(w) ermit-
telten Ungleichungen. Fiir ein beliebig gewihltes u € {1, v9,vs,...,v; } sind die
Elemente von Aj(wu) paarweise verschieden. Wir nehmen jetzt an, es gébe u; #
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Abbildung 3.7: Der Graph Ggs besitzt vier Knoten vom Grad 3

ug € {v1,v2,03,...,u } mit Aq(wuq) N Aq(wuz) # 0. Seien ohne Beschrinkung
u1 = vy, uz = vo. Dann gibt es einen Knoten v’ € V(G) mit

Aq(woy) 3 (sAwviveu’ > 0) € Ay(wwg), s € {1,-1}. (3.23)

Sei ohne Beschrinkung s = 1. Seien fi, fi, fo, f2 die in wv; bzw. wv, aufeinander-
treffenden Gebiete entsprechend Lemma 1.1.5 (Abbildung 3.6). Dann gilt

v2 € f1, fidu € fo, v1 € fo. (3.24)

Daraus folgt, dafi die Knoten w,vi,v2 in einem Gebiet liegen, und ebenso die
Knoten w,ve,u’ bzw. w,vy,u/, also dafl degw = 3, im Widerspruch zur Voraus-
setzung. Also gilt Aj(wui) N Aq(wug) = 0.

O

Wir stellen jetzt die Frage, ob es in einem Polyedergraphen benachbarte Knoten vom
Grad 3 gibt und welche Ungleichungen in einem solchen Fall resultieren. Fiir die folgen-
den Betrachtungen ist es sinnvoll, eine Unterteilung der betrachteten Graphen vorzu-
nehmen, und zwar in solche mit ausschliefllich dreieckigen Gebieten, also ( k1, k2, ..., kp ) =
(3,3,...,3) (dquivalent zu Fy(G) = 0), und solche, die mindestens ein nicht-dreieckiges
Gebiet besitzen. Graphen der ersten Gruppe heiflen auch Triangulierungen oder tri-
angulierte Graphen.

Graphen mit einem k-eckigen Gebiet (k > 3)

Beispiel 3.3.2. Wir ziehen noch einmal den Graphen Ggs (Abbildung 3.7) heran als
Beispiel eines Graphen mit k; > 3 fiir ein @ € {1,2,...,p}: Die Gebiete ABC'D und
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v Aq(v)

B AABCE >0
C ABCDF >0
D AACDF >0
E —AABEF >0

Tabelle 3.2: Ggs — Knoten vom Grad 3 und zugehorige Ungleichungen

BEFC haben jeweils vier Randknoten, alle iibrigen Gebiete sind dreieckig. Die Knoten
B,C, D und E haben jeweils den Grad 3, und es gibt drei Paare von adjazenten Knoten,
beide vom Grad 3, ndmlich (B,C), (B,E) und (C,D). Welche Ungleichungen wer-
den fiir die Knoten B,C, D und E ermittelt? Tabelle 3.2 enthilt die zu diesen Knoten
gehorigen Ungleichungen. Diese im System K (Ggs) z > 0 jeweils dreimal auftretenden
Ungleichungen sind also paarweise verschieden.

Lemma 3.3.3. (Benachbarte Knoten vom Grad 3.)
Sei G ein Polyedergraph mit einem k-eckigen Gebiet (k > 3).

1. Enthdlt G Knoten vom Grad 3, so wird fir jeden dieser Knoten eine andere
Ungleichung betrachtet.

2. G kann benachbarte Knoten vom Grad 3 enthalten.
Beweis.

1. Seien Ay, Ao zwei verschiedene Knoten vom Grad 3 mit jeweiliger Nachbarschaft
N(A;) ={B1,C1,D;1 } bzw. N(A3) = { Ba,C, Dy }. Wir nehmen an, dafl die fiir
A und Ay betrachteten Ungleichungen (bis auf das Vorzeichen) identisch sind,
also daf

AAB1C1D; = SAAQBQCQDQ, s € {1,—1}. (325)

Dann folgt As € {B1,C1,D; }, also sind A; und Ay benachbart. Sei ohne Be-
schrankung Ay = Bj. Dann folgt ebenfalls aus (3.25)

By,C3,Dy € {A1,C1,D1}
& {B2,C2, D2} ={A,C1, D }

(3.26)
& {A2,B2,Co, Do} = {A1,B1,C1,D1 }
&S G = Ky,
im Widerspruch zur Voraussetzung.
2. Dies ist gezeigt durch das vorangegangene Beispiel 3.3.2.
O
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Abbildung 3.8: Nur einer der Knoten wi,ws hat genauen Grad 3

Triangulierungen

Beispiel 3.3.4. (Der Graph Gj.)

Wir haben in Abschnitt 3.2 gesehen, daf§ im Falle des Graphen G4 (= K4) (Abbil-
dung 2.1) fiir jede Kante e € E(G4) dieselbe Ungleichung (AABCD > 0) ermittelt
wird, und es gilt Q = T3(A, B,C, D). Daher hat K1(G4) z > 0 sechs identische Zeilen.
Wir werden sehen, daf§ K;(G4) die einzige Matrix mit sechs identischen Zeilen ist.

Satz 3.3.5. (Triangulierte Graphen und Knoten vom Grad 3.)?
Sei G ein triangulierter Graph, w ein Knoten von G vom genauen Grad 3 mit Nachbar-
schaft N(w) = {v1,v2,v3 }. Dann gilt genau eine der folgenden zwei Alternativen:

1. G =Ky, und (dazu dquivalent) degv) = degve = deguvsz = 3;
2. degv >4, v e N(w).
Beweis. Sei G # K4 eine Triangulierung und seien wy # we € V(G) zwei Knoten vom

Grad 3. Wir nehmen an, da8 wy, wy benachbart seien. Seien f, f die beiden Gebiete, die in
der Kante e = wjwy aufeinanderstolen. Da G eine Triangulierung ist, gibt es genau zwei

2 Das Ergebnis von Satz 3.3.5 liefert eine Abschiitzung der maximalen Zahl von Grad-3-Knoten in einem
triangulierten Graphen und ebenfalls eine Methode, wie ein 3-zusammenhdngender Graph durch
Entfernen bestimmter Knoten vom Grad 3 ”verkleinert” werden kann. Diese Uberlegungen werden
in Anhang C weitergefiihrt.
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Knoten u # v € V(G) — {wy,wz } mit f = wjwau, f = wowv (Abbildung 3.8). Daraus
erhalten wir die Facetten f' = uvwy, [ = vuwy € F(Q) und die Kante ¢/ = uv € E(Q),
also Q = T3(wy,ws,u,v) und G = K4, im Widerspruch zur Annahme. O

Korollar 3.3.6. Ein 3-zusammenhdngender planarer Graph mit n > 5 Knoten und zwei
adjazenten Knoten, beide vom Grad 3, besitzt mindestens ein Gebiet mit mehr als drei

Knoten.

Satz 3.3.7. (Mehrfache Ungleichungen im System K; z > 0.)
Sei G ein 3-zusammenhdngender planarer Graph, und sei 01 := (Avivovsvy > 0) eine
im System Ky z > 0 enthaltene Ungleichung.

1. Ist G = Ky, so gilt Q = T3(vy,vo,v3,v4), 61 wird genau sechsmal ermittelt, und
K1(G) besteht aus sechs identischen Zeilen.

2. Gilt G # Ky, so wird §1 genau dann mehrmals ermittelt, wenn w € { vy, v, v3, v4 }
ein Knoten vom Grad 3 ist, und N(w) = {v1,v2,v3,v4 } —w =: {wy,ws,ws }.
Genauer gilt: Die Ungleichung ( sAwwijwaws > 0) =: 5§3) (w), s € {—1,1}, wird
genau dreimal betrachtet, jeweils einmal fiir jede der drei zu w inzidenten Kanten.

3. Gilt G # Ky, und sind wy, we zwei adjazente Knoten, beide vom Grad 3, so gilt

Beweis.

a) [N(wy) N N(ws)| <1,
b) 8% (wr) # 61 (ws) .

1. Dies folgt aus den Betrachtungen in Abschnitt 3.2.

2. Dies folgt mit Lemma 3.3.1 und Lemma 3.3.3.

3.

a) Seien wi, wy adjazent, beide vom Grad 3. Dann gilt

IN'| == |N(w1) N N(w2)| < 2. (3.27)

G65 (w1 = B,wg = E) und G64 (w1 = E, Wwo = F) (Tabellen A.8, A.7) sind
Beispielgraphen mit |N’| = 1 bzw. |N’| = 0. Es ist nun noch |N'| # 2 zu
zeigen. Wir nehmen dafiir an, daf§

N(wy) = {wa,u,v},

3.28
N(wz) = {wi,u,v}. (3:28)
Dann gibt es Gebiete f/, f” € F(G) mit
) M 6 /7
w40 € f (3.29)

1
wa,u,v € f.
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Abbildung 3.9: Die Annahme N(w;) = N(wy) fithrt auf den K4

Wir wihlen eine Einbettung I'(G) von G, so dal wy, u, v dulere Knoten sind,
das heifit, T'(f’) ist das Komplement des Auflengebietes von G in der Dar-
stellung T'(G) (Abbildung 3.9). Ferner konnen wir fiir die zu den Knoten
w € V(G) korrespondierenden Ecken w € V(Q) zp = 0 annehmen, wenn w
ein duflerer Knoten von G ist, sonst zgz > 0, also insbesondere

(3.30)

Sei wg € f” ein von ws,u,v verschiedener Knoten des Gebietes f”. Liegt
I'(wp) im Inneren des von wa, u, v bestimmten Dreiecks, so ist f” nicht konvex.
Liegt I'(wp) in derjenigen der beiden von L := u + Rv bestimmten Halb-
ebenen, in der wg nicht liegt, so gilt zz, < 0. In beiden Fillen erhalten wir
einen Widerspruch. Daraus folgt ¢/ = wv € F(G) und damit G = Ky, im
Widerspruch zur Voraussetzung.

b) Dies folgt ebenfalls mit Lemma 3.3.3.

Korollar 3.3.8. (Graph ohne Knoten vom Grad 3.)
Enthidlt der Polyedergraph G keinen Knoten vom Grad 3, so wird im Teilsystem Ky z > 0
keine Ungleichung mehrfach ermittelt.
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Beispiel 3.3.9. Wir betrachten den Graphen G = R, ((3.20), Abbildung 3.4). Fiir die
Kanten AB; wird jeweils genau eine Ungleichung A;(AB;) ermittelt, und zwar

(AAB;B,Bs >0), 1=2,
Al(ABZ) = (AABiBileZ#l > 0) , 1=3,...,n—1, (331)
(AABan_lBQ > 0), 1=n.
Diese Ungleichung wird auch jeweils einmal ermittelt fiir die Kanten B, By und By B3
bzw. Bilei und BiBi+1, 1= 3,...,n - 1, bzw. anan und BnBQ. Fiir BiBiJrl, 1=
2,...,n—1, erhalten wir die Ungleichungen (AB;B;41BxA > 0), k€ {2,...,n}—{i,i+1};
fir B,, By die Ungleichungen (AB,ByBrA > 0), k € {3,...,n — 1}. Dies sind jeweils
n — 3 Ungleichungen. Damit erhalten wir:

1. K1(R,_1) ist von der Ordnung [(n —2)(n —1)] x n.3

2. Das System Kj(R,—_1)z > 0 enthélt genau (n — 4)(n — 1) paarweise verschiedene
Ungleichungen.

3.4 Redundante Gleichungen im System K,z =0

Wir wenden uns noch einmal der Untermatrix Ky zu und betrachten dafiir als Beispiel
den Graphen Gg; und die Matrix Ko(Gg1) (Abbildung 3.10, Tabelle A .4). Es gilt

Fy(Gg1) = { ABCDE}}, (3.32)

das heifit, Gg; enthélt als einziges Gebiet mit mehr als drei Knoten das fiinfeckige Gebiet
f = ABCDE. Wir kénnen je vier von k(f) := 5 Knoten auswéhlen und erhalten auf
diese Weise die (i) = 5 Gleichungen

1 AABCD = 0,
2 AABCE =0,
3 AABDE =0, (Ao(f))
4 AACDE = 0,
5 ABCDE = 0.
Lemma 3.4.1. (Redundante Gleichungen in Ky(Gg1).)
Die Zeilen 3 — 5 der Matriz Ko(Ge1) =
1 ABCD —-AACD AABD —-AABC 0 0
2 ABCE —-AACE AABE 0 —AABC 0
3 | ABDE —AADE 0  AABE —AABD 0 (3.33)
4 ACDE 0 —AADE AACE —-AACD 0
) 0 ACDE —-ABDE ABCE —-ABCD 0

® Die Matrix Ko(Rn—1) ist von der Ordnung (") x n. Die Untermatrix Ko von K wird im folgenden
Abschnitt untersucht.
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Abbildung 3.10: Der Graph Gg; besitzt das fiinfeckige Gebiet ABCDFE

sind redundant, das heifst, Ko(Gg1) kann ersetzt werden durch die Matriz K{(Ge1) =

1 <ABCD —AACD AABD —-AABC 0 0 )

> \ ABCE —AACE AABE 0 —AABC 0 (3.34)

Beweis. Die beiden Zeilen von K|(Gg1) =: K|, sind dquivalent zu den Zeilen 1 und 2
von (Ag(f)) und damit dquivalent zu

A Yya za 1
Toys s Ll _pp (3.35)
ro Yo zo 1
xU yU ZU 1

dquivalent zu

()=t (3) e (V) 2 (V)
(7)=as (1) et () rat(T).

az eR,i=AB,C, j = D,FE. Damit ergibt sich fiir die Determinante AABDE der
erweiterten Koordinatenmatrix der Punkte A, B, D, E:

(3.36)

Ta YA zA

1

AABDE — | ®B ¥B 2B 1
rp Yp zp 1

1

Tp YE ZE
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A YA ZA 1

TB YB 2B 1
D,. D, D, D, D, D
DUcABCY T DimABo QY Di—apc iz G4 tagtag

DUcABCY T DimABo Y Di—apc @ Fi 4 tap+ag

TA YA ZA 1

TR YB ZB 1

= =0. (3.37)
agxc agyc agzc alc)

E E E E
aGgTC QgYc QoZo Qo

Entsprechende Umformungen fiir die Determinanten AACDFE, ABCDE ergeben

AACDE =0,
(3.38)
ABCDE =0,
womit die Behauptung bewiesen ist. O
Satz 3.4.2. (Nichtredundante Matrix K{(f).)
Sei f = vivovs - - - vy ein l-eckiges Gebiet von G, | > 4, seien
1 A1}11)21)3’U4 = 0,
2 Avlvgvgvg) == 0,
-3 Avlvgvgvl = 0,
[—2 Avivovgvs =0, (Ao(f))
20 -7 Avivovgu; =0,

@ Avj_gv—gvi—1v; =0,

die (i) aus der Betrachtung der Knoten von f resultierenden Gleichungen.

1. I — 3 Gleichungen der Form (Ag) sind notwendig und hinreichend, um die affine
Abhdngigkeit der Punkte vy, va,vs,...,v; € V(Q) zu charakterisieren.

2. Das System [Avivavsu = 0], u = wv4,...,v;, ist ein mdigliches notwendiges und
hinreichendes System zur Charakterisierung der affinen Abhdngigkeit der Punkte
V1, V2,03, ...,V € V(Q)
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Beweis.

1. Sind ly < I — 4 Gleichungen gegeben, so existiert mindestens eine Ecke v €

{v1,...,u1} € V(Q), die in keiner der ly Gleichungen auftritt. Also bendtigen wir
mindestens [ — 3 Gleichungen. Dafl [ — 3 Gleichungen hinreichend sind, folgt aus
dem speziellen System in 2.

. Keine der | — 3 Zeilen der Matrix K{) =

A'UQU3U4 —A1)1U31)4 AU11}21)4 —A’Ul'UQU3 0 cee 0
AU203U5 —AU1U3’U5 A’UlUQQ}g, 0 —Avlvgvg

. . . (3.39)
Avougy; —Avjvzv; Avivgu; 0 0 - —Aviv9v3

ist redundant. Also ist das System [ Avivovzu = 0], u = vy, ..., v, notwendig. Es ist
auch hinreichend, denn fiir vier Punkte u,v,w,q € {vi,v2,v3,...,v;} C V(Q),
vi = (23, y1,2)7,1=1,2,3,...,1,und o} € R, i=1,2,3, j = u,v,w,q, gilt:

Ty Yu 2y 1
Awvwg — Ty Yo Zv 1
w Yw 2w 1
Ty Yq 2¢ 1
Z?:l o' Z?:1 ;'Y Z?:l oz Do)
B Z?:l o7 T Z?:1 oY Z?:l oajz Do
| Zhiare Shiaty Dhiavtm X ap
Z?:l afz; Z?:l afyi Z?:l afzi Do af
Yiiofw Yoty Yljatan o Y of
| Bima+ B3ws Byye+ f3ys Piza+ B3z Oy + 03
| BYaa+ BYas Yy BYus Bzt Yz BY +BY
Bixe + Bixs  Biya+ Blys  Bize + Bizz B3 + P4

3 3 3 3
D i1 o > im1 Y Doimi oz Yo
B5r2 + B3r3  B3y2 + B3ys Bize + Bizs B + 53
= =0. (3.40)
Va3 7YYs 7Yz 7Y
T3 73 Y723 7
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Dabei sind

Jj o u ] Jou . s
B; = ajo; —oqoy, =23, j=uv,w,q,

| T oaon, (3.41)
v =053 — 305, j=wq.

3.5 Zeilenraum von K: Dualitdt der Linearen Optimierung

Wir wollen in diesem Abschnitt untersuchen, inwieweit uns die Dualitéit der Linearen

K
Optimierung weitere Informationen iiber die Matrix K = ( Kl ) bzw. das Ungleichungs-
0

Kiz>0

Koz =0 } liefert.

system [

Satz 3.5.1. (Alternativsatz [0].)
Seien A € R™*" b € R™. Dann gilt genau eine der folgenden beiden Alternativen:

1.3zeR", 2 >0:Ax < b;

2. 3ueR”, u>0:uA>0,u"b<0.

Wir multiplizieren die beteiligten Ungleichungen mit —1 und erhalten den folgenden, zu
Satz 3.5.1 dquivalenten Satz, mit A := —A, b:= —b.

Satz 3.5.2. B
Seien A € R™*" b c R™. Dann gilt genau eine der folgenden beiden Alternativen:

1.3zeR”, 2>0: Az > b;
2. 3ueR™, u>0:ufA<0,u"b>0.
Kiz>0

KQZ =0
20 = (21,22, ..., 20 )| eine Losung mit 2y, := min{ z; | i =1,...,n} <0, so gilt

Fiir das System [ } machen wir im folgenden die Einschriankung z > 0. Ist

1

1
K |20 — Zmin . =Kzp+0= Kz, (3.42)
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das heifit, z{, := (21 — Zmin, ---» Zn — Zmin )T (> 0) ist eine nicht-negative Losung. Ferner
gilt fiir ein @ € R, a > 0, und fiir vier affine Punkte v; = (;, yi, 2; Y eR3 i=1,2,3,4:
Avivgvzvg > 0
(3.43)
& Avjvougvg > .
Ist also K7 von der Ordnung sy X n, so gibt es ein a = (ay, a9, ..., ax, )T € R™, a >0,
und es gilt

Kiz>0

(3.44)
& Kiz>a.
Fiir unser urspriingliches Ungleichungssystem erhalten wir
Kiz>a K, a
Kl z>0 Ko z > 0 Ko z > 0
K() z=0 = = . (P)
2>0,240 (—Kp)z>0 —Ky 0
- 2>0,2#0,a>0 2>0,2#0,a>0

Satz 3.5.3. (Losbarkeit des Systems (P).)

Sei G ein Polyedergraph mit n (> 4) Knoten, sei K = <§1
0

E(G) und Fy(G) ermittelte Koeffizientenmatriz. Ky sei von der Ordnung k1 x n, Ky sei

von der Ordnung ko X n. Dann gibt es z € R™ |, 2 >0, und a € R", a > 0, mit

) die tiber den Mengen

Kl a
Ko |z>10 |. (P)
K, 0

Kiz>0
KO z=0
immer eine Losung z € R™ und mit dem vorgenannten auch immer eine nicht-negative
Losung. Jetzt folgt die Aussage mit Satz 3.5.2, indem wir

Beweis. Das System { ] besitzt nach dem Satz von STEINITZ (Satz 2.2.2)

K B a
A= Ky |, z:=2, b:=1]0 (3.45)
—Kj 0
setzen. O

Satz 3.5.4. (Unlosbarkeit des Systems (D).)
Es existiert kein u € RF1T260) 4y > 0, mit

Ky a
u” Ky | <0, &7 0 ]>0 (D)
— Ky 0
Beweis. Dies folgt aus den Sétzen 3.5.2 und 3.5.3. U
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3.6 Reduzierung des Systems

Kiz>0
Kyz=0
die Matrix K in einer im folgenden zu prézisierenden Weise ”verkleinern” kann. Wir
haben bereits in Abschnitt 3.5 die Einschrinkung z > 0 vorgenommen. Jetzt werden wir
zg = 0 fiir bestimmte Ecken v € V(Q) fordern.

Wir betrachten noch einmal das System [ } unter der Fragestellung, ob man

Sei G ein Polyedergraph, sei F(G) = { fi,..., fp } die Menge der Gebiete von G mit
jeweils k1, ..., k, Knoten. Sei ohne Beschrénkung fi das Auflengebiet von G. Wir setzen

tl = k‘l,

3.46
to:=n—11. ( )

Seien V(G) = V1 + Vo und E(G) = E; + E5 die Knoten- bzw. Kantenmenge von G, mit

‘/1 = {U17U27"‘7vt1}7
VQ = {vt1+1,vt1+2, ...,’Un},
E1 = {61,62, w4y },

E2 = {€t1+1, €t1+2, ceey €m } y

(3.47)

wobei V7 und E; die Mengen der dufleren Knoten bzw. dufleren Kanten von G bezeich-
nen, Vo und Es die Mengen der inneren Knoten bzw. inneren Kanten (beziiglich der
Einbettung I).

Wir betrachten jetzt aus der Menge aller méglichen Realisierungen ) von GG diejenigen
3-Polyeder, fiir die 2z, = 0, ¢ = 1,...,¢;. Die zum Komplement des Auflengebietes von
G gehorige Facette von @ liegt also in der xy-Ebene, und somit sind die z-Koordinaten
aller zu inneren Knoten von G gehorigen Ecken von @) echt positiv.

SeiK:(g(l)
Ko X n = Ko X (t1 4ty ). Wir setzen

2 =(0,.,0, 20,1150 20 )T = (0,...,0,0)F, C:= (2,415 20) T (> 0),

K K1 Kia = =
K = = N K K =
< Ky > < Ko1 Koz ) (K K )

). K sei von der Ordnung k1 xn = k1 X (t1+t2 ), Ko sei von der Ordnung

C11 NN C1,tq Clt1+1 e Cln (3 48)
Crp,1 o Criy Cry,t1+1 o Crin

Cr1+1,1 s Cri+1,t1 Cri+1,t1+1 s Cki+1,n

Cri4ro,l -+ Critroti  Critroti+1 -+ Critron
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Abbildung 3.11: Graph Ggs mit dufleren Knoten vy, ve,vs,v4 = A, B,C, D

Kiz>0
Das Ausgangssystem | Kgz =0 | verdndert sich nun zu
z>0
Kiz2>0 (Kn Kiz)z>0 Kis¢ >0
Koz=0 | =| (Kn Ko )z=0|=| Kp2(=0 |. (3.49)
z>0 2>0 (>0

Lemma 3.6.1. (Eigenschaften der Matrix K».)

. K K1 Ko > — , . .
Sei K = = =( Ky Ky ) die zu einem Polyedergraphen G mit
<K0> <K01K02 (K1 Kz) yedergrap
n Knoten gehorige Matriz. Ky sei von der Ordnung k1 X n = k1 X (t1 +t2), Ko sei von
der Ordnung ko X n = ko X (t1 +t2). Seien V, E, z und ¢ wie in (3.47) und (3.48).

- K Kis¢(>0
Dann gilt fiir die Matrix Ko = ( K12 > des Systems | Kpa (=0
02
(>0

1. Koy ist von der Ordnung (k1 + Ko ) X ta;
2. Jede Zeile von K19 enthdlt mindestens einen und hochstens vier Nichtnull-Eintrdage;

3. Alle Zeilen von K15 mit genau einem Nichtnull-FEintrag gehdren zu einer dufseren
Kante von G und sind redundant;

4. Jede Zeile von Koo enthdlt hichstens vier Nichtnull-Eintrige, aber niemals genau
einen Nichtnull-Eintrag;

5. Alle Zeilen von Ko mit 0 Nichtnull-Eintrigen (Nullzeilen) sind redundant.
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6. Fir die Zeilen ¢; = (¢, ..., Cig, ) vOT Ky mit genau vier Nichtnull-Eintrdgen gilt:
to
> ey =0. (3.50)
j=1

Beweis.
1. Dies folgt mit der Konstruktion von Kj.

2. K enthilt in jeder Zeile genau vier Nichtnull-Eintrage, also enthélt Kqs in jeder
Zeile hochstens vier Nichtnull-Eintrage. Wir nehmen an, Ko enthalte eine Null-
zeile. Dann enthélt K1 = ( K11 Ko ) eine Zeile mit vier Nichtnull-Eintrégen, die
zu vier Knoten v;,, vj,, viy, vi, € V1 des Auflengebietes gehoren, und es gilt

Avilvi2vi3vi4 > O, (351)

ein Widerspruch.

3. G besitzt mindestens drei duflere Knoten und mindestens einen inneren Knoten.
Seien ey, ..., e, die dueren Kanten von G. Fiir jede duflere Kante e; = v;,v;, von
G ist nur genau ein innerer Knoten an jeder zu e gehorigen Ungleichung beteiligt,
denn der vierte Knoten ist ebenfalls ein #uflerer Knoten, da eines der Gebiete f, f
das Auflengebiet ist. Seien dieser dritte duflere Knoten mit v;,, der innere Knoten
mit v bezeichnet. Dann ergibt sich, gegebenenfalls nach Umindizieren:

A, 03,0 = [Avj UiV 2 > 0 & z5 > 0. (3.52)

Alle zu dufleren Kanten gehorigen Ungleichungen im System Kj2 ¢ > 0 sind also
redundant. Die zu diesen Ungleichungen gehorigen Zeilen in Kj5 haben jeweils
genau einen Nichtnull-Eintrag.

4. Ky besitzt nicht mehr Nichtnull-Eintrage in jeder Zeile als K, also hochstens vier.
Enthielte Koy eine Zeile ¢; = (¢, ..., ¢it, ) mit genau einem Nichtnull-Eintrag, so
ware ¢; ¢ # 0, ein Widerspruch.

5. Klar.
6. Dies folgt mit Lemma 3.1.2 in Abschnitt 3.1.
O
Beispiel 3.6.2. Wir betrachten noch einmal den Graphen Ggs (Abbildung 3.11), dem

wir jetzt (x, y)-Koordinaten ( z,,y, )T, v € V(G), zuordnen: T'(A) := (—1,-1)1, I'(B) :=

(-1,1)7, T(C) := (1,1)T, I(D) := (1,-1)T, I(E) = (—3,0)T, T(F) = (3,0)7.

Fiir die bereits in Abschnitt 3.1 berechnete Matrix K (Ggs) erhalten wir die folgende
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Untermatrix Ky := Ko(Ggs):

—AABC
—AABD

0

0
—AABF
—AADF
—AABC

0
—ABCD

0
—AABC
—AABF

0

0

0
ACDF

0
—AABF
—AACF

0
ABCF

0

0
—AABD
—AACD
AABE
AADE

0
—AABC

0
—ABCD

0
AABE
—AACD
—ABCD
—ABCD
—ACDE
—AACD
AABFE
AACE

0
—ABCE

O O Ui W N

20
21

(3.53)

Alle Zeilen von K5 mit einem Null-Eintrag sind redundant, dies sind die Zeilen 1 — 4,
7—11, 13 —15, 17 und 20. Die Zeilen 12 und 18 sind identisch mit Zeile 5, also ebenfalls

redundant. Mit den gewéhlten Koordinaten gilt

ACDF = AABE,
ACDE = AABF,

das heif3t, die Zeile 16 kann dquivalent notiert werden als

( AABE —AABF).

Es gilt ferner

AACE = —-AACF > 0,

das heif3t, die Zeile 19 ist dquivalent zu

zp+zp > 0

(3.54)

(3.55)

(3.56)

(3.57)

und damit ebenfalls redundant. Somit verbleiben die Zeilen 5, 6, 16 und 21, und wir
erhalten das folgende System:



8l -
zp =32

6 Ze=27g

Abbildung 3.12: Losungsmenge des Systems K{,(Ges) ¢ > 0

—~AABF  AABE 3 -1
Kl,¢Ci=| —AADF AADE |¢= | -2 2 (ZE> >0,
AABE —AABF -1 3\ (3.58)

. _ - (- B
Kp¢:=( ABCF —-ABCE )¢ = (-2 2) (ZF) 0.
Das Teilsystem K{,( = 0 ergibt die Losung zp = zp. Dies ist inkonsistent beziiglich
der zweiten Zeile des Systems Ki,( > 0, zp < zp. Es folgt, da§ das reduzierte System
Ki2¢>0
Ky ¢ =0 | mit den von uns gewéhlten Koordinaten keine Losung besitzt.
(>0

Wir variieren nun die y-Koordinate des Knotens F: I'(v) := I'(v), v € V(G) — F,
I'(F):= (%,—1)7, und erhalten

27 2
_AABF AABE 3 -1
Kly¢:=| —AADF AADE |¢=| -1 2]|¢ >0,
ACDF —ACDE -1 3 (3.59)

Kjy¢:=( ABCF —ABCE )¢ = (-3 2)¢ =0,

dquivalent zu

1 1 3
zp < 3zg, zp > §ZE, Zp > ng’ ZF = §ZE, (360)
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und damit die Lésungsmenge zp = %ZE. Abbildung 1.1 zeigt die Einbettung I'V(G) und

eine mogliche Realisierung @ mit zg =1, zp = %

Beispiel 3.6.3. Wir betrachten den Graphen Ggg und die zugehorige Matrix K (Gegg)
(Tabelle A.9). Wir iibernehmen die Koordinaten I'(v) aus Beispiel 3.6.2 und erhalten:

~AABC 0 1
—~AABD 0 2
0 —AABD 3
0 —AACD 4
—~AABF  AABE 5
~AADF  AADE 6
0 —-AABC 7
0 —ABCD 8
Ky(Gegs) = | —AABF  AABE 9 (3.61)
ABCF —ABCE 10
0 —AACD 11
0 —ABCD 12
0 —ABCD 13
0 —AACD 14
—~AABF  AABE 15
0 0 16

Die Zeilen ohne Nichtnull-Eintrag sind die Zeilen 5, 6, 9 (identisch mit Zeile 5), 10 und
15 (identisch mit Zeile 5). Wir erhalten somit das System

~AABF  AABE 3 -1
Kl,¢:=| ~AADF AADE <2E> = -2 2 <2E> >0, (3.62)
ABCF —ABCE ) \°F —2 2

dquivalent zu
zp < zp < 3zg . (3.63)
Die Losungsmenge des Ungleichungssystems (3.63) ist in Abbildung 3.12 dargestellt:

Es handelt sich um das Innere des durch die Halbgeraden A < 1 > und A ( ; >, A >0,
definierten Kegels.

Beispiel 3.6.4. (Reduziertes System fir G = Ry_1.)
Sei G = (V,E) = R,,—1 (Abbildung 3.13),
V={A,By,..B,},

_ . (3.64)
FE = {ABZ, ZZQ,...,TL, BiBi+17 2:2,...,71—1, BnBQ}.
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- K Kis¢(>0
Sei K»(G)= ( 12 ) die Koeffizientenmatrix des reduzierten Systems | Kp2( =0

K
02 >0
1. K5 besteht aus genau einer Spalte:

c1
C2
_ K :

Ky = ( 12 > =| e, |- (3.65)
Koz 0
0

2. Alle Koeflizienten von K79 sind positiv: ¢; > 0, i = 1,..., k1, das heif3t, das Teil-
system Ki2 ¢ > 0 ist dquivalent zur Ungleichung z4 > 0.

3. Kog ist eine (kg x 1)-Nullmatrix.

Beispiel 3.6.5. (Reduziertes System fiir Gy,.)
Sei G = (V,E) der Graph G,, mit n > 4 Knoten (Abbildung 3.14),

V={A,49,Bs,....B, },

3.66
E:{AlAQ,AiBj,i:1,2,j:3,...,n,BiBHl,i:?),...,n—l}. ( )
Sei Ky = Kz = (K12) die Koeffizientenmatrix des reduzierten Systems Ki2¢ >0 )
Koo (>0

1. K9 ist von der Ordnung 3(n —2) x (n —3).
2. Die zu den Kanten A1 As, A1 B3, A> B3, B3Bj4 gehorigen Zeilen von K15 haben genau
einen Nichtnull-Eintrag, und zwar

a) in der zu B, gehorigen Spalte fiir A; Ao,
b) in der zu By gehoérigen Spalte fiir die drei iibrigen Kanten.

3. Die zu den Kanten A1By, AsBy4, A1By,, A2B,,, BjBjt1, j = 4,...,n — 1, gehorigen
Zeilen von K9 haben genau zwei Nichtnull-Eintrige, und zwar
a) in den zu By und Bs gehorigen Spalten fiir die Kanten A;By, i = 1,2,
b) in den zu B, _; und B,, gehorigen Spalten fiir die Kanten A;B,,, i = 1,2,
c) in den zu B; und Bjy gehorigen Spalten fir BjBjiq, j =4,...,n — 1.
4. Die zu den Kanten A;B;,i = 1,2, j =5,...,n — 1, gehorigen Zeilen von K12 haben

genau drei Nichtnull-Eintrége, und dieses in den zu B;_1, Bj, Bjy1,j = 5,...,n—1,
gehorigen Spalten.
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Abbildung 3.13: Graph R,,_1 mit &ufleren Knoten vy, ...,v,-1 = B, ..., B,

Abbildung 3.14: Graph G,, mit duBeren Knoten vy, va,v3 = A1, As, B3
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4 SchluBbemerkungen

Wir haben in dieser Arbeit die Koeffizientenmatrix K = < Ky > des Systems { Kyz>0 ]

Ky Koyz=0
untersucht. Wir konnten Aufschlufl gewinnen iiber Zeilen- und Spaltenstruktur von
K, die Anzahl und das Auftreten von Nichtnull-Eintrigen und die Charakterisierung
des Zeilenraums von K (Abschnitte 3.1, 3.5). Wir konnten einen Zusammenhang her-
stellen zwischen mehrfachen identischen Ungleichungen im Teilsystem Kj;z > 0 und
Knoten vom Grad 3 in G(Q) (Abschnitt 3.3). Fiir die Untermatrix Ky wurde eine
dquivalente kleinere Matrix K(, gefunden, die die affine Abhéngigkeit der Ecken der
Facetten f € Fy(Q) nicht-redundant abbildet (Abschnitt 3.4). Schliellich haben wir in
Abschnitt 3.6 einen Ansatz vorgelegt, wie durch Ubergang zu einem reduzierten System
(unter zusitzlichen Einschréinkungen an das Ausgangssystem) der Berechnungsaufwand
verkleinert werden kann.

Bemerkungen

1. Die Ordnung der Matrix K ist nur fiir den Fall der Triangulierung, also k; = 3,
i=1,...,p, genau bestimmt. In diesem Fall besitzt der Graph G m = 3(n — 2)
Kanten, und die Matrix K besitzt ebenfalls genau 3(n—2) Zeilen. (Die Matrix K
ist im Fall eines triangulierten Graphen stets leer.) Ist G ein Graph mit k-eckigen
Gebieten, k > 3, so gilt m < 3(n — 2); andererseits ergeben sich bei Betrach-
tung einer Kante e zwei oder mehr Ungleichungen, falls diese Kante zwei Gebiete
fi, f; mit k; > 3 oder k; > 3 trennt. Es kann nach einer oberen Schranke fiir die
Zeilenzahl von K gefragt werden.

2. Die Losungsmenge

Kl a

Z={zeR"| Kiz>0)1_ zeR"| Ko |z>] 0 (4.1)
K()Z:O K. 0
— 40

ist ein (unbeschrianktes) konvexes Polyeder. Mit Ausnahme der Beispiele 3.6.2
und 3.6.3 in Abschnitt 3.6 haben wir keine konkreten Berechnungen der Losungs-
menge Z vorgenommen. Die Betrachtungen der vorliegenden Arbeit waren kom-
binatorischer Natur. Eine spezielle Losung zp kann mit Methoden der Linearen
Optimierung ermittelt werden.
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A Berechnung von K fiir kleine n

Abbildung A.1 zeigt alle Polyedergraphen mit hochstens sechs Knoten. (Die Einbettung
I'(G) wurde unter Beachtung der Konvexitit, sonst aber beliebig, gewé#hlt.) Die fiir diese
K,
Ky
den Tabellen A.1 bis A.10 aufgefiihrt. Links der Matrix stehen jeweils die betrachteten
Kanten e € E(G) fir die Untermatrix K bzw. die betrachteten Gebiete f € Fy(G) fiir
die Untermatrix Ky und die zugehorigen Knoten vy, ve, v3,v4 € V(G).

Graphen und eine gegebene Knotenindizierung ermittelten Matrizen K = sind in

A = =
C } 3
| Cey 2%? | ey Ges
Ces ; f i ; Geg Gey

Abbildung A.1: Nichtisomorphe Polyedergraphen mit n < 6 Knoten
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AB
AC
AD
BC
BD
CD

ABCD
ACDB
ADBC
BCAD
BDCA
CDAB

Anhang A

ABCD
ABCD
ABCD
ABCD
ABCD
ABCD

—AACD
—AACD
—AACD
—AACD
—AACD
—AACD

AABD
AABD
AABD
AABD
AABD
AABD

—AABC
—AABC
—AABC
—AABC
—AABC
—AABC

Tabelle A.1: Graph G4 und Matrix K (Gy)
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AB
AB
AD
AD
AE
BC
BC
BE
CD
CD
CE
DE

ABCD

ABCE
ABDE
ADEB
ADEC
AEBD
BCAE
BCDE
BECA
CDAFE
CDBE
CEDB
DEAC

ABCD

Anhang A

ABCE
ABDE
ABDE
ACDE
ABDE
ABCE

ABCE

ACDE
0
0

ACDE

ABCD

Tabelle A.2:

—AACE
—AADFE
—AADFE
0
—AADFE
—AACE
ACDE
—AACE
0
ACDE
ACDE
0

—AACD

AABE

0

0
—AADE

0
AABE
—ABDFE
AABE
—AADE
—ABDE
—ABDFE
—AADE

AABD

0
AABE
AABE
AACE
AABE

0
ABCE

0
AACE
ABCE
ABCE
AACE

—AABC

Graph G5 und Matrix K(Gs1)
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—AABC
—AABD
—AABD
—AACD
—AABD
—AABC
—ABCD
—AABC
—AACD
—ABCD
—ABCD
—AACD

0

0 ~J O U W N -

el
N = OO
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AB
AC
AD
AFE
BC
BD
CD
CE
DE

ABCD
ACEB
ADBE
AEDC
BCAD
BDCA
CDEB
CEAD
DECA

Anhang A

ABCD
ABCE
—ABDFE
—ACDE
ABCD
ABCD
0
—ACDE
—ACDFE

Tabelle A.3:

—AACD
—AACFE
AADE

—AACD
—AACD
—ACDE

Graph G2 und Matrix K(Gs2)
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AABD
AABE
0
AADFE
AABD
AABD
ABDE
AADE
AADFE

—AABC
0
—AABE
—AACE
—AABC
—AABC
—ABCE
—AACE
—AACE

—AABC
AABD
AACD

ABCD
AACD
AACD
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AB
AB
AB
AE
AFE
AFE
AF
BC
BC
BC
BF
CD
CD
CD
CF
DFE
DFE
DFE
DF
EF

ABCDE
ABCDE
ABCDE
ABCDE
ABCDE

ABCF
ABDF
ABEF
AEFB
AEFC
AEFD
AFBE
BCAF
BCDF
BCEF
BFCA
CDAF
CDBF
CDEF
CFDB
DEAF
DEBF
DECF
DFEC
EFAD

ABCD
ABCE
ABDE
ACDE
BCDE

ABCD
ABCE
ABDE
ACDE
0

Anhang A

A

—AACF
—AADF
—AAEF
—AAEF

—AAEF
—AACF
ACDF
ACEF
—AACF

0
ACDF

0
ACDF

0
ADEF

0

0

0

—AACD
—AACE
—AADE
0
ACDE

E

AABD
AABE
0
—AADFE
—ABDE

ABCF

0

0
AACF
ABCF
—ACEF
ABCF
—AAEF
—ABEF
—-ACEF
—ACEF
—AAEF

—AABC
0
AABE
AACE
ABCE

Tabelle A.4: Graph Gg; und Matrix K(Gg)
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AB
AC
AD
AFE
AF
BC
BD
CD
CE
CF
DE
EF

ABCD
ACFB
ADBE
AEDF
AFEC
BCAD
BDCA
CDEB
CEFD
CFAFE
DECA
EFCA

ABCD
ABCF
—ABDE
—ADEF
—-ACEF
ABCD
ABCD

0

0
—ACEF
—ACDE
—ACEF

Anhang A

} |

—AACD

—AACF

AADE
0

—AACD
—AACD
—ACDE

o O O

AABD
AABF
0
0
AAEF
AABD
AABD
ABDFE
ADEF
AAEF
AADE
AAEF

—AABC

—AABE
AAEF

—AABC
—AABC
—ABCE
—-ACEF

—AACE
0

0

0
AABD
—AADF
—AACF

0

0
ABCD
ACDF
—AACF
AACD
—AACF

Tabelle A.5: Graph Ggz und Matrix K (Ge2)

o1

0
—AABC

0
AADE
AACE

0

0

0
—ACDE
AACE

AACE

0 g O T W N~
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AB
AC
AD
AF
BC
BD
BE
CE
CF
DFE
DF
EF

ABCD
ACFB
ADBF
AFDC
BCAFE
BDFEA
BECD
CEFB
CFAFE
DEBF
DFFEA
EFCD

Anhang A

ABCD
ABCF
—ABDF
—ACDF
ABCE
—ABDE

—ACEF

ADEF
0

—AACD  AABD
—AACF AABF
AADF 0

0 AADF
—AACE AABE
AADE 0
ACDE —-ABDE
—ACFEF  ABFEF

0 AAEF
ADEF 0

0 0

0 ADEF

—AABC
0
—AABF
—AACF
0
—AABE
ABCE
0
0
—ABEF
—AAEF
—ACEF

o O O

o

—AABC
AABD
—ABCD
—ABCF
—AACF
ABDF
AADF
ACDF

Tabelle A.6: Graph Ggsz und Matrix K (Ggs)
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—AABC
AABD
AACD

ABCE
AACE
—ABDE
—AADFE
—ACDE
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AB
AB
AD
AD
AD
AD
AFE
AFE
BC
BC
BC
BC
BE
BE
CD
CD
CF
CF
DF
DF
EF
EF
EF
EF

ABCD
ADFFE
BEFC

ABCE
ABDE
ADEB
ADEC
ADFB
ADFC
AEBD
AEBF
BCAFE
BCAF
BCDE
BCDF
BECA
BEFA
CDAF
CDBF
CFDB
CFDE
DFAC
DFEC
EFBA
EFBD
EFCA
EFCD

ABCD
ADEF
BCEF

Anhang A

ABCE
ABDE
ABDFE
ACDE
ABDF
ACDF
ABDFE
—ABEF
ABCE
ABCF

ABCE
—ABEF
ACDF

ACDF

—ABEF

—ACEF

ABCD

ADEF
0

—AACFE
—AADFE
—AADFE
0
—AADF

—AADFE
AAEF
—AACE
—AACF
ACDE
ACDF
—AACE
AAEF

ACDF
ACDF

AAEF

ADEF
0
0

—AACD
0
ACEF

AABE

—AADFE

—AADF

AABE
AABF
—ABDE
—ABDF
AABE

—AADF
—ABDF
—ABDF
ADEF
—AADF
ADEF

0

0
AAEF
ADEF

AABD
0
—ABFEF

0
AABE
AABE
AACE
AABF
AACF
AABE

ABCE
ABCF

AACF
ABCF
ABCF
—-ACEF
AACF
—-ACEF

—ABEF

—ACEF

—-AABC
—AAEF

Tabelle A.7: Graph Ggq und Matrix K(Ggqg)
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—AABC
—AABD
—AABD
—AACD

—AABD
—AABF
—AABC

—ABCD

—AABC
—AABF

ACDF

ACDF
—AABF
ABDF
—AACF
ACDF

AADF
ABCF

o O O

—AABD
—AACD

AABE
0
—AABC

—ABCD
0
AABE
—AACD
—ABCD
—ABCD
—ACDE
—AACD
—ACDE
AABE
—ABDFE
AACE
—-ACDE

—AADFE
—ABCE

0 J O T W N~

DN DN DN DN = ===
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AB
AB
AD
AD
AFE
AF
BC
BC
BC
BC
BE
BE
CD
CD
CF
CF
DF
EF
EF

ABCD
BEFC

ABCE
ABDE
ADFB
ADFC
AEBF
AFED
BCAFE
BCAF
BCDE
BCDF
BECA
BEFA
CDAF
CDBF
CFDB
CFDE
DFAC
EFBA
EFCA

ABCD
BCEF
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ABCE
ABDFE
ABDF
ACDF
—ABEF
—ADEF
ABCE
ABCF

0

0
ABCE
—ABEF
ACDF

0

0

0
ACDF
—ABEF
—ACEF

ABCD
0

—AACE
—AADE
—AADF
0
AAEF
0
—AACE
—AACF
ACDE
ACDF
—AACFE
AAEF
0
ACDF
ACDF
0
0
AAEF
0

—AACD
ACEF

AABE

0

0
—AADF

0

0
AABE
AABF
—ABDE
—ABDF
AABE

0
—AADF
—ABDF
—ABDF
ADEF
—AADF

0
AAEF

AABD
—ABEF

0
AABE
AABF
AACF

AAEF

ABCE
ABCF

AACF
ABCF
ABCF
—-ACEF
AACF

—AABC

Tabelle A.8: Graph Ggs und Matrix K (Ggs)
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—AABD

—AABF
—AADF
—AABC
—ABCD

—AABC
—AABF

ACDF

—AABF
—AACF

ABCF

0

—AABD
—AACD
AABE
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0
—AABC

—ABCD
0
AABE
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—ABCD
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—AACD
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ABCD

ABCE
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ADFB
ADFC
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AFED
BCAF
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BFCE
CDAF
CDBF
CFDB
DFAC
EFBA

ABCD
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ABCE
ABDE
ABDF
ACDF
—ABEF
—ADEF
ABCF
0
—ABEF
0
ACDF
0
0
ACDF
—ABFEF

ABCD

—AACE
—AADE
—AADF
0
AAEF
0
—AACF
ACDF
AAEF
ACEF
0
ACDF
ACDF
0
AAEF

—AACD

AABE

0

0
—AADF

0

0
AABF
—ABDF

0
—ABEF
—AADF
—ABDF
—ABDF
—AADF

0

AABD

0
AABE
AABF
AACF

0
AAEF

0
ABCF

0

0
AACF
ABCF
ABCF
AACF

0

—AABC

Tabelle A.9: Graph Ggg und Matrix K (Ggg)
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ABCE
ABDFE
ABDF
ACDF
—ABEF
—ADEF
ABCE

0
ABCE
ACDF

0

0

0
ACDF
—-ACFEF

ABCD

Tabelle A.10: Graph Gg; und Matrix K (Gg7)
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B Wissenschaftlicher Kontext

Eine Matrix K7 iiber der Kantenmenge F(G) eines Graphen G wurde erstmals ver-
wendet in der Untersuchung von MARLIN und TOUSSAINT [9]. Wir wollen das in deren
Arbeit gestellte geometrische Problem skizzieren, wozu noch einige zusétzliche Defini-
tionen bendétigt werden.

Definition B.0.1. (Streng konvexes ebenes k-gon.)?

Fin streng konvexes ebenes k-gon (k-Eck) P, k > 3, ist die konveze Hiille von k Punkten
V1,V Vs € RZ, vy = (a,y:)T, i =1, .. ke

P = conv({vi,ve,....,vk }), (B.1)
wobei zusdtzlich fir alle v € {v1,ve, ..., v } gilt
v ¢ conv({v1,va,...,05 } — V). (B.2)

Die Punkte v;, i = 1, ..., k, heiflen Ecken von P. Ist die Eckenzahl k von P von unter-
geordneter Bedeutung, so nennen wir P Polygon. Wir bezeichnen die Menge der Knoten
bzw. Kanten von P mit V(P) bzw. E(P).

Definition B.0.2. (Diagonale eines streng konvexen ebenen Polygons [2].)

Sei P ein streng konvezes ebenes Polygon mit k > 4 Ecken, gegeben durch die Menge
seiner Ecken V(P) = {wv1,v2,...,vx }, vi = (x4,4:)7, i = 1,..., k. Eine Diagonale d =
d(wi,wy) ist eine zwei nichtadjazente Ecken V (P) 3 wi, wa von P verbindende Strecke.

Definition und Bemerkung B.0.3. (Diagonale Triangulierung eines Polygons [2].)
Seien P, V(P) wie in Definition B.0.2. Eine diagonale Triangulierung T'={dy,do, ...,d; }
von P, ist eine Menge von tiberkreuzungsfreien und paarweise verschiedenen Diagonalen
von P, so daff alle Innengebiete des Graphen G = (V(G),E(G)), V(G) := V(P),
E(G):= E(P)+T, Dreiecke sind.

Es gilt |T| = |V(P)| — 3 und damit |E(G)| = 2|V(P)| - 3, |F(G)| = |V(P)| — 1.

Vereinbarung. Wir nehmen im folgenden an, daf§ die Ecken von P zyklisch indiziert
seien, das heifit, v;, v;+1, 7 =1,...,k — 1, sind adjazent, und v; und v sind adjazent.

Definition B.0.4. (Geschlossener rdumlicher Polygonzug [2].)
Ein geschlossener rdumlicher Polygonzug P = (v, U1, ..., Uy = v ) ist die Menge

R3 QP: {@-:(xi,yi,zi)T}U{)\@i_l—l—(l—)\)@i ’ 0< A< 1},22 1,..., k. (B3)

! Ein streng konvexes ebenes k-gon P kann aufgefaBt werden als die ebene Darstellung T' eines Kreis-
graphen: P =T'(Cy), k > 3.
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B.1 Problemstellung bei Marlin und Toussaint [9]

Seien P := { P | P ist ein streng konvexes ebenes k-Eck, k > 4} und P € P mit Ecken-
menge V(P) und Kantenmenge E(P),

V(P) ={vi,v2,...,u }, v; = (xi,yi)T, 1=1,...,k,

B.4
EP)={ i+ (1=XNvipa |i=1,..,(k—=1)}U{ Ao + (1 = X)v }, (B-4)
0 < X < 1. Seien P, P’ die Mengen
P :={ P | P ist ein geschlossener rdumlicher Polygonzug } , (B.5)
P ={P cP |V = (ziyz) €V(P):2=0}. '
Wir betrachten die Abbildungen ¢ und v,
L:P— P,
v = (w4, y:)" = v = (23,4:,0)", vi € V(P),
B.6
A4+ (1= XN)vigr = Aoj + (L= )vj, i=1,..,k—1, (B-6)
A+ (1 =Xvr = dvp + (1 — X))o,
v:P — P,
’U; — (xiayhO)T — 171 — (xhyi)zi )T7 U; S V(P,)a
(B.7)

)\U£+(1—)\)U£+1 r—>)\’f)i-|-(1—)\)’f)i+1, 1=1,...,k—1,
Avp + (1= X)vp = Ao+ (1 — X))oy,

0 < X < 1. Anschaulich gesprochen, ordnen wir durch ¢ jeder Ecke von P € P die
z-Koordinate 0 zu und erhalten den geschlossenen rdumlichen Polygonzug P’ = ((P).
In einem zweiten Schritt variieren wir die "Hohe” der Ecken und erhalten so einen
geschlossenen riumlichen Polygonzug P = v(P') = (v o1)(P).

Vereinbarung. Wir sagen, P geht hervor aus P durch Variation der z-Koordinaten.

Satz B.1.1. (Konvexe Hiille von V [2].)

Sei P = (vy,01,...,0p = Vg ) ein geschlossener riumlicher Polygonzug, hervorgegangen
durch Variation der z-Koordinaten aus einem streng konvexen ebenen Polygon P mit
zyklisch numerierter Eckenmenge V = {v1,va, ..., v }, sei V := {01, 0o, ..., 0y }, und die
Punkte v1,v2, ..., v liegen nicht alle in einer Ebene. Dann gilt:

1. Q := conv(V) ist ein konvezres 3-Polyeder.
2. Alle Facetten von @ sind Dreiecke.

3. Die orthogonale Projektion der Ecken und Kanten von @ auf die xy-FEbene ergibt
eine Konfiguration ( P,T1,Ts), bestehend aus dem ebenen Polygon P und zwei
kantendisjunkten diagonalen Triangulierungen Ty und Ty von P.
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Sei jetzt umgekehrt eine Konfiguration ( P, 77,73 ), bestehend aus einem streng konvexen
ebenen Polygon und zwei kantendisjunkten diagonalen Triangulierungen von P gegeben.
Dann kann gefragt werden, ob ( P,T7,T») die orthogonale Projektion eines konvexen
3-Polyeders @ ist. In diesem Fall heif3t ( P, Ty, Ts ) realisierbar, und @ ist eine Realisierung
der Konfiguration ( P,T7,T» ).

Frage. Gibt es zu einer gegebenen Konfiguration ( P, 77,75 ) ein k-Tupel z = ( 21, ..., 21 ),
so daB Q = conv(V), V = {v1,00,...,0% }, 0 = (vi,z)", v; € V(P), i = 1,...,k, ein
konvexes Polyeder ist und die Projektion der Ecken und Kanten von @) auf die zy-Ebene
gerade der Konfiguration ( P,T7,T» ) entspricht?

GuiBAs [10] vermutete, dafl jede Konfiguration ( P, Ty, T» ) realisierbar sei. Diese Vermu-
tung wurde von DEKSTER [2] durch Angabe eines Gegenbeispiels widerlegt. MARLIN und
TOUSSAINT [9] fragen, wie eine vorgelegte Konfiguration ( P,T1,T% ) auf ihre Realisier-
barkeit hin untersucht werden kann. Sie verwenden dafiir die aus der Betrachtung der
Kanten e € E := E(P)UT; UT, und der zugehorigen Ungleichungen der Form (A;)
hervorgehende Matrix K.°

Satz B.1.2. (Realisierbarkeit einer Konfiguration [9].)
Die Konfiguration ( P,Ty,T») ist genau dann realisierbar, wenn ein z existiert mit

Kiz>0. (B.8)

B.2 Vergleich

Das in der vorliegenden Arbeit behandelte Problem verwendet gleichfalls die von MARLIN
und TOUSSAINT [9] eingesetzte Matrix K, die durch Betrachtung der Kantenmenge
E(G) ermittelt wird.

Allerdings gibt es zu einem planaren 3-zusammenhingenden Graphen nach dem Satz
von STEINITZ (Satz 2.2.2) immer eine Realisierung als konvexes 3-Polyeder. Wéhrend
sich die Arbeit [9] mit einem Priifkriterium fiir die Existenz einer Realisierung @ befafit,
stellten wir in unserer Arbeit die Frage, wie diese (immer existierende) Realisierung durch
Kiz>0
K() z=0
ist unsere Problemstellung einem Vergleich mit dem Problem in [9] unterzogen.

das Ungleichungssystem [ ] charakterisiert werden kann. In der Tabelle B.1

2 Da das Polyeder Q in [9] ausschlieBlich dreieckige Facetten besitzt, resultiert fiir jede Kante von
(P,T1,T>) genau eine Ungleichung. Es folgt ferner, dal Ko leer ist.
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Marlin und Toussaint [9]

vorliegendes Problem

Eingabedaten Konfiguration ( P, Ty, T3 ), 3-zusammenhéngender
bestehend aus einem streng planarer Graph G, gegeben durch
konvexen Polygon P und zwei eine konvexe Einbettung I'(G)
kantendisjunkten diagonalen
Triangulierungen 77, 15> von P

Realisierung Konvexes 3-Polyeder @ mit Konvexes 3-Polyeder @ mit

dreieckigen Facetten

k-eckigen Facetten ( k > 3)

Sicht aus dem (P,T) Komplement des
negativen AufBlengebietes von GG
Halbraum

Sicht aus dem (P, T3) I'G)

positiven

Halbraum

Fragestellung Ist K realisierbar? Charakterisierung der

(&32:K12>0)

z-Koordinaten von V(Q)
durch die Matrix K

Existiert eine Nicht immer. Ja, immer.
Realisierung?
Methode Betrachtung der Menge Betrachtung der Mengen

E:=EP)UT UTy,,

Ungleichungssystem Kj z > 0

E(G) und Fy(G),

Kiz>0
K()Z:O

Ungleichungssystem [
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C Knoten vom Grad 3 in triangulierten
Graphen

Wir haben in Satz 3.3.5 in Abschnitt 3.3 gesehen, dafl ein Knoten A vom Grad 3 eines
triangulierten Graphen G # K, ausschliellich Nachbarknoten vom Grad > 4 besitzt.
Wir suchen jetzt nach einer Abschétzung fiir die Zahl der Knoten vom Grad 3.

Wir betrachten einen triangulierten Graphen G mit n > 5 Knoten, gegeben durch ei-
ne konvexe Einbettung I', und ein zugehoriges 3-Polyeder Q. Alle Gebiete von G sind
nichtentartete Dreiecke, und G besitzt mit der EULERschen Polyederformel (2.8) genau
2(n — 2) Gebiete und genau 3(n —2) Kanten. Ist A € V(G) ein Knoten mit deg A = 3
und Nachbarschaft N(A) = { B,C, D }, so gilt fiir die Kantenmenge E(T") des Simplex’
T :=T3(A,B,C, D) und die Kantenmenge F(Q) des zu G gehorigen Polyeders Q:

E(T)NE(Q) = E(T). (C.1)

Satz C.0.1. (Charakterisierung 3-zusammenhéngender Graphen [3].)
Ein Graph ist genau dann 3-zusammenhdngend, wenn fir alle w # v € V(G) (mindestens)
drei knotendisjunkte u-v-Wege in G existieren.

Lemma C.0.2. (Entfernung von Knoten und 3-Zusammenhang.)
Sei G ein 3-zusammenhdngender (nicht notwendig triangulierter) Graph mit n > 5
Knoten, sei A ein Knoten vom Grad 3 mit Nachbarschaft N(A) ={ B,C,D }. Gilt

{BC,BD,CD} C E(G), (C.2)
so ist der Graph G — A ebenfalls 3-zusammenhdngend.

Beweis. Wir verwenden Satz C.0.1 und fiihren eine Fallunterscheidung durch: Entweder
sind die Knoten u,v beide in { B,C, D} oder nur einer von beiden oder keiner von
beiden.

1. Seien ohne Beschrinkung v = B, v = C. Dann gibt es mindestens 4 u-v-Wege
in G: (B,C), (B,A,C), (B,D,C) und noch einen vierten Weg, der weder iiber
A noch D verlduft, denn G ist zusammenhéngend und G # Kj.

2. Seienu =B und v € G—{ A, B,C, D }. Fiihrt der u-v-Weg iiber A, dann fiihrt er
iiber (mindestens) einen der Knoten C' oder D. Im Graphen G — A korrespondiert
derjenige Weg P’ zu diesem Weg P in G, der den Knoten A nicht mehr enthilt,

ansonsten aber mit P identisch ist. Fiithrt der u-v-Weg nicht iiber A, so existiert
derselbe Weg auch in G — A.
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3. Sind u,v € G — {A,B,C,D}, so gilt analog zu 2: Ein u-v-Weg, der A nicht
enthilt, existiert auch in G — A. Ein iiber A verlaufender Weg P in G verlauft
iiber mindestens zwei Knoten aus { B, C, D } und korrespondiert zu einem Weg P’
in G — A, der den Knoten A nicht enthélt, sonst aber identisch ist mit P.

O]

C.1 Ein Algorithmus

Sei jetzt G ein triangulierter Graph mit n > 5 Knoten. Die obige Argumentation liefert
einen Algorithmus, bei dem wir sukzessiv Knoten vom Grad 3 l6schen.

Sei G := G°. Hat G keinen Knoten vom Grad 3, so ist nichts zu tun. Anderenfalls wihlen
wir einen Knoten w € V(G) mit degw = 3, den wir 16schen, und erhalten den Graphen
G~! := GY — w, der wiederum 3-zusammenhiingend ist. Ist G~! = K, oder enthilt
G~ keinen weiteren Knoten vom Grad 3, endet der Algorithmus, sonst wiederholen wir
die beschriebene Operation.

In endlich vielen Schritten erhalten wir einen Graphen G—*, dessen Knoten sémtlich
vom Grad 4 oder hoher sind, oder G=% = K. Mittels dieses Algorithmus ergibt sich eine
Folge (G_k,G_(k_l), ., G72,G71G° = @) von 3-zusammenhiingenden triangulierten
Graphen, und fiir i = —(k — 1), ..., 0 gilt:

C.2 Umgekehrter Algorithmus

Um die Frage zu beantworten, wieviele Knoten vom Grad 3 der Graph G hochstens
besitzt, gehen wir jetzt den umgekehrten Weg: Ein Gebiet vivovs € F(G) wird durch
Einfiigen des Knotens w und der Kanten viw, vow, vsw in drei Gebiete geteilt.

Definition C.2.1. (Unterteilung von f, Unterteilung von G.)

Sei G = G ein triangulierter Graph, sei f € F(G) ein Gebiet von G mit den Rand-
knoten vy, ve,vs. Durch FEinfigen eines Knotens w im Inneren von I'(f) und Einfigen
der (geradlinigen) Kanten viw, vow, vsw erhalten wir den Graphen

G!':= G +w+ {viw, vow,v3w } . (C.4)
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s

Abbildung C.1: Aus G° = K4 durch Unterteilung hervorgegangener Graph G2

Wir wollen diese Operation fiir die vorliegende Betrachtung bezeichnen als Unterteilung
von f. Iterieren wir die Operation der Unterteilung k-mal, so erhalten wir eine Folge
(GO, G, ...,G*) 3-zusammenhingender triangulierter Graphen, und firi=1,...,k gilt

=
|E(GY)| = |E(GH|+3, (C.5)
)l =]

Wir sagen, G* ist entstanden aus G° durch k-malige Unterteilung.

Beispiel C.2.2. Abbildung C.1 zeigt einen durch zweimalige Unterteilung aus G¥ = Ky
hervorgegangenen Graphen G2.

Vereinbarung. Mit den Darlegungen in Abschnitt C.1 kénnen wir im folgenden an-
nehmen, daf8 G = G° entweder der K} ist oder ein Graph mit ausschlieBlich Knoten vom
Grad 4 oder hoher.

Lemma C.2.3. (Knoten vom Grad 3 in ( Ky = G°,G*,...,G*).)

Sei GO = Ky, sei (G°,G1, ...,G*) eine Folge von durch Unterteilung erzeugten Graphen.
1. Jedes Gebiet f von GV besitzt genau 3 Knoten vom Grad 3.
2. Jedes Gebiet f von G besitzt genau einen Knoten vom Grad 3.

3. Jedes Gebiet f von G* (k > 1) besitzt hichstens einen Knoten vom Grad 3.

63



Anhang C

Beweis.
1. Dies folgt aus Betrachtung des Graphen Kjy.

2. G! entsteht aus GY durch Unterteilung eines Gebietes f € F(G?). Da jedes Ge-
biet von G? genau drei Knoten vom Grad 3 besitzt, ist die Auswahl des Gebietes
beliebig. Der G entspricht kombinatorisch dem in unserer Arbeit als G52 bezeich-
neten Graphen. G! = G52 hat sechs Gebiete, und jedes Gebiet f € F(G') besitzt
genau einen Knoten vom Grad 3 und zwei Knoten vom Grad 4.

3. Fiir k = 1 ist die Behauptung bereits in 2 gezeigt. Sei & = 2. Der Graph G?
entsteht durch Unterteilung eines Gebietes f € F(G'). Da jedes Gebiet von G!
einen Knoten vom Grad 3 und zwei Knoten vom Grad 4 besitzt, ist die Auswahl
des Gebietes wiederum beliebig. Wir erhalten G?> = Ggy. Dieser Graph besitzt
8 Gebiete f = vivovs, und zwar

4 Gebiete mit d(f) = (3,4,5),
2 Gebiete mit d(f) = (3,5,5),
2 Gebiete mit d(f) = (4,4,5),

d(f) := (deguvy, degva,degvs ). Jedes Gebiet besitzt also hochstens einen Knoten
vom Grad 3. Sei jetzt k > 2.

a) Sei f = vivovs € F(GF) mit d(f) = (3,da,d3), da,d3 > 4. Wir unterteilen f
durch Einfiigen eines Knotens w und der Kanten vyw, vow, vsw. Der Knoten
v1 gehort in G* zu drei Gebieten f, f/, f” und ist in diesen Gebieten jeweils
der einzige Knoten vom Grad 3. Einfiigen von vjw erhoht seinen Grad um 1:
degv; =4 in G**1. Die Gebiete f’ und f” haben keinen Knoten vom Grad 3
in G*¥*1. Die Knoten vy und vs gehdren dy bzw. d3 Gebieten an. Sei

F={feF—f|luwefoderuwvsecf}CF(G". (C.6)

Hat f € I genau einen Knoten vom Grad 3 in G*, so auch in G*¥*'. Hat f
keinen Knoten vom Grad 3 in G*, so hat f auch keinen Knoten vom Grad 3
in G¥*1. Das Gebiet f € F(G*) verschwindet durch die Unterteilung, und
an seine Stelle treten in G**1 drei Gebiete mit jeweils genau einem Knoten
vom Grad 3, ndmlich dem Knoten w.

b) Gilt d(f) = (di,da,d3 ), d; > 4,7 = 1,2, 3, so enstehen durch Unterteilung von
f genau drei Gebiete in G**! mit jeweils genau einem Knoten vom Grad 3.
Der Knotengrad der Knoten v1, v, v3 erhoht sich jeweils um eins. Alle Gebiete
f' € F(G*) — f mit einem Grad-3-Knoten haben auch in G**! genau einen
Knoten vom Grad 3, alle Gebiete f’ € F(G*) — f ohne Knoten vom Grad 3
haben auch in G**! keinen Knoten vom Grad 3.

O
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Korollar C.2.4. (Knoten vom Grad 3 in (G°, G',...,G¥).)

Ist G* durch Unterteilung aus GO hervorgegangen, und ist GO ein Graph ohne Knoten
vom Grad 3, oder ist GO = K4 und k > 1, so besitzt jedes Gebiet von G* hichstens einen
Knoten vom Grad 3.

Beweis. Dies folgt mit dem Beweis von Lemma C.2.3, 3. O

Satz C.2.5. (Anzahl der Knoten vom Grad 3 in einem triangulierten Graphen.)
Sei G = GO ein triangulierter Graph, sei G* ein durch k-malige Unterteilung von G°
entstandener Graph. Sei V(G*) := V3(G¥) + V4(G*) die Knotenmenge von G*,

V3(G*) == {v e V(G*) | degv =3},

Vi(G*) := {v € V(G*) | degv >4}, (C.7)

seien nk) .= V(G")], ngk) = |V5(GF)|.
1. Ist G° = Ky, und ist k > 1, so gilt 2 < nék) < L%n(k)J.

2. Besitzt G° nur Knoten vom Grad 4 oder hoher, so gilt 0 < n:(gk) < L%n(k)J.
Beweis.

1. a) k=1,2. Im Beweis des Lemmas C.2.3 sahen wir: G' = G52, G? = Gga. Diese
beiden Graphen haben jeweils genau zwei Knoten vom Grad 3. Sei & > 2.
Ist f € F(G*) mit d(f) = (3,ds,d3), und unterteilen wir f, so gilt ngkﬂ) =
[Va(GFH)| = [Va(GY)| = n?. Tst £ € F(G*) mit d(f) = (di,da,d3), di > 4,
1=1,2,3, so gilt ngk—H) = nék) + 1. Die Anzahl der Knoten vom Grad 3 kann
sich also hochstens erhchen, aber niemals niedriger als 2 werden.
b) Mit Lemma C.2.3, 3, enthélt jedes Gebiet hochstens einen Knoten vom Grad 3.
Ist ngk) = |V3(Gk) , so besitzt G* genau Sngk) Gebiete mit genau einem
Knoten vom Grad 3. G* besitzt genau 2(n®) — 2) Gebiete, also hichstens

2 2 4 2 2
g(n(k) —-2) = gn(k) —3 < gn(k) -1< {3n(k)J (C.8)

Knoten vom Grad 3.
2. Dies folgt aus Korollar C.2.4 und der Ungleichung (C.8) in 1.b.
O
Beispiel C.2.6. Abbildung C.2 zeigt einen aus G = Gg3 durch 8-malige Unterteilung

hervorgegangenen Graphen G = G®. Jedes Gebiet von G besitzt genau einen Knoten
vom Grad 3. G besitzt genau 8 (< L%n@)J =9) Knoten vom Grad 3.
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Anhang C

Abbildung C.2: G = G®, entstanden aus G° = Gg3 durch 8-malige Unterteilung
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