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Lésungsvorschldge zur Klausur vom 3. Mérz 2001

Aufgabe 1

(a) Wir beweisen die Behauptung durch Induktion iiber i € N.

(b)

Induktionsanfang i = 0: Sein e N. Esist n > 0= 2. 0. Es gilt

ES*(1, (0,7,0....7) = (1,(0,m,0,...)) = (1, (0,n = 2-0,0,...)).

Induktionsschlufl i — 7 + 1: Sei n € N mit n > 2(i+1). Dann gilt insbesondere
n > 2¢ und daher nach Induktionsannahme

ES“(l, (0,n,0,... )) = (1, (0,n —24,0,... ))
Daraus erhalten wir:

ES**H(1,(0,n,0,...)) = ES*(1,(0,n~20,...))

= ES*(2,(0,n—2,0,...))

~ (aus n > 2(i + 1) folgt ndmlich n — 2i > 0)
= ES*(3,(0,n—2%-1,0,...))
= ES{4,(0,n—2i-1,0....))
(aus n > 2(i + 1) folgt némlich n — 24 — 1 > 0}

= (L(0,n—2-2,0,...))

= (1,(0,n~2(i+1),0,...))
Damit ist der Induktionsschluf} gelungen und die Behauptung bewiesen.
(Anmerkung: Beim Induktionsschlufl kann man auch andersherum vorgehen.

Sei wieder n € N mit n > 2(i+1). Man kann erst vier Rechenschritte ausfithren
und erhalt:

ES“+(1,(0,n,0,...)) = ES*(1,(0,n ~ 2,0,...))

{dam—12>20i+1) 1 0). Dann wendet man die Induktionsannahme auf
n — 2 anstelle von n an und erhilt wegen n — 2 > 2u:

ES*(1,(0,n—2,0,...)) = (1,(0,n—2-240,...))
= (L,(0,n—2(i +1),0,...)).

Also gelingt auch auf diese Weise der Induktionsschluf.)

Das Fluldiagramm aus der Aufgabenstellung sei mit F' bezeichnet. Wir weisen
die Behauptung fiir alle n € N nach. Sei n € N. Wir unterscheiden die Fille
“n gerade” und “n ungerade”.



1. Fall: n ist gerade. Dann gibt es eine Zahl m € N mit n = 2m. Wir erhalten
aus der Behauptung in (a) fir i =m

- ES™(1,{0,n,0,...)) = (1,(0,0,0,...)}, .
also
GS(1,(0,n.0,...)) = ES**(1,(0,n,0,...)) = (6,(0,0,0,...}).
Da die Registermaschine einstellig ist, folgt daraus:

fu(n) = ACo froECH(n)
ACOfF(O,n,O,...)
= AC(0,0,...}

= 0

2. Fall: n ist ungerade. Dann gibt es eine Zahl m € N mit n = 2m + 1. Wir
erhalten aus der Behauptung in (a) fir i =m

ES™(1,(0,7,0,...)) = (1,(0,1,0,...)),

also

GS(1,(0,n.0,...)) = ES*™(1,(0,2m+1,0,...))
= ES*(1,(0.1,0,...))
= ES$*(2,(0,1,0,...))
= ES*(3,(0,0,0,...))
= ES!(5(0,0,0,...))
= (6.(1,0,0,...)).

Da die Registermaschine einstellig ist, folgt daraus:

fM (n) = AG Q fp < EC(I)(n)
= ACo fr(0,n,0,...)
= AC(1,0,...)
= 1

Wir haben die Behauptung bewiesen: fy(n} = 0 fiir gerade n und fr(n) =1
fiir ungerade n.

Aufgabe 2
Wir definieren eine Funktion g : N° — N durch

9liy g, (k1) 2= (30 4+ 20,3 + 2)



fiir alle 4, 7, k. € N. Dann is¢t g berechenbar, und es gilt

vzg((i, 5, (k, 1)) = vg({3i+ 20,35 + 2k))
3 +20—3j — 2k

= 3(i—j)~2(k-1)

= fli—j k=10

= fvz((i,5) va((k. )))

fur alle £, 7, k, 1 € N. Damit ist f eine {vg, vz, vg)-berechenbare Funktion.

il

Aufgabe 3
Wir definieren eine Zahlenfunktion k :C N?> — N durch

h{i,n) =2 u,(i,n)

fir alle 2,n € N. Da nach dem utm-Theorem die Funktion u, berechenbar ist, ist
die Funktion h als Substitution berechenbarer Funktionen selbst berechenbar. Nach
dem smn-Theorem gibt es eine total-berechenbare Funktion r : N — N, so daf}

filr alle ¢, n € N gilt. Das bedeutet, daf} fiir alle ,n € N gilt

(pr(i)(n) = h(zn)
= 2-u,(i,n)

= 2-¢i(n)
= )

Also gilt H(p(3)) = o(r(?)) fiir alle ¢ € N. Das heifit, r ist eine (g, p}-Realisierung
vor H. Also ist H eine (i, p)-berechenbare Funktion.

Aufgabe 4

(a) Seien A und B rekursiv. Da das Komplement einer rekursiven Menge wieder -
rekursiv ist (nach Satz 6.3.1(1)), ist auch N\ B rekursiv. Da der Schnitt zweier
rekursiver Mengen wieder rekursiv ist, ist auch AN (N\ B) rekursiv. Dies ist
gerade die Menge A\ B. Also ist diese Menge rekursiv.

(b) Sei A rekursiv—aufzihlbar und B rekursiv. Wir hatten eben schon gesehen,
dafl dann auch das Komplement N\ B von B rekursiv ist. Da jede rekur-
sive Menge auch rekursiv—aufzdhlbar ist (nach Satz 6.2.4), ist N\ B auch
rekursiv—aufzéhlbar. Da der Schnitt zweier rekursiv—aufzéhlbarer Mengen wie-
der rekursiv-aufzihlbar ist (nach Satz 6.3.1(2)), ist auch die Menge AN(N\ B]
rekursiv—-aufzihlbar. Dies ist gerade die Menge A\ B. Also ist diese Menge
rekursiv—aufzéhlbar.



(e)

Wir wahlen A ;=N und B := K, wobel K = {i € N | € Def(y;)} sei.

Der Vollstindigkeit halber geben wir eine kurze Begriindung. Die Menge N
ist rekursiv (also nach Satz 6.2.4 auch rekursiv-aufzihlbar), da ihre charak-
teristische Funktion cfy einfach die konstante Funktion mit dem Wert 0 ist
und diese Funktion bekanntlich berechenbar ist. Die Menge K ist nach Satz
6.2.5 rekursiv—aufzahlbar, aber nicht rekursiv. Daher ist nach Satz 6.2.4 ihr
Komplement N\ K nicht rekursiv-aufzahlbar. Dies ist aber gerade die Menge
A\ B.

Aufgabe 5

(2)

Wir beschreiben eine Turingmaschine M mit fi(0") = 0™ fiir alle n € N
und mit spr € O(f). Bei Eingabe eines Wortes w arbeite die Maschine M wie

folgt:
{1) Lies das n#chste Zeichen auf dem Eingabeband. Falls es eine 0 ist, gehe
nach (2}. Sonst schreibe eine 0 auf das Ausgabeband und halte an.

{2) Lies das néchste Zeichen auf dem Eingabeband. Falls es eine 0 ist, gehe
nach (1). Sonst halte an.

Der Vollstindigkeit halber geben wir auch eine kurze Erlauterung zur Kor-
rektheit: wenn die Maschine in den Zustand (1) gelangt, hat sie bis dahin eine
gerade Anzahl von Nullen gelesen; wenn sie in den Zustand (2) gelangt, hat
sie bis dahin eine ungerade Anzahl von Nullen gelesen. Also gilt tatsichlich: -

e =0 falls n gerade,
(0"} = { s

0=0! falls n ungerade.
= Of (")_

Zur Bandbedarfsabschﬁtzung: Die Maschine M benutzt iiberhaupt keine
Felder auf den Arbeitsbéndern. Ihr Bandbedarf ist also bei jeder Eingabe Null,

‘d.h. fiir alle n € N ist Sir(n) = 0 < f(n), also sy € O(f). Damit haben wir

gezeigt, daf} f bandkonstruierbar ist.

Wir filhren einen Widerspruchsbeweis und nehmen an, f sei zeitkonstruierbar.
Dann muf es eine Turingmaschine 7 mit fr(0") = of™ fiir alle n € N und
mit t; € O{f) geben. Es muff dann auch eine Konstante ¢ > 0 geben mit
tm(n) < ¢+ f{n) + ¢ < 2 fiir alle n € N. Die Maschine wird also bei jeder
Eingabe hochstens 2¢ Schritte lang rechnen. Bei Eingaben der Form 0™ mit
m 2> 2c kann die Maschine also hochstens die ersten 2¢ Zeichen der Eingabe
lesen. Da diese fiir alle Eingabeworter der Form 0™ mit m > 2¢ die gleichen
sind, muf sie fiir alle derartigen Eingabewtrter die gleiche Ausgabe liefern.
Zum Beispiel muf

of(2) — fT(OZC) = fT(O2C+1) = Of{gc—i—l)

4




gelten. Dies steht aber im Widerspruch zu 0 = f(2¢) # f(2c+ 1) = 1. Also
war unsere Annahme falsch. Wir haben gezeigt, dal die Funktion f nicht
zeitkonstruierbar sein kann.

Aufgabe 6 '

Das Ziel dieser Aufgabe ist, zu zeigen, daff die Sprache ZWEI-RUCKSAECKE NP-
vollsténdig ist. Dazu miissen zwei Dinge gezeigt werden: erstens, daf sie in NP liegt,
und zweitens, dafl sie NP-hart ist.

{a) Zuerst zeigen wir, dal ZWEI-RUCKSAECKE in NP liegt. Dazu beschrei-

ben wir eine Kontrollturingmaschine M mit Ly = ZWEI-RUCKSAECKE,
die in polynomieller Zeit arbeitet. Wir beschreiben nur, wie sie bei Einga-
bewdrtern der Form w = d(N)#d(Ny)#d(k))# .. . #d(k,) mit n > 1 und
N1, Nokyy ..o ke € N arbeitet. Set y = g1y2... € {0,1}" die Hilfseingabe.

(1) Kopiere d(Ny) auf Band 2 und d(N>) auf Band 4, und schreibe d(0) auf
Band 3 und Band 5.

(2) Lies die nichsten beiden Zeichen 1;_1y2; der Hilfseingabe.

(3) Falls yai—1y0: & {0, 1}%, brich ab, ohne zu akzeptieren, d.h. gehe zu HALT
2. Sonst fahre fort mit (4).

{4) Falls ys;_1yo = 10, addiere die nichste Dualzahl d{k;) zum Inhalt von
Band 3. : v
Falls yoi_1y2: = 01, addiere die nichste Dualzahl d(k;) zum Inhalt von
Band 5.
Falls ya;—1y2: = 00 oder yo;—iys: = 11, iiberlies die nichste Dualzahl d{k,;).
Falls die Eingabe zu Ende, gehe zu (5) sonst zu (2).

{5) Vergleiche die Inhalte von Band 2 und Band 3. Falls sie gleich sind, gehc
zu (6), soust brich ab, ohne zu akzeptieren, d.h. HALT 2.

(6) Vergleiche die Inhalte von Band 4 und Band 5. Falls sie gleich sind, ak-
zeptiere (HALT 1), sonst brich ab, ohne zu akzeptieren (HALT 2).

Der Vollstindigkeit halber machen wir einige Anmerkungen zur Korrektheit
der Maschine. Die Korrektheit der Maschine, d.h. Ly = ZWEI-RUCKSAECKE,
kann man genauso einsehen wie die Korrektheit der Maschine im Kurs in
Beispiel 9.2.6, die die Sprache RUCKSACK erkennt. Wenn es namlich zu ei-
ner Eingabe w = d(N:)#d(No)#td(k)# . . . #d(k,) zwei disjunkte Teilmengen
My, My C {1,...,n} mit Doiear ko= Nound Y00 ki = N gibt, so wird
die Maschine bei dieser Eingabe w und zum Beispiel bei einer Hilfseingabe
Y =yye... mit

10 falls I[L'i & ."W] .;
Yri-iyes = { 01 falls k; € My,
00 sonst, falls ¢ < n,



im akzeptierenden Endzustand (HALT 1} anhalten. Wenn es jedoch keine zwei
derartigen Teilmengen A4} und M, gibt, wird die Maschine bei jeder Hilfsein-
gabe im verwerfenden Endzustand (HALT 2) anhalten.

Eine Zeitabschitzung kann ebenso durchgefithrt werden, wie zur Maschine
im Kurs in Beispiel 9.2.6. Da das Kopieren und Vergleichen in linearer Zeit
geht, da man Dualzehlen in polynomieller Zeit addieren kann, und da die
Schleife (2) — (4) hochstens n~mal durchlaufen wird, arbeitet die Maschine
insgesamt in polynomieller Zeit.

Wir haben ZWEI-RUCKSAECKE € NP gezeigt.

(b) Wir miissen noch zeigen, dafi die Sprache ZWEI-RUCKSAECKE NP-hart
ist, d.k. da8 fiir alle L € NP gilt: L <,y ZWEI-RUCKSAECKE.

Wir betrachten eine Turingmaschine T, die auf das Ausgabeband zuerst das
Wort d(0)# schreibt und dann dahinter das Eingabewort kopiert.

Es ist klar, daff diese Maschine in linearer Zeit arbeitet. Daher ist fr € FP.
Da die Maschine bei einer Eingabe z = d(N)#d(k1)# ... #d(k,) die Ausgabe
friz) = d(0)#d{N)Fd(k )4 . .. #d(k,) liefert, ist auch klar, dafl

Vi€ T (z € RUCKSACK <= fr(z) € ZWELRUCKSAECKE).

Damit haben wir RUCKSACK <, ZWEI-RUCKSAECKE nachgewiesen. Da
die Sprache RUCKSACK bekanntlich NP-vollstandig — also auch NP-hart
— ist, gilt VL € NP. L <, RUCKSACK. Da die Relation <, nach Satz
9.4.3 transitiv ist, folgt auch VL € NP. L <, ZWEI-RUCKSAECKE. Also
ist die Sprache ZWEI-RUCKSAECKE ebenfalls NP-hart. Das war zu zeigen.

Aufgabe 7
Das Verfahren aus Abschnitt 11.3 liefert:
P WAV

a b
oy ({1 ({01} |{1}{0:1}
{1 ({2r | {1} |{o1}.{2}
{01} {2y | {o. 1} {2}, {1.2}
2t {0y | {0} | {12
{12} {02} [ {01} | {02}
{0,2} | {0.1} | {01}

Die Zustandsmenge des vereinfachten Potenzautomaten B = (X, Q,qp, 7, d") ist
damit Q' = {{0},{0,1}, {0,2},{1},{1,2},{2}}, der Anfangszustand ist g} := {0}
und die Endzustandsmenge ist F' := {{0,2}, {1, 2}, {2}}. Die Uberfihrungsrelation
13t aus der Tabelle ablesbar.




Aufgabe 8

(a)

Wir fithren einen Widerspruchsbeweis und nehmen an, L sei kontextirei. Dann
gibt es nach dem Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen (Satz.12.4.3) eine
Zahl p € N, so daf fiir jedes Wort z € L mit lg(z) > p gilt: es gibt Worter
wv,w, T,y € L mit z = wvwzy, mit vz F £, mit lg{vwz) £ p und mit
Vi > 0.wviwziy € L. Wir betrachten das Wort z := aPbaPbaP. Dieses Wort
liegt in L. Daher gibt es Worter v, v, w,z,y € L" mit 2 = uvwry, mit v # &,
mit {g(vwz) < p und mit Vi > 0.uv'wz'y € L. Wir betrachten jetzt alle
moglichen Fille fur die Lage der Teilworter v und z und zeigen, daf} alle Falle
auf einen Widerspruch fithren.

1. Fall: v oder z enthilt ein b. Dann enthalt das Wort wv?wz?y mindestens
ein b melr als uvwzy = aPbaPba®, also mindestens drei b's. Da alle Worter in
L genau zwei b’s enthalten, kann wrwz?y nicht in L sein. Widerspruch.

Damit kénnen v und z kein b enthalten. Beide Worter sind daher Teilworter
von a’~Blocken in aPbaPba?. Es gilt daher v = 2% und z = alets),

2. Fall: v und z sind Teilwtrter des ersten aP-Blocks in aPbaPbaP. Dann ist
wlwrly = oPto+lsl)parbaf. Wegen vz # ¢ ist lg(v) + lg(w) > 0, also
p + lg{v) + lg{w) > p. Daher kann wv*wz?y nicht in L sein. Widerspruch.

3. Fall: v und z sind Teilworter des zweiten aP-Blocks in aPba’ba”. Analog
zum 2. Fall.

4. Fall: v und z sind Teilwérter des dritten aP-Blocks in afba*ba’. Analog
zum 2. Fall.

5. Fall; v ist Teilwort des ersten aP-Blocks und z Teilwort des zweiten a’~
Blocks in aPbaPba?. Dann ist uvtwzly = aPt¥VbaPte(=)ba?. Wegen vz # ¢ ist
lg(v) > 0 oder Ig(z) >> 0. Da der dritte a-Block aber auch in diesem Wort die
Lange p hat, kann dieses Wort nicht in L sein.

6. Fall: v ist Teilwort des zweiten aP-Blocks und z Teilwort des dritten a¥-
Blocks in afbaPba’. Analog zum 5. Fall.

7. Fall: v ist Teilwort des ersten aP-Blocks und z Teilwort des dritten aP-
Blocks in aPbafba’. Dieser Fall kann nicht eintreten, da dann das Wort w das
Wort baPb als Teilwort enthalten miifite. Dies ist wegen lg(vwz) < p aber
nicht moglich.

‘Damit haben wir unsere Annahme, dafl L kontextfrei ist, zum Widerspruch

gefithrt. Also kann L nicht kontextfrei sein.
Fir die Grammatik G := ({5},Z, R, §) mit der Regelmenge R:
S -— aSa|b

gilt L(G) = L.



Aufgabe 9

(2)

Wir zeigen die Behauptung durch vollstdndige Induktion {iber n.
Induktionsanfang n = 0: Das einzige Wort in {b, ¢}° ist das leere Wort ¢. Es
gilt § > 5 = a%Se.

Induktionsschiufl n — n + 1: Sei w € {b, c}"*!. Dann gibt es ein Wort v € L

und ein Zeichen z € {b, ¢} mit w = zv. Nach Induktionsannahme gilt S5 —
a"Sv. Wir unterscheiden nun zwei Félle.

1. Fall: z = b. Durch Anwendung der Regel S5 — aSb erhdlt man a”Sv —
a"aSby, also S = a"*!Sby = a" 1 Sw.

2. Fall: z = c. Durch Anwendung der Regel & — aSc erhilt man a"Sv —
a"aScuy, also § 5 a1 Scy = a1 Sw.

Damit gelingt der Induktionsschluf, und die Behauptung ist bewiesen.

) Wir sollen zeigen: L C L{G). Sei w € L. Wir miissen w € L{C) zeigen, also

S — w.

Wegen w € L gibt es ein v € {b, ¢}* mit w = a¥¥™v. Sei n := Ig(v). Nach der
in (a) bewiesenen Behauptung gilt S — a”Sv. Durch Anwendung der Regel
S — ¢ erhalten wir a"Sv — a™, also § — a"v = w. Damit ist w € L(G)
gezeigt. Wir haben L C L(G) bewiesen.

Ja, es gilt auch L{(G) C L, also L{g) = L. Um L(g) € L zu beweisen, kann
man zumn Beispiel erst die folgende Behauptung mit vollstindiger Induktion
iiber n beweisen:

vn e N.VYW ¢ (LI
(S S W= (Fve{bc}. (W=2a“"sy oder W = azg{v)v))).

Daraus erhilt man dann leicht L(G) C L.



