1655 Grundlagen der Theoretischen Informatik
Klausur vom 3. Februar 2001

Es miissen Thnen 8 Seiten Klausurtext vorliegen:
e das Deckblatt fiir [hre Lésungen,
e eine Teilnahmebescheinigung zur Vorlage beim Finanzamt,
e diese Vorbemerkungen,
e 4 Blatter mit 8 Aufgaben,
e 1 Seite Anhang.

Priifen Sie zunédchst die Vollstédndigkeit Ihrer Klausur-Unterlagen.

Fiir die Bearbeitung der Klausuraufgaben haben Sie 3 Stunden Zeit. Einen
Leistungsnachweis zum Kurs 1655 erhalten Sie, wenn Sie entweder

¢ in dieser Klausur mindestens 36 der moglichen 90 Punkte erreichen und
zusétzlich mindestens 25% der insgesamt moglichen Punktzahl in den
Einsendeaufgaben erreicht haben,

oder
e in dieser Klausur mindestens 45 der moglichen 90 Punkte erreichen.

Die Benutzung von Hilfsmitteln wie z.B. Kurstext etc. ist nicht erlaubt!

Fiillen Sie bitte zunéchst das Deckblatt fiir Thre Losungen aus. Schreiben Sie
auf jedes Ihrer Losungsblatter oben links Thren Namen und Thre Matrikel-
nummer. Falls es sich um ein Fortsetzungsblatt zu einer Aufgabe handelt,
geben Sie bitte zusétzlich die Nummer der Aufgabe an.

Bei Abgabe Ihrer Losungsblétter heften Sie diese bitte moglichst nach Auf-
gaben sortiert. beginnend mit dem Deckblatt und der Bescheinigung fiir das
Finanzamt. zusammen.

Bei der Bearbeitung der Klausuraufgaben wiinschen wir Thnen viel Erfolg.
Wir senden Ihnen die korrigierten Aufgaben so rasch wie moglich - etwa in
drei Wochen - zuriick.

Mit freundlichen Griiflen

IHRE KURSBETREUER




Aufgabe 1 (10 Punkte)

Eine einstellige verallgemeinerte Registermaschine M sei gegeben durch fol-
gendes Flufidiagramm:

1 2 ' 3 _J
<=“‘_ Rlile'—l RD=3R0+2

(a} (7 Punkte)
Bewcisen Sie durch vollstindige Induktion iiber n:

YneN. Vre N VYm > n.
ES*™ (1. (xom.0...)) = (1,(3" (@ + 1) = L,m —n,0,...))

(b) (3 Punkte)
Welche der folgenden Funktionen wird von der Registermaschine M
berechnet?
(1) Dic Funktion g : N — N mit g,(n) = 3" fiir alle n € N.
(2) Die Funktion go : N — N it go(n) = 3" — 1 fur alle n € N.
(3) Die Funktion gy : N — N mit gs(n,m) = 3"(m + 1) — 1 fiir alle

n.m & N,

Begriinden Sie Thre Antwort.

Aufgabe 2 (8 Punkte)
{a) (4 Punkte)

Formulieren Sie das smu-Theorem fiir die Standardnumerierung ¢
N — P der Menge P aller berechenbaren Zahlenfunktionen f :C
N —N.




(b) (4 Punkte)
In dieser Teilaufgabe betrachten wir Teilmengen A C N. Das Komple-
ment einer Menge A C N ist die Menge N\A={neN|n g A}.
Geben Sie an, welche der folgenden vier Aussagen richtig sind und wel-
che falsch sind. Eine Begriindung ist nicht erforderlich.

(1) Das Komplenient jeder rekursiv—aufzihlbaren Menge ist rekursiv—-
aufzahlbar.

(2) Das Komplement jeder rekursiv-aufziahlbaren Menge ist rekursiv.

(3) Das Komplement jeder rekursiven Menge ist rekursiv—aufzahlbar.

(4} Das Komplement jeder rekursiven Menge ist rekursiv.

Aufgabe 3 (10 Punkte)

Set vy 1 N —— Q die durch v ({(i.j. k)) = ﬁ*’f definierte Numerierung der
Menge der rationalen Zahlen. Zeigen Sie, dafi die Funktion f: Q — Q, die

durch

o

Jlg)i=q

fir alle ¢ € Q definiert ist, eine (vg. vo)-berechenbare Funktion ist.

Aufgabe 4 (14 Punkte)
Sel A C N Eine Funktion [ N — N sei fiir alle n € N definiert. durch

fln) = #{ieN|i< n+1 und i€ A}
= die Anzahl der Zahlen i € N, die kieiner als n + 1 sind
und in A liegen.

(a) (6 Punkte)
Zeigen Sie: Wenn die Menge 4 rekursiv ist, ist die Funktion f bere-
chenbar.
(Hinweis: Wenn Sie zur Losung dieser Aufgabe eine verallgemeinerte
Registermaschine angeben. braucht deren Korrektheit nicht bewiesen
21 werden. )

() (& Punkte)
Zeigen Sie: Wenn die Funktion f berechenbar ist, ist die Menge A
rekirsiv.




Aufgabe 53 (22 Punkte)

Sei & := {a,b}, sei & > 1 und sei A C I* eine Sprache mit A € ZEIT{n*).
Wir definieren eine Sprache B C X" durch

B = {wel | Jurvel. (vw=u und_ ue A}
= {w € " | ein Priifix vou w liegt in A}.

(a) (10 Punkte)
Zeigen Sie:

B € ZEIT(n**!),

indem Sie unter Verwendung einer determinierten Turingmaschine M,
mit L(AM;) = 4 und {3, € O(n*) cine determinierte Turingmaschine
M, mit L(AMy) = B und #y, € O(n**1) konstruieren und eine Zeit-
abschétzung fir M durchfithren. Die Korrektheit von AL, braucht nicht
nachgewiesen zu werden.

(b) (12 Punkie)
Zeigen Sie:

B € NZEIT(n"),

indem Sie unter Verwendung einer determinierten Turingmaschine M
mit L{M) = A und {7, € O(n*) cine Kontrollturingmaschine M; mit
L{My) = Bund {4y, € O(n*) konstruicren und eine Zeitabschiitzung fir
Aly durchfithren. Dic Korrektheit von Afy braucht nicht nachgewiesen
su werden.

Aufgabe 6 (7 Punkie)
Die Regelmenge IV der Grammatik ¢ = (IL X R.5) mit £ = {a,b} und
[1:={5T.U7} sei gegeben durch:

S —aaS|al il

T —aal iaS]|c

U —b

Konstruieren Sie nach demn Verfahren aus dem Kurs aus der Grammatik G
eine rechislineare Normalformgrammatik G mit L(G") = L(G).




Aufgabe 7 (10 Punkte)
Sei ¥ := {a,b}. Eine Sprache L C Z* sei definiert durch:

L:={a""{nmeN und n>m}.

(a) (7 Punkte) :
Zeigen Sie mit Hilfe des Pumping-Lemmas fiir reguldre Sprachen, daf
L nicht regulér ist.

(b} (3 Punkte)
Geben Sic eine Regelmenge R mit genau drei Regeln an, so daf} die
Grammatik G = ({S}. 2, R, S) kontextfrei ist und L(G) = L erfiillt.
Eine Begriindung ist nicht erforderlich.

Aufgabe 8 (9 Punite)
Die Regelmenge einer kontextfreien Grammatik G = (I1, 2, R, S) mit IT :=
{5} und £ := {a. b, c} sei gegebenu durch:

5 —aSc|bSc |

(a) (3 Punkte)
Welche der folgenden drei Behauptungen ist/sind richtig?
Eine Begriindung ist nicht erforderlich.
(1) ¥e € {a.p}*. § = pSclvi
(2) ve € {a.b}". ¥n € NS D5 pc”
(3) vi.j e N.§ 5 a'v/Sci?
(b) {6 Punkte)
Beweisen Sie durch Induktion itber die Ableitungslinge die Aussage:
YW e (U,
(§ =W = (Fre{ab} W=05M" oder W =uvcld™))




Anhang

Pumping-Lemma fiir regulire Sprachen

Satz 11.4.3 Sei L C " reguldr. Dann gilt:
Ls gibl einn € N, so daff fiir alle t.1,z € ©* mittzi € L und
lg(z) = n gilt:

Ju.viw € Tz = uww Av # e AV > 0tuviwl € L).

i n kann man die Zustandszahl eines endlichen Automaten A
mit L(A) = L wihlen. _

(Wenn I regulir ist, gibt es also eine Konstante n (dic nur von
L abhingt), so dafi man in jedem Teilwort z der Linge n eines
Jeden Wartes v aus L (der Linge > n) ein Teilwort v mit der
Eigenschaft findet, dafS beim Ersetzen von v in z durch eine be-
liebig hiufige Wiederholung v von v { wAufpumpen®) wiederum
ein Wort qus L endsteht.)




