Losungshinweise zur Klausur 1654/1658 vom 30. Juli 2011

Aufgabe 1

(i) Welche der folgenden Aussagen ist/sind korrekt?

korrekt falsch
[X] [ ] Esgibt totale, berechenbare Funktionen f, die weder zeit- noch band-
konstruierbar sind.
Losung: Solche Funktionen gibt es. Z.B. existieren nach dem Band-
hierarchiesatz rekursive Sprachen L € {0,1}* \ BAND(2"*). Wenn weiter
v, eine Standardnummerierung von {0, 1}* bezeichnet, so ist die

Funktion 7 { n+1 falls y(n) € L

nicht bandkonstruierbar und
n sonst

damit auch nicht zeitkonstruierbar.

[ ] [X] Fir jede beschrinkte Funktion ¢ : IN — IN gilt, dass ZEIT(t) endlich ist.
Losung: Falsch. {w} ist in ZEIT(1) enthalten fiir jedes w € T*.

[ ] [X] Fir jede beschrénkte Funktion ¢t : IN — IN gilt, dass ZEIT(¢) nur endliche
Sprachen enthélt.
Losung: Falsch. * ist in ZEIT(1) enthalten aber nicht endlich.

[X] [ ] Jede endliche Sprache ist in ZEIT(t) fiir alle £ : IN — IN enthalten.
Losung: Richtig. Jede endliche Sprache ist in ZEIT(1) und somit in ZEIT(¢)
fiir alle (totalen) Zeitschranken ¢ enthalten.

[ ] [X] Jede reguldre Sprache ist in ZEIT(logn) enthalten.
Losung: Falsch. Z.B. ist die Sprache {wa | w € {a,b}*} nicht in ZEIT (logn)
enthalten. Um a™b und a™a zu unterscheiden, muss eine Turing Maschine
wenigstens n Schritte ausfithren.

(ii) Welche der folgenden Aussagen ist/sind korrekt?

korrekt falsch
[X] [ ] ZEIT(n) C NBAND(n)
Losung: Richtig. Es gilt sogar allgemeiner ZEIT(¢t) C BAND(¢) C NBAND(t)
[X] [ ] BAND(logn) C NP
Losung: Richtig. Es gilt BAND(logn) C P C NP
[X] [ ] NP C NBAND(n'os")
Losung: Richtig. Es gilt n* € O(n'*8™) fiir alle k und damit
NP C NZEIT(n'°e") C NBAND(n'os™).
[ ] [X] WennP =NP, dann ist jede nichtleere Sprache NP-vollstindig.
Losung: Falsch. Es gibt nicht rekursive Sprachen. Diese sind offensichtlich
nicht leer und nicht in NP enthalten und damit nicht NP-vollstindig.
[ ] [X] Esexistiert ein k € IN, so dass P C ZEIT(n¥).
Losung: Falsch. Nach dem Zeithierarchiesatz gilt fiir all k:

ZEIT(n*) & ZEIT(n**!) und weiter gilt ZEIT(n**!) C P.




(iii) Welche der folgenden Aussagen ist/sind korrekt?

korrekt falsch
[ ] [X] Jede kontextsensitive Sprache ist auch kontextfrei.
Losung: Falsch. Z.B. {a"b"c" | n € IN} ist kontextsensitiv aber nicht kontextfrei.
[ ] [X] Jede kontextfreie Grammatik ist auch kontextsensitiv.
Losung: Falsch. Z.B. G = ({S}, {a}, {S — aS|ale}, S) ist kontextfrei aber
nicht kontextsensitiv.
[X] [ ] Jede deterministisch kontextfreie Sprache ist eindeutig.
Losung: Richtig. Satz 9.6.3.
[ ] [X] Eine kontextfreie Sprache ist deterministisch genau dann, wenn sie von
einem Kellerautomaten akzeptiert wird.
Losung: Falsch. Nach Definition sind die deterministisch kontextfreien Sprachen
die von determinierten Kellerautomaten akzeptierten Sprache. Die von
Kellerautomaten akzeptierten Sprachen sind die kontextfreien Sprachen.
Diese Sprachklasse enthélt Sprachen, die nicht deterministisch sind.
[X] [ ] Fir jede kontextfreie Sprache L gilt L € BAND(n?).
Losung: Richtig. Jede kontextfreie Sprache ist auch kontextsensitiv und damit in
NBAND(n) und nach dem Satz von Savitch also auch in BAND(n?) enthalten.

(iv) Welche der folgenden Mengen ist regulir, kontextfrei aber nicht regulér, nicht kon-
textfrei?

regulir kontextfrei und nicht reguldr nicht kontextfrei

[ ] [X] [ ] {a"0™a™ | m,n € IN}
kontextfrei und nicht regulér

[X] [ ] [ ] {a""™a™ | m,n € N}
reguldr

[X] [ ] [ ] {a"0™ | n = m (mod 3)}
regular

[ ] [ ] [X] {a™™c" | n =m (mod r)}
nicht kontextfrei

[ ] [ ] [X] {a"b™a"b*™ | m,n € IN}

nicht kontextfrei

(Hierbei bedeutet m = n (mod r) fiir Zahlen m,n,r € IN, dass a,b,c € IN existieren mit
m=a-r+c,n=b-r+cundc<r.)



Aufgabe 2

(i) Zeitkonstruierbarkeit: Definition 3.3.1 (KE 2)
(i) Polynomielle Reduzierbarkeit: Definition 4.3.2 (KE 3)

(iii) Erldutern und begriinden Sie, wie man mittels einer einzigen Reduktion nachweisen
kann, dass eine Sprache NP-hart ist:
Angenommen, man will nachweisen, dass eine gegebene Sprache L NP-hart ist. Dann
reicht es, eine NP-harte Sprache M auf L zu reduzieren: Da fiir M bekannt ist, dass
fiir alle Sprachen N € NP N <,,; M gilt, folgt dies aus der Transitivitdt von <.

(iv) Kontextfreie Grammatik: Definition 7.3.1 (KE 5)

Aufgabe 3

(i) Geben Sie alle bekannten Relationen zwischen den folgenden Komplexitétsklassen
an:

BAND(log n), NBAND((logn) - (loglog n)), ZEIT(n), P, NP, BAND((logn)?),
ZEIT(inoglogn ), ZEIT(n - loglogn), BAND(|n/loglogn]), ZEIT(nloglen),

Lésung: Es gilt

BAND(logn) G NBAND((logn) - (loglogn)) & BAND((logn)®)
G BAND([n/loglogn]) G ZEIT(2"**"**")

und
BAND(log n) - P g ZEIT(nloglogn) g ZEIT(znloglogn)
und

ZEIT(n) C ZEIT(n - loglogn) G P C NP G ZEIT(2"**""").

(ii) Zeigen Sie fiir 4 verschiedene Klassen Ly, Ly, M;, M, aus Teil (i), dass L; G M,
und L2 g Mg.

Losung: Seien L; = BAND((logn)?), M; = BAND([n/loglogn]), Ly = P und
M, = ZEIT(n'°8'°e"), Dann gilt

1) [n/loglogn] ist bandkonstruierbar und (logn)® € o([n/loglogn]), insbeson-
dere also (logn)® € O([n/loglogn]) und [n/loglogn] ¢ O((logn)?). Nach
dem Bandhierarchiesatz folgt die Behauptung

BAND((logn)®) G BAND([n/loglogn]).
2) Esgilt P C ZEIT(n'osloglogn) Weiter ist n'°81°8™ zeitkonstruierbar und n!ogloslog .

log(n'oeloeloem) = 1og(n) log log log(n) - n'°eloeloen ¢ p(plogloen) Nach dem Zeit-
hierarchiesatz gilt also

P C ZEIT(n'8'8™).



Aufgabe 4
Zeigen Sie: Die Sprache

{ywrr(EN | t € IN,F € WFF, F in 3-KNF, es existiert eine Belegung,
die wenigstens ¢t Klauseln von F erfiillt}

ist NP-vollsténdig.

Losung: Man sieht leicht, dass obige Sprache, die wir im Folgenden mit L bezeichnen,
in NP liegt: Eine entsprechende nichtdeterminierte Turing-Maschine rat auf Eingabe
ywrr (F)f* zunéchst ¢ Klauseln von F', kopiert diese auf das Arbeitsband und akzeptiert,
falls die Formel auf diesem Arbeitsband erfiillbar ist (vgl. Beweis 3-SAT € NP).

Um zu zeigen, dass L auch NP-hart ist, reduzieren wir 3-Sat auf L: Man kann in polyno-
mieller Zeit (deterministisch) testen ob ein Eingabewort w von der Form w = ywpr(F) ist
mit einer aussagenlogischen Formel F' in 3-KNF. Ferner kann man in diesem Fall die An-
zahl der Klauseln in F ebenfalls deterministisch und in polynomieller Zeit zahlen. Somit
kann die Funktion f, definiert durch

v | i falls w = ywpr(F) mit F in 3-KNF,t Anzahl Klauseln in F
w sonst,

fiir alle w € ¥*, in polynomieller Zeit berechnet werden. Es gilt nun weiter:

w € 3-SAT < w = ywrr(F), F in 3-KNF, F erfiillbar
< w = ywrr(F), F in 3-KNF, es existiert eine Belegung die alle Klauseln
von F' erfiillt
& w = ywrr(F), F in 3-KNF, es existiert eine Belegung die ¢ Klauseln
von F erfiillt,t Anzahl Klauseln in F
& f(w) € L.

Damit definiert f die gewiinschte Reduktion.

Aufgabe 5
Sei L = {wa | w € {a,b}*,1g(w) gerade}.
(i) Geben Sie eine rechtslineare Grammatik G an mit L(G) = L.
Losung: G = ({S}, {a,b},{(S, a), (S, aaS),(S,abS), (S,baS), (S,bbS)}, S) leistet das

Gewdlinschte.

(ii) Geben Sie einen endlichen, determinierten Automaten A an mit L(A) = {a,b}*\ L.
Losung: A = ({a,b},{0,1,2},0,{0,2},6) mit
(5 = {(0, a’ 1)’ (O’ b7 2)7 (1’ b’ 0)’ (1, a” 0)7 (2’ a’? 0)7 (2’ b’ 0)}

leistet das Gewiinschte.



(iii) Zeigen Sie L(A) C {a,b}* \ L fiir den von Thnen in Teil (ii) gewéhlten Automaten

A.
Losung: Sei f : {a,b}* — {0,1,2} definiert durch

0, falls lg(w) gerade
f(w) =< 1, fallslg(w) ungerade und w endet mit einem a
2, sonst

Wir zeigen nun zunéchst folgende Aussage per Induktion:
Vw € {a,b}*Vp € {0,1,2}.(0,w,p) € §* = p = f(w).

TA: Fiir w = € folgt die Behauptung sofort aus der Definition von §*.
IS: Sei w = va mit o € {a,b} gegeben. Wir unterscheiden 3 Falle:

1. lg(w) ungerade, dann gilt fiir ¢ mit (0,v,q) € 6*: ¢ € {1,2}. Fiir g mit (0, w, q) €
6* gibt es nun ein p mit (0,v,p) € 6* und (p, o, q) € §. Hieraus folgt ¢ = 0.

2. lg(w) gerade und o = a. Fiir ¢ mit (0, w, q) € §* existiert ein p mit (0,v,p) € ¢*
und (p, a,q) € 6. Nach Induktionsbehauptung gilt aber p = 0 und somit ¢ = 1.

3. lg(w) gerade und a = b: Analog zu 2.

Hieraus folgt sofort die Behauptung. Sei w in L(A). Dann gilt (0,w,2) € §* oder
(0,w,0) € §*, d.h. nach obiger Aussage f(w) =0 oder f(w) = 2 also (lg(w)) gerade
oder w endet nicht mit a. Somit folgt aus w € L(A) also w ¢ L. Dies war zu zeigen.

Aufgabe 6
Sei L = {a™bcb™ | n € IN}.

(1)

(i)

Geben Sie eine kontextfreie Grammatik G an mit L(G) = L. (4 Punkte)
Losung: G = ({S}, {a,b,c},{(S,aShb), (S,bc)}, S) leistet das Gewiinschte.

Begriinden Sie: L ist eine eindeutige Sprache.

Losung: Man zeigt leicht per Induktion, dass in jedem von S abgeleiteten Wort aus
Terminalen und Nichtterminalen maximal ein S vorkommt. Da es ferner jeweils nur
eine Regel gibt um ein Wort mit oder ohne Nichtterminal zu erhalten, muss jede
Linksableitung eindeutig sein. L(G) = L ist eine eindeutige Sprache, da sie von der
eindeutigen Grammatik G erzeugt wird.

Man kann hier auch argumentieren, dass L von einem determinierten Kellerauto-
maten akzeptiert werden kann, also deterministisch kontextfrei und damit eindeutig
ist.



Aufgabe 7

Zeigen Sie: Jede kontextfreie Sprache L C {a}* erfiillt auch das reguldre Pumping-Lemma,
d.h. fiir jede kontextfreie Sprache iiber einem einelementigen Alphabet gilt: es existiert
ein n € IN, so dass zu jedem w € L mit lg(w) > n und jeder Zerlegung w = tzf mit
lg(z) = n eine Zerlegung z = uvz existiert mit v # & und tuvizt € L fiir alle 1 € IN.

Losung: Sei L C {a}* eine kontextfreie Sprache. Nach dem Pumping-Lemma fiir kon-
textfreie Sprachen existiert dann ein n € IN, so dass fiir alle w € L mit lg(w) > n eine
Zerlegung w = t2§2t' mit lg(£92) < n, 22 # ¢ existiert, so dass {£'§2*t’ € L fiir alle i > 0.

Fir dieses n, beliebiges w € L mit lg(w) > n und eine beliebige Zerlegung w = tut’
mit lg(u) = n sei w = 4§t eine Zerlegung aus dem kontextfreien Pumping-Lemma.
Insbesondere gilt 0 < 1g(%2) < n. Sei nun u = ryz mit z = ¢, y = a8, z = gn18(E3),
Dann gilt fiir alle i:

tiL'intl — alg(w)+(i—l) lg(y) — alg(w)+(i—1) lg(z2) — i‘igéz{/ cL.

Dies war zu zeigen.



