Losungshinweise zur Klausur des Kurses
sEinfithrung in die Theoretische Informatik B“
vom 1. August 2009

Hinweis: Die Aufgabenstellungen 1 (ii), 1. Zeile und 7 (a),(b) waren nicht wie in der ge-
druckten Form intendiert. Obwohl sie weiterhin lésbar sind, werden sie nicht bei den zum
Bestehen der Klausur notwendigen Punkten gewertet, d.h. zum Bestehen dieser Klausur
reichen 37 Punkte.

Aufgabe 1

(i) Welche der folgenden Aussagen ist/sind korrekt?
korrekt falsch
[ ] [X] VkeIN2¥blsl) ¢ O(n2k)

[ ] [X] Firalle f:IN— IN gilt: Jede Sprache in ZEIT(f) ist entscheidbar.

[X] [ ] Firalle f: IN— IN gilt: Es existiert eine entscheidbare Sprache
in ZEIT(f).

[ ] [X] Fir alle Funktionen f,g: IN — IN gilt:
ZEIT(f) & ZEIT(g) = g zeitkonstruierbar.

[ ] [X] Esistbekannt, dass ein & € N existiert, so dass BAND(logn) & ZEIT(n*).

[X] [ ] DieFunktion f(n)= (%-‘ ist zeitkonstruierbar.

(ii) Welche der folgenden Aussagen ist/sind korrekt?
korrekt falsch

[ ] [ ] FiralleAe NPgilt AcP. Nicht bekannt.
[X] [ ] Esistbekannt, dass NLOGSPACE & NP gilt.

[X] [ ] CLIQUE<,u3SAT

[X] [ ] BEsexistiert eine Funktion f: IN — IN so dass NP & ZEIT(f).
[X] [ ] AusA<,uBund Be NBAND(n?) folgt A € PSPACE.

[X] [ ] Esistbekannt, dass GAP<,,;3SAT.

(ili) Welche der folgenden Aussagen ist/sind korrekt?
korrekt falsch

[ ] [X] DieSprache {ww?w |w € {0,1}*} ist kontextfrei.

[ 1 [X] Die Sprache {ulu®|u e {0,1}*} ist deterministisch kontextfrei.

[ ] [X] SeiG=({ST}{a,b},{S—aSHT|U,T — aT|a,U — bU|b},S).
L(QG) ist regulér.

[X] [ ] SetG=({ST} {a,b},{S— aSHT|Ule, T — aTl|a,U — bUb},S).
L(G) ist regulér.

[X] [ ] Fir zwel beliebige regulidre Mengen L, und L, ist entscheidbar,
ob L, C Lg gilt.

[X] [ ] Fir beliebige kontextfreie Sprachen L gilt L € P.



Aufgabe 2

Wir geben im Folgenden die Nummern der Definitionen/Satze im Kurstext an:

(a) (i) f:IN — IN ist bandkonstruierbar Definition 3.3.1.
(ii) FBANDx(f) Definition 2.4.1.
(ili) Die Sprache Ljs einer Kontrollturingmaschine M Definition 4.1.1.
(iv) NP-vollstandige Sprache Definition 4.3.5.
(v) Chomsky-Normalform Definition 9.3.2.
(b) (i) Der Zusammenhang zwischen Zeit- und
Band-Komplexitétsklassen Satz 2.5.3.
(i) Zeithierarchiesatz Satz 3.4.2.
(iii) Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen Satz 9.4.3.
Aufgabe 3

Sei L eine beliebige Teilmenge von IN. Da O(log"(n) +cf;(n)) = O(log"(n)) fiir alle k € IN
und O(nlog(n) + cfy(n)) = O(nlog(n)) folgt zunichst

|J BAND(log"(n) + cfr(n)) = | | BAND(log"(n))

keN keIN
und

BAND(nlog(n) + cfr(n)) = BAND(nlog(n)).
Ferner gilt

| BAND(log"(n)) € BAND(log'*8"*5™ (n)) C BAND(v/n).

kelN

Es geniigt also zu zeigen, dass
BAND(v/n) G BAND(n) & BAND(n - log(n)).

Da n und nlog(n) bandkonstruierbar und /n € o(n), n € o(nlog(n)) folgt diese Behaup-
tung aus dem Bandhierarchiesatz.



Aufgabe 4

Im Folgenden sind die nicht-trivialen Inklusionen zwischen den angegebenen Komple-
xitatsklassen grafisch dargestellt. Die Pfeile bedeuten Inklusionen. Durchgezogene Pfeile
bedeuten, dass die Echtheit der Inklusion bekannt ist. Ist die Inklusion mit einem gestri-
chelten Pfeil gekennzeichnet, so ist deren Echtheit nicht bekannt.
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Nach dem Bandhierarchiesatz ist BAND((log(n))?) echt enthalten in BAND(n®) und
BAND(n?) echt enthalten in BAND(n*) und somit in PSPACE. Nach dem Satz von Sa-
vitch gilt PSPACE=NPSPACE. Da jede deterministische Klasse in der korrespondieren-
den nichtdeterministischen Klasse enthalten ist gilt LOGSPACECNLOGSPACE. Ferner
ist jede Zeitkomplexitétsklasse in der korrespondierenden Bandkomplexitétsklasse enthal-
ten, also PCPSPACE. Nach Satz 2.5.3 gilt NLOGSPACECP. Aus dem Zeithierarchiesatz
folgt ZEIT(n'°8™) CZEIT(2") und somit wegen PCZEIT (n'°¢™) auch PCZEIT(2").

Aufgabe 5
Es gibt NP-vollstindige Sprachen in BAND([v/n]).

Sei hierzu L C {0,1}" eine beliebige NP-vollstindige Sprache. Insbesondere ist L in NP
und somit in PSPACE enthalten. Seien i, k£ € IN und M eine i-Band, O(n*)-bandbeschrank-
te Turingmaschine mit Ly, = L. Dann gilt L <, L' und L' <, L fiir die Sprache

L = {wl0®“* | we L}.

Insbesondere ist L' also NP-vollstindig. Die folgende Maschine M’ akzeptiert nun L'

a) Priife, ob die Eingabe von der Form w108®™ ist. Falls ja (2) sonst wird die Eingabe
verworfen.

b) Kopiere w auf das (7 + 1)-te Arbeitsband.

c¢) Simuliere M, wobei das Eingabeband durch das (i + 1)-te Arbeitsband ersetzt wird.

Der Test in 1 kann auf Band O(loglg(w)?*) ausgefiihrt werden. Schritte 2 und 3 benéti-
gen Band O(lg) bzw. O(Ig*). Insgesamt erhilt man also eine O([y/n])-bandbeschrinkte
Turingmaschine.



Aufgabe 6
Sei L :={w € {a,b}* | w endet mit einem a und #,(w) > 3}.

a) X

OO0
O QU

c) Sei G = (I, R, Sy) mit £ = {a,b}, Il = {S. 51, 83,,53} die durch die folgende
Regelmenge R festgelegte Grammatik:

R = {S() — bSo | a51,31 — bSl ] aS2,SQ — bSQ ‘ a53, 53 — bSQ | 0,53 ‘ E}.

d) Wir zeigen die Korrektheit der in Teil (¢) angegebenen Grammatik G. Hierzu defi-
nieren wir zunéchst die Hilfsfunktion ¢ : ¥* — II durch

d(w) = Sy, (w) flir alle w € ™ mit f,(w) <2
und

o(wb) = Sy, p(wa) = S; fir alle w € ™ mit §,(w) > 3.
Wir zeigen nun die folgende Aussage per Induktion nach n € IN:

Vne NVw € (SUID™\ &%(S; B w & v € T™w = vo(v)).



n = 0: Es gilt

So—gwﬁw:So@HveEo.w:vdv).

nesrn+1: = Sel w € (BUID*\ & mit Sy "% w. Dann gibt es ein w' und nach

Induktionsannahme ein v/ € £" mit Sy = w' — w und w' = v/¢(v'). Somit
kann w nur durch die Regel ¢(v') — a¢(v'a) oder ¢(v') — bep(v'b) entstehen.
»<= “: Sel nun w = vé(v) fiir ein v € ™1, Dann ist v = v'a fiir ein v/ € X"
und o € ¥. Nach Induktionsannahme gilt nun Sy = v/¢(v'). Durch Anwenden
der Regel ¢(v') — a¢(v'a) sieht man S s vag(v'a).

Somit ist die obige Behauptung gezeigt. Die Korrektheit von G folgt nun direkt, da
L(G) = {w e £° | o(w) — S3} — L.

Aufgabe 7
Gegeben sei die Sprache

L= {zay € {a,b}" | lg(z) = lg(y) A #(z) = #a(y) }.

Wir zeigen im Folgenden, dass L nicht kontextfrei ist, also weder die Grammatik
noch der Kellerautomat existieren kann.

Wir nehmen hierzu an, dass L kontextfrei ist. Dann gilt nach dem Pumping-Lemma
fir kontextfreie Sprachen: Es existiert ein n so dass fiir alle z € L mit lg(z) > n
eine Zerlegung z = wowry mit lglvwr) < n, vz # ¢ existiert mit wv'wzr'y € L fiir
alle 7 € IN.

Sei z = @™ b g™, Dann gilt z € L. Sei z = wvwzy eine zugehorige Zer-

legung. Falls w # b™ab™ und v # z oder v # bP fiir geeignete m,m’,p < n, so
kann vwy nicht in L enthalten sein, da das mittlere Zeichen von uwwy kein a ist. Sei
also w = b™ab™ und v = x = . Dann ist aber uwy = o™t HPTI PP fiir
geeignetes 1 < p < n. Es gilt also auch in diesem Fall vwy & L. Widerspruch.

Dieser Teil folgt nun sofort aus obigem Beweis und der einfachen Tatsache, dass das
Wort z = a" 1" bt 1q™ ! auch in L N L% enthalten ist und ferner LN LE C L
gilt.



