01653 Einfiihrung in die Theoretische Informatik A
Klausur vom 20. Marz 2010

Es miissen Thnen 9 Seiten Klausurtext vorliegen:
o das Deckblatt fiir Ihre Lésungen,
e eine Teilnahmebescheinigung zur Vorlage beim Finanzamt,
e diese Vorbemerkungen,
e 5 Blétter mit 10 Aufgaben,
e 1 Seite Anhang.

Fiillen Sie bitte vor der Bearbeitung das Deckblatt aus (Matrikel-Nr., Name,
Adresse) und legen Sie es mit den Ausweisen zur Kontrolle bereit.

Fiir die Bearbeitung haben Sie 3 Stunden Zeit. Aufler Schreibzeug sind kei-
nerlei Hilfsmittel erlaubt.

Schreiben Sie bitte leserlich und lassen Sie einen breiten Korrekturrand. Be-
ginnen Sie moglichst fiir jede Aufgabe eine neue Seite.

Folgende Unterlagen sind zusammengeheftet abzugeben:

o das ausgefiillte Deckblatt (bitte bearbeitete Aufgaben ankreuzen),
e die ausgefiillte Finanzamt-Bescheinigung (sofern gewiinscht),

e Ihre Losungsbldtter, moglichst in der Reihenfolge der Aufgaben. Schrei-
ben Sie zur Sicherheit auf jedes Blatt nochmals Name und Matrikel-Nr.

Die Klausur ist bestanden, wenn Sie 40 von 100 Punkten erreichen. Wir
bemiihen uns, die Klausur ziigig zu korrigieren und zuriickzusenden. Sollten
Sie nach zwei Wochen noch keine Nachricht haben, kénnen Sie Ihr Ergebnis
im Lehrgebiet erfragen.

Viel Erfolg!

Mit freundlichen Griilen
IHRE KURSBETREUER



Aufgabe 1 (10 Punkte)

Eine einstellige verallgemeinerte Registermaschine M sei gegeben durch fol-
gendes Flussdiagramm F':

Ry := Ry - Rp Ry:=R; -1

(a) (1 Punkt)

Welche der folgenden beiden Behauptungen trifft zu?

1) Fir allen € N und alle £k € N mit £ < n gilt
(i) Fir all N und alle £k € N mit & gil
ES%*(2,(2,n,0,0,...)) = (2, (2% n—k,0, o,...)) :

(ii) Fiir alle z € N und alle n € Nmit z > n gilt
ES*(2,(2,2,0,0,..)) = (2, (2", z — n,0,0,...)) .
(b) (6 Punkte)

Beweisen Sie die zutreffende Behauptung aus (a).

(c) (8 Punkte)

Beweisen Sie fir(z) = 2% fiir alle z € N oder fy(z) = 2+ fiir alle
z € N.



Aufgabe 2 (11 Punkte)

Das Flussdiagramm F' einer einstelligen Bandmaschine M iber ¥ = {a,b}
sei wie folgt gegeben:

Essei I':= LU {B}. Fir allew € ", u € I'"* und ¢ € T gilt dann:

3te N.3w' eI . (ES* (1, (u,c,w)) = (5, (ucw’, B,£)) und Vv € T*.
(v Suffix von w' <= v Suffix von w und 3n € N.v = a)).

(a) (7 Punkte)

Beweisen Sie dies durch vollstindige Induktion nach der Lange von w.

(b) (4 Punkte)

Geben Sie diejenige Funktion f an, die von M berechnet wird, fiir die
also far = f gilt, und zeigen Sie dies mit Hilfe von (a).

Aufgabe 3 (9 Punkte)
(a) (2 Punkte)

Geben Sie die Definition des Operators der primitiven Rekursion wie-
der, d. h., formulieren Sie, wann per definitionem f = Prk(g, k) fir die
Funktionen f, g und h gilt (wobei f n-stellig sei).

(b) (7 Punkte)
Es sei t :C N? — N definiert durch

¥ falls z ein Teiler von y ist
t(ma y) = z.
div  sonst,

fir alle z,y € N. Zeigen Sie, dass t durch pu-Rekursion aus einer bere-
chenbaren Funktion entsteht.



Aufgabe 4 (7 Punkte)

Formulieren Sie

(a) (2 Punkte)

das utm-Theorem,

(b) (2 Punkte)

das smn-Theorem,

(¢) (8 Punkte)
das ®-Theorem.

Aufgabe 5 (8 Punkte)

Es sei ug :C N2 — N die universelle Funktion der Standardkomplexitit ® zu
p, also

us(i, ) := ®;(x)
fiir alle ¢, z € N. Ferner sei eine Funktion f :C N — N definiert durch

1 falls ug(z,z) # div und ua(z,z) < 10 ist

flz) = { 0 sonst,

fiir alle z € N. Ist f berechenbar? — Beweisen Sie Ihre Antwort.

Aufgabe 6 (12 Punkte)

Beweisen Sie mittels Reduktion, dass die Menge A := {i € N | ¢;(i) = i}
nicht rekursiv ist.

Aufgabe 7 (9 Punkte)

Es seien A, B C N Teilmengen von N, und es gelte K, = (N\ 4A) n(N\ B).
Zeigen Sie mit Hilfe von Abschlusseigenschaften, dass dann A oder B nicht
rekursiv-aufzéhlbar ist.



Aufgabe 8 (10 Punkte)

Es sei V' die Vorgangerfunktion auf den natiirlichen Zahlen. Zeigen Sie, dass
es keine berechenbare Funktion g € P! gibt mit folgender Eigenschaft:

N J 1 falls p(i) =V
g(i) := { div  sonst,

fiir alle i € N.

Aufgabe 9 (12 Punkte)

Es sei vy die Standardnummerierung von Q. Eine partielle Funktion v :C
N — N sei definiert durch

. | vg(n) fallsvg(n) €N
v(n) = { div sonst,

fiir alle n € N. Beweisen Sie:
(a) (2 Punkte)

v ist eine Nummerierung von N.

(b) (10 Punkte)

v ist zur Identitdtsfunktion idy &quivalent.

Aufgabe 10 (12 Punkte)

Welche der folgenden Behauptungen sind richtig und welche falsch?

(Bei dieser Aufgabe erhalten Sie fiir jede richtige Antwort (entweder ,richtig®
oder ,falsch) einen Punkt. Fiir eine falsche Antwort wird Ihnen dagegen ein
Punkt abgezogen. Nicht beantwortete Fragen werden mit 0 Punkten bewer-
tet. Insgesamt kann pro Teilblock keine negative Punktzahl erzielt werden.
Thre Antworten brauchen Sie nicht zu begriinden.)

1. (a) Im Flussdiagramm einer verallgemeinerten Registermaschine M
diirfen beliebige Funktionen und Tests verwendet werden.

(b) Jede primitiv-rekursive Funktion ist ein Element von R®).
(c) Fiir jedes k € N gibt es eine bijektive Abbildung von R*) auf R,

(d) Im Bildbereich der Standardnummerierung ¢ gibt es nicht-totale
Funktionen.



(e) Die Standardnummerierung ¢ ist nicht total.
2. (f) Wenn die Menge {(i,j) | 1,7 € N, ¢; = ;} rekursiv-aufzéhlbar
ist, dann ist die Menge K rekursiv.

(g) Ist A C N rekursiv-aufzihlbar und gilt A < B fiir die Teilmenge
B C N, dann ist auch B rekursiv-aufzdhlbar.

(h) Esgibt ein n € N, so dass fiir alle f € R die Eigenschaft g, =
©n zutrifft.

(i) Es gibt genau eine Nummerierung von Z.
(i) Ist v eine Nummerierung einer beliebigen Menge M, so ist jede
v-rekursive Teilmenge von M auch v-rekursiv-aufzéhlbar.
3. (k) Die Multiplikation mit 3 ist keine berechenbare reelle Funktion.

(1) Jede stetige reelle Funktion ist berechenbar.




Anhang

Berechenbare Zahlenfunktionen

Die wie folgt definierten Funktionen f und Tests ¢ auf den nattirlichen Zahlen
sind berechenbar.
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10.

11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.

© 0 N o o

. 0:N° 5 N, 0() := 0 (nullstellige Nullfunktion).

. Z:N—= N, Z(z) := 0 (einstellige Nullfunktion).

. S:N—= N, S(z):=z+ 1 (Nachfolgerfunktion).

. V:N= N, V() :=z =1 (Vorgéngerfunktion).

prgk) :NfF 5 N, prgk) (z1,...,2x) :=z; fiir 1 <7 < k (Projektion).
f(zy,...,z,) ==k fir n, k € N (konstante Funktionen).

f(z,y) ==z +y (Summe).

f(z,y) := z ~ y (arithmetische Differenz).

f(z.y) ==z - y (Produkt).

g,7 :C N> 5 N mit z = g(z,y) -y + r(z,y) und r(z,y) < y fir y # 0
und g¢(z,y) = r(z,y) = div fir y = 0 (Quotient und Rest).
f(z,y) := z¥ mit 0° := 1 (Exponentiation).

f(z) := (V= falls z Quadratzahl, div sonst).
min(z,y).

f(z) := (1 falls £ Primzahl, O sonst).
f(z) := die z-te Primzahl.
f(z,y) := |z — y| (Absolutbetrag).

p~-Rekursion

1

. Essei Q(z) eine Eigenschaft, in der eine natiirliche Zahl z als Parameter

vorkommt. Dann sei

walQ(o)] = { on M Tk M= R EN QM 20

. Es sei h : N¥*! 4 N eine totale Funktion. Dann sei die Funktion
fi(h) :C N* — N definiert durch

fi(h)(Z) = pylh(z,y) = 0]
fiir alle # € N¥. Man sagt, fi(h) entsteht aus h durch u- Rekursion.

Standardnummerierung von Q

I/QZ

n—1rk

N — Q ist definiert durch vg(n, k,1) := 1 fur alle n,k,l € N.
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