1653 Einfithrung in die Theoretische Informatik A
Klausur vom 18. Miarz 2006
Es sollten Thnen 9 Seiten Klausurtext vorliegen:
e das Deckblatt fiir Ihre Losungen,
e eine Teilnahmebescheinigung zur Vorlage beim Finanzamt,
e diese Vorbemerkungen,
o 3 Blatter mit 8 Aufgaben,
e 3 Seiten Anhang.

Priifen Sie zunéchst die Vollsténdigkeit Ihrer Klausurunterlagen.

Fiir die Bearbeitung der Klausuraufgaben haben Sie 3 Stunden Zeit. Einen
Leistungsnachweis zum Kurs 1653 erhalten Sie, wenn Sie

e in dieser Klausur mindestens 36 der moglichen 90 Punkte erreichen und
zusétzlich mindestens 25% der insgesamt moglichen Punktzahl in den
Einsendeaufgaben erreicht haben.

Die Benutzung von Hilfsmitteln (wie z.B. des Kurstextes) ‘igt nicht erlaubt!

Fiillen Sie bitte zunéchst das Deckblatt fiir Thre Losungen aus. Schreiben Sie
auf jedes Ihrer Losungsblédtter oben links Ihren Namen und Ihre Matrikel-
nummer. Falls es sich um ein Fortsetzungsblatt zu einer Aufgabe handelt,
geben Sie bitte zusitzlich die Nummer der Aufgabe an. Bitte verwenden Sie
keinen Bleistift!

Bei Abgabe Threr Losungsblitter heften Sie diese bitte moglichst nach Auf-
gaben sortiert, beginnend mit dem Deckblatt und der Bescheinigung fiir das
Finanzamt, zusammen.

Bei der Bearbeitung der Klausuraufgaben wiinschen wir Ihnen viel Erfolg.
Wir senden Thnen die korrigierten Aufgaben so rasch wie méglich — etwa in
drei Wochen — zuriick.

Mit freundlichen Griiflen

IHRE KURSBETREUER



Aufgabe 1 (8 Punkte)

Eine einstellige verallgemeinerte Registermaschine M sei durch das folgende
Flussdiagramm gegeben:

5
+ HALT

3
Ry:=Ro+ Ry

Ry:=Ry -1

(6 Punkte) Seien z,vy,z € N. Beweisen Sie durch vollstandxge Induk-
tion iiber n, dass fiir alle n € N gilt:

n<z=
ES*™(2,(z,9,2,0,..)) = (2, (¢ +n-y,y, 2~ n,0,...)).

% (2 Punkte)  Folgern Sie aus (a), dass far(a) = a? fiir alle a € N gilt.

Aufgdbe 2 (7 Punkte)

Es sei f: N* — N definiert durch f(a,b) := a = b. Geben Sie ein WHILE-
Programm P mit 7(P) = f an. Ein Korrektheitsbeweis ist nicht notwendig.

Aufgab¥3 (10 Punkte)

Es sei ¥ := {0,1}. Fiir ein Wort w € £* bezeichne lg(w) die Linge von
w. Dann sei die Wortfunktion f : (£*)® — £* definiert durch

f(u,v) := 118180 fir alle u, v € B,



Zeigen Sie durch Angabe des Flussdiagramms einer geeigneten Turingma-
schine, dass f berechenbar ist. Ein Korrektheitsbeweis ist nicht erforderlich.

Aufgabe 4 (15 Punkte)

Bei dieser Aufgabe diirfen Sie den im Anhang angegebenen Satz 7.2.2 be-
uutzen.

k (4 Punkte) Essei h: N — N definiert durch
h(z,y,2) ==z-z+y+1fir alle z,y,z € N.
Beweisen Sie, dass f primitiv-rekursiv ist.

}g{ (5 Punkte) Essei f: N — N definiert durch

Y

flz,y) =z (Zz) fiir alle z € N.

=0
Zeigen Sie, dass f ebenfalls primitiv-rekursiv ist. -
(c) (6 Punkte) Es seisqrt:C N — N definiert durch

vz falls3yeN.z =y?
div  sonst

sart(z) == {

fiir alle z € N. Zeigen Sie, dass sqrt pu—rekursiv ist. Benutzen Sie dabei
nicht Satz 7.3.2, sondern verwenden Sie ausschliefllich die Definition der
p-rekursiven Funktionen und bekannte primitiv—-rekursive Funktionen.
(Hinweis und Tipp: Aufler den Funktionen aus Satz 7.2.2 diirfen Sie
auch die Betragsfunktion verwenden; d.h., Sie diirfen benutzen, dass
g : N — N definiert durch

g9(z,y) == |z —y| fur alle 2,y € N

primitiv-rekursiv ist.)

Aufgabe 5 (15 Punkte)
Zeigen Sie, dass es eine Zahl jp € N gibt, so dass fiir alle 4,n € N gilt:

@jﬂ(n} ?‘) = (pn&:jf)) + 1.

{Tinpn: Rekursionssatz)



Um nachzuweisen, dass eine Zahlenfunktion berechenbar ist, geniigt es im
Folgenden, z.B. eine geeignete verallgemeinerte Registermaschine zu skizzie-
ren (ein formaler Korrektheitsbeweis ist nicht erforderlich).

Aufgabe 6 (12 Punkte)
(X) (5 Punkte) Zeigen Sie, dass die Menge
A:={(i,z) € N| pi(z) existiert und @;(x) = p(i)}
rekursiv-aufzéhlbar ist.

(5 Punkte) Zeigen Sie, dass A nicht rekursiv ist.
(Tipp: Selbstanwendbarkeitsproblem)

M) (2 Punkt) Ist die Menge A unendlich?

Aufgabe 7 (11 Punkte)
Sei eine Nummerierung v :C N — Q der rationalen Zahlen definiert durch
Def(v) := {(i,, k) | k # 0} und v(3, j, k) := (i — j)/k. Zeigen Sie:

9(5 (5 Punkte) Die Menge {1} C Q ist v-rekursiv-aufzéhlbar.

M (6 Punkte) Die partielle Funktion f :C Q — Q, definiert durch
f(z) := 1/z, ist (v, v)-berechenbar.

Aufgabe 8 (12 Punkte)
Es sei p :C ¢ — R die Cauchy-Darstellung der reellen Zahlen. Beantworten

Sie die folgenden Fragen (jeweils mit Begriindung).

(a) (2 Punkte) Sei f:R — R definiert durch f(z) = 0, falls z # 0, und
f(z) =1, falls z = 0. Ist f (p, p)-berechenbar?

(b) (5 Punkte) Sei f:C R — R definiert durch f(z) = 0, falls z # 0,
und f(z) = div, falls z = 0. Ist f (p, p)-berechenbar?

(c) (8 Punkte) Sei a eine rationale Zahl. Ist a p-berechenbar?
(d) (2 Punkte) Gibt es eine reelle Zahl, die nicht p-berechenbar ist?



Anhang

Definition 5.3.3 (primitive Rekursion, y—Rekursion)

(a) Essei Q(z) eine Eigenschaft, in der eine natiirliche Zahl z als Parameter
vorkommt. Dann sei

pe(Q(a)] = { min M. (als M := {1 € N | Q(4)) #0

(b) Fiir Funktionen g :C N™ — N und hy,...,hmn :C N* — N sei die
Substitution Sub(g, A1, ..., hnm) : N¥ — N definiert durch

Sub(g, hi, . .., hm)(Z) 1= g(h1(Z), .. ., hm(ZE))

fiir alle Z € N,
(c) Es seien g : N* — N und h : N¥2 — N. Die durch die beiden
Gleichungen
f(z,0) = 9(z)

f@y+1) = hzvy f(Zy)

(fiir alle z € N* und y € N) eindeutig bestimmte Funktion f : N¥*1 —
N wird mit Prk(g, k) bezeichnet. Man sagt: f entsteht ais g und A durch
primitive Rekursion. ‘

(d) Es sei h : N¥*! — N eine totale Funktion. Dann sei die Funktion
ji(h) :C N¥ — N definiert durch

fi(h)(Z) = pylh(z,y) = 0]
fir alle Z € N*. Man sagt, fi(h) entsteht aus h durch u—Rekursion.

Definition 7.2.1 (primitiv-rekursive Funktionen)
Wir nennen

Gr:={0,2,S}u{pr® |i,keN1<i<k}

die Menge der primitiv-rekursiven Grundfunktionen (die in der Menge Gr
enthaltenen Funktionen sind weiter unten nochmals definiert).

Eine Funktion f : N* — N heifit primitiv-rekursiv, genau dann, wenn sie
sich in endlich vielen Schritten aus der Menge Gr durch wiederholtes Anwen-
den der Operatoren Sub und Prk erzeugen laft.

Satz 7.2.2 (einige primitiv—rekursive Funktionen)
Die wie folgt definierten Funktionen sind primitiv-rekursiv:



(a) P NF— N, e zy,...,z%) = n fiir alle k,n € N (konstante
Funktionen).

(b) s: N2 — N, s(z,y) := = + y (Summe).
(c) V:N— N, V(z) :=z = 1 (Vorgéngerfunktion).
(d) d:N? — N, d(z,y) := z ~ y (arithmetische Differenz).

(e) m: N2 — N, m(z,y) := z -y (Multiplikation).

Definition 7.3.1 (u—rekursive Funktionen)

Eine Funktion f :C N* — N heifit u-rekursiv, gdw. sie sich in endlich vielen
Schritten aus der Menge Gr := {0, Z, S} U {pryc |7,k € N1 <14 <k} durch
wiederholtes Anwenden der Operatoren Sub, Prk und i erzeugen lésst.

Satz 7.3.2 (u—rekursiv = berechenbar)
Die p-rekursiven Funktionen sind genau die berechenbaren Zahlenfunktio-
nen.

Satz 8.3.8 (Rekursionssatz) -
Zu jeder Funktion f € R gibt es eine Zahl n mit @, = @f(r).

Definition 10.1.3 (v-rekursiv—aufzihlbar, (v, v)-berechenbar)

(a) Eine Menge X C M heifit v-rekursiv—aufzihlbar, g.d.w. es eine bere-
chenbare Funktion g :C N — N gibt mit

(fiir alle 7 € Def(v)).

(i) existiert falls v(:) € X
g =1 sonst

(b) Eine Funktion f:C M; — M heift (v, v)-berechenbar, g.d.w. es eine
berechenbare Funktion ¢ :C N — N gibt mit
fouv(i) =vog(i) fiiralle i mit v1(:) € Def(f). (1)

Wenn (1) gilt, sagt man “g ist eine (v, v)-Realisierung von f” und “f
ist eine (v, v)-Spur von g”.



Definition 10.4.3

(a) Eine Darstellung einer Menge M ist eine surjektive Funktion ¢ :C
>¢ — M.

(b) Es seien dp :C ¥ — Mj und ¢; :C ¥¥ — M, Darstellungen. Eine
Funktion f :C M; — My heifit (d;,00)-berechenbar, gdw. es eine
berechenbare Funktion g :C ¥¥ — 3¢ gibt mit

fodi(p) =do0g(p)
fiir alle p mit 8,(p) € Def(f).

(c) Eine Zahl z € My heifit §p-berechenbar, g.d.w. es eine (nullstellige)
berechenbare Funktion g: {()} — £ gibt mit z = dy o g().

Definition 10.4.6 (Cauchy—Darstellung)
Die Cauchy-Darstellung p :C ¥ —— R der reellen Zahlen sei wie folgt
definiert:

p(p) =z : <= esgibt up,us,... € Def(rat), so dass p = uofiurfl. ..,
und (Vk € N) |7 — vyae(i)]| < 2%



