Kurs 1653 — Einfithrung in die Theoretische Informatik A

Losungsvorschlige zur zweiten Klausur am 21. 03. 2004

Aufgabe 1

(a) Es treffen alle drei Behauptungen zu.

(b) Die zweite Behauptung lasst sich durch vollstindige Induktion nach der
auflen stehenden Variablen beweisen. Wir fithren dies aus:

Induktionsanfang n = 0:
Es sei z € N beliebig. Dann gilt:
ES*?(1,(0,2,0,...)) = (1,(0,z,0,...)) (da ES® =id)
= (L,(Xi,108,2=00,...)).
Also trifft die Behauptung in diesem Falle zu.

Induktionsschluss n — n + 1:
Es sei z € N, und es gelte z > n 4 1. Dann gilt sowohl

(x) z>n
als auch
(x%) z-n#0.

Wegen () liefert die Induktionsvoraussetzung
ES*™(1,(0,z,0,...)) = (1,( > z‘,x;n,o,...))
i=z+1-n
Mit (**) ergibt sich zudem

E83 (]‘> ( f1.?:=:z:+1—'n ’i,.’L‘ - n,O, cee ))
= (L (: i+ (z=n),r=n=+10,...))

i=x+1-n

= (1, (Zf=z+1—(n+l) Zl? z = (72 + 1)7 O> s )) ;

also insgesamt

ES*CD(1,(0,2,0,...)) = [ L,( D> dz=(n+1),0,...) ],

i=z+1—(n+1)

was zu zeigen war.




(c) Die Behauptung (3) aus (a) ergibt sich aus (2), indem man z fiir n setzt.
Mit (3) folgt

(Vz) ES**+1(1,(0,z,0,...)) = (4, (}I:i,O,O, .. )) .

i=1
Gemif Ein—/Ausgabecodierung der (verallgemeinerten) Registermaschi-

nen folgt

T

fu(z) =i

=1

fir alle z € N.

Aufgabe 2
Wir geben jeweils geeignete Funktionen durch Befehle verallgemeinerter Regi-

stermaschinen mit berechenbaren Funktionen und Tests an:

1. Fr:
|
R =TGR LR
2. F7
1
B 1=7T(7T1(RI'),7F2(1?4) +1)
3. F?:

G

+

Es handelt sich durchweg um totale Funktionen und Tests. Damit ist klar, dass
das Gewiinschte geleistet wird.




Aufgabe 3

(a)

Wir beweisen Behauptung 2 durch vollstindige Induktion nach n = lg(w).

n = 0: In diesem Fall ist w = €, und mit ¢ := 3 erhalten wir durch leichte
Rechnung fiir alle u,v € * und c€ I':

ES (3, (vBe, ¢, u)) = (7, (v, B,cu)) = (7, (v, B, 0" cu)) .

Also gilt die Behauptung in diesem Fall.
n — n+1: Sei nun lg(w) = n+ 1. Dann gibt es w’ € £* und d € %, so
dass w = w'd. Es gilt nun fir alle u,v €[ und c€ T’

ES® (3, (vBw, c,u)) = (3, (vBw', b, cu)),

und zwar sowohl im Falle d = q, als auch im Falle d = b. Es ist lg(w’) = n.
Wir wenden jetzt die Induktionsvoraussetzung auf ' an, und zwar mit b
anstelle von ¢ und cu anstelle von u. Danach existiert ein ¢’ € N mit

ES? (3, (vBW', b, cu)) = (7, (v, B, b’g(‘”l)bcu)) = (7, (v, B, blg("’)cu)) .
Setzen wir t := 3 4 t/, dann folgt
ES* (3, (vBw, ¢,u)) = (7, (v, B, b's™)cu)) .

Dies war zu zeigen.

Sei w € X* gegeben. Filir v = u = € und ¢ = B liefert Behauptung 1 die
Existenz eines t € N mit

ES' (1, (¢, B,wB)) = (3, (Bw, B, ¢)).

Fir v = u = ¢ und ¢ = B liefert Behauptung 2 die Existenz eines t’ € N
mit

ESY (3,(Bw, B,¢)) = (7, (¢, B, 05 B)) .
Es folgt
ES™* (1, (¢, B,wB)) = (7, (¢, B, 1™ B)) .

Unter Berticksichtigung der Ein—/Ausgabecodierung fiir Bandmaschinen ist
damit fyr = f gezeigt.




Aufgabe 4

Essei V : N — N die Vorgingerfunktion; d. h., es gilt V(0) = Ound V(n+1) = n
fiir alle n € N. Das Alphabet X besitzt (nur) die Standardnummerierung vy, die
definiert ist durch vs(n) := o™ fiir alle n € N. Es gilt dann

vslgus(0) = vglgle) = vg'(e) =0

sowie
vatgus(n +1) = v3lg(a™!) = 15! (a”) = n

fiir alle n € N. Daraus folgt vg'grvy = V. Da V berechenbar ist, ergibt sich mit
Satz 7.1.9 die Berechenbarkeit von g.

Aufgabe 5

(a) f erfiillt die folgenden Rekursionsgleichungen:

f(z,0) =20 =1
flmy+1) = 2 = f(z,y)-y

Es sei daher g := Z und h : N®* — N definiert durch h(z,y, z) := z - y fiir
alle z,y, z € N. Dann gilt f = Prk(g, h).
Es bleibt zu zeigen, dass h primitiv—rekursiv ist. Dies gilt aber wegen

h = Sub (m, prf), prés)) ,

wobei m die Multiplikation ist.

(b) Eine Funktion f :C N* — N heifit p-rekursiv, gdw. wenn sie sich in
endlich vielen Schritten aus der Menge Gr der primitiv—rekursiven Grund-
funktionen durch wiederholtes Anwenden der Operatoren Sub, Prk und x
erzeugen ldsst.

Aufgabe 6

(a) Wir nehmen an, die Menge J ist rekursiv. Dann definieren wir eine Funktion
h:C N — N durch

! falls pn(n) = div
fn) = { div  sonst,




fir alle n € N. Offenbar gilt fiir jedes n € N :

_ [ cfy(n) fallsneJ
hn) = { div. fallsn ¢ J

Daraus kann man sofort eine verallgemeinerte Registermaschine mit bere-
chenbaren Funktionen und Tests ableiten, die die Berechenbarkeit von A
zeigt. Also gibt es ein ¢ € N mit A = ¢;.

Fall 1: ¢ € J. Dann gilt h(i) = 1 nach Definition von h. Andererseits gilt
aber wegen A = ¢; :

Dies ist ein Widerspruch.

Fall 2: ¢ ¢ J. Dann gilt h(7) = div nach Definition von h. Andererseits gilt
aber, wiederum wegen h = ¢; :

h() = i) # div.

Auch dies ist ein Widerspruch.

Damit ergibt sich in beiden moglichen Fallen ein Widerspruch. D. h., die
Annahme ist falsch. Damit ist die Behauptung bewiesen.

(b) Wir definieren
F:={fePW|(3y) fy) = div}.
Offenbar gilt dann
I =y 1 [F].

Es ist einerseits F' # ), denn es gibt nichttotale berechenbare einstellige
Funktionen (z. B. die nirgends definierte Funktion), und andererseits F'
P denn es gibt natiirlich auch totale berechenbare einstellige Funktionen
(z. B. die konstanten Funktionen). Nach dem Satz von Rice ist / nicht
rekursiv.

Aufgabe 7

(a) A ist rekursiv—aufzahlbar. Es gilt namlich
A=m"[K,],

wobei m die Multiplikation ist. Da m berechenbar und K, rekursiv—aufzahl-
bar ist und die rekursiv-aufzdhlbaren Mengen unter Urbild-Bildung bzgl.
berechenbarer Funktionen abgeschlossen sind, ergibt sich die Behauptung.

5




(b) B ist nicht rekursiv—aufzéhlbar. Das Komplement von B ist ndmlich das
Halteproblem K g. Diese Menge ist 1t. Kurs rekursiv—aufzahlbar, aber nicht
rekursiv. Wire nun B rekursiv—aufzihlbar, dann wiirde nach Satz 9.2.6 des
Kurses folgen, dass Kg rekursiv ist. Also ist B nicht rekursiv-aufzahlbar.

Aufgabe 8
(a) Fiir alle n € N gilt
vea(n) € A <= mi(n) = m(n).
Es sei also g : N — N definiert durch

1 falls m(n) = 7o(n)
g(n) = { 0 sonZt. i

Dann ist, wie man schnell mit Hilfe einer geeigneten verallgemeinerten Re-
gistermaschine zeigt, g eine totale berechenbare Funktion. Es folgt, dass A
voo-rekursiv ist.

(b) Es sei h :C N? — N definiert durch

h(Z,’I’I,) = (SOi(TL))2 = (U‘P(i7n))2

fiir alle i,n € N. Da wegen des utm-Theorems (u.a.) h € P® gilt, liefert
das smn-Theorem eine Funktion g € R mit

Po(iy () = (pi(n))? fiir alle 4,n € N.
Damit folgt
sq (@i(n)) = (ps(n))? = @yuy(n) fiir alle 4,7 € N,

und dies genau war zu zeigen.



IHRE KURSBETREUER

P.S.: Leider haben sich in den Losungshinweisen zu Aufgabe 5 (a) einige kleine Fehler einge-
schlichen. Daher haben wir hier nochmals eine korrigierte Version angefiigt:

[ erfiillt die folgenden Rekursionsgleichungen:

f(z,0) = % =1
flr,y+1) = 2 = f(z,y) =

Es sei daher g := cgl) uud h : N* — N definiert durch h(z,y,z) := z - z fiir alle z,y,2 € N.
Dann gilt f = Prk(g, h). Es bleibt zu zeigen, dal h primitiv-rekursiv ist. Dies gilt aber wegen

h = Sub (m, prgz), pr(lz)) ,

wobei m die Multiplikation ist.
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