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Aufgabe 1 _
(a) Seiz € N gegeben. Zu zeigen ist durch vollstéandige Induktion nach n :
(vn) (z = n = ES™ (1.(0.2.0,..)) = (L, (n- (n+ 1),z = n,2n,0,....)))
n = 0: In diesem Fall ist ES*" = ES° = id, also
ES*" (1.(0,z.0,...)) = (1,(0,2,0,...)).

Die reclite Seite gleicht aber (1,(0-(0+1),z—0,2-0,0,...)), womit
die Behauptung in diesem Fall gezeigt ist.

n—mn4+1:Sei nun x > n + 1. Dann ist erst recht z > n. Damit ist
die Induktionsvoraussetzung anwendbar, die uns

ES* (1,(0.2,0,...)) = (1,(n- (n + 1),z — n,2n,0,.. D)
liefert. Es gilt aber sogar > n. Damit folgt
ES(L.(n-(n+1),z-n,2n,0,...)) = (2,(n- (n+1),z—n,2n,0,...)).

Weiter erhalten wir:

ES*(2,(n-(n+1),2—n,2n,0,...))
= ES?(3,(n-(n+1),z—n—-1,2n,0,...))
= ES@.(n-(n+1).2-n-12n+2,0,...))

(1.(n-(n+1)+2n+2.:r—n—1,2n+2,0,...))
(1,((n+1)-(n+‘2).x—(n+1),2-(n+1),0,...)).

Durch Zusammensetzen ergibt sich wie gewlinscht
ES* "+ (1,(0.2.0....)) = (1.((n+1) - (n+ 2).z — (n+1),2-(n+1),0,...)).
Damit ist die Behauptung gezeigt.

(b) Wir wenden die Behauptung aus (a) an fir n =z und erhalten dann

ES* (1,(0,z,0,...)) = (1, (z- (£ +1),0,2z,0,...)).



Es folgt
ES**1(1,(0,z,0,...))
= ES(1,(z-(z+1),0,22,0,...))
= (5,(z-(z+1),0,22,0,...)).

Unter Beriicksichtigung der Ein- und Ausgabecodierung der Register-
maschinen ergibt sich die Behauptung fur fa.

Aufgabe 2
Das WHILE-Programm

(@ui (R ¢ (Ru+:(@a: Ra=)); (Re : (Rors Bo=))

leistet das Gewlinschte.

Aufgabe 3

(a) Das Flussdiagramm F einer Bandmaschine M sei wie folgt gegeben:

. /_\ : {
2 4 _
R B YL

(b) Sei I := LU {B}. Firr allew € £*, u,v € I'* und c € T gilt:

(1) 3t € N: ES* (1, (v,c.wBu)) = (3, (vew, B, u))
(2) 3t € N: ES* (3, (vBw.c,u)) = (7, (v, B, a'®Wcy)) .



(c) Wir beweisen Behauptung 2 durch vollstindige Induktion nach n =

lg(w).
n=0: In diesem Fall ist w = €, und mit ¢t := 3 erhalten wir durch

leichte Rechnung fiir alle u,v € [*und ce I':
ES! (3, (vBe, c.u)) = (7, (v, B, cu)) = (7, (v, B, d"®®cu)) .

Also gilt die Behauptung in diesem Fall.
n —n+1: Sei nun lg(w) = n+ 1. Dann gibt es w’ € £* und d € %,
so dass w = w'd. Es gilt nun fiir alleu,v € " und c €l

ES3 (3, (vBw,c,u)) = (3, (vBu', a, cu)),

und zwar sowohl im Falle d = a, als auch im Falle d = b. Es ist lg(w') =
n. Wir wenden jetzt die Induktionsvoraussetzung auf w' an, und zwar
mit a anstelle von ¢ und cu anstelle von u. Danach existiert ein ¢’ eN
mit

- ESY (3, (vBw',a,cu)) = (7, (v, B, alg(‘”’)acu)> = (7, (v, B,a"®")cu)) .
Setzen wir t := 3 + t/, dann folgt .

ES' (3, (vBw,c,u)) = (7, (v, B,alg(w)cu)) .
Dies war zu zeigen.

Sei w € T* gegeben. Fiir v = u = £ und ¢ = B liefert Behauptung 1
die Existenz eines t € N mit :

ES'(1, (¢, B,wB)) = (3, (Bw, B,¢)).
Fir v = u = ¢ und ¢ = B liefert Behauptung 2 die Existenz eines
t' € N mit ‘
ES' (3, (Bw, B,¢)) = (7, (¢, B,a®*" B)) .

Es folgt /
ES™* (1. (c. B.wB)) = (7. (¢, B.a"¥")B))..

Unter Beriicksichtigung der Ein— und Ausgabecodierung fiir Bandma-
schinen ist damit fi; = f gezeigt.



Aufgabe 4

Es sei f : N2 — N die Addition, also f(n,m) = n+ m fiir allen,m € N.
Ferner sei v die Standardnummerierung von T*. Es gilt mit k£ = 2 in Satz 7.6
des Kurses fiir alle n,m € N :

vlgi(n.m) = vlg (b7, b™) = v (W) = v (B™T) =n+m.

Es folgt
vigi = f.

Da f berechenbar ist, ergibt sich nach Satz 7.6 die Berechenbarkeit von g.

Aufgabe 5

(a) Es sei eine zweistellige Funktion f :C N* — N definiert durch
f(n, 1) = uy,(i,n)

fiir alle n,72 € N. Da f = Sub (u¢,pr§2).,pr§2)) gilt, ist f € P® nach

 dem utm-Theorem (u. a.). Das smn-Theorem liefert dann eine Funkti-
on s € RW die das Gewiinschte leistet.

(b) Nun sei eine zweistellige Funktion g :C N? — N definiert durch
9(i, (4. 2)) = uyp((3, 5), T)

fiir alle 7, j,x € N. Wegen

g = Sub (us,. Sub (Tr.pr§2). Sub(wi”.prém)) .Sub(wéz),prf)))

gilt ¢ € P® (utm-Theorem: Satz 5.3). Wiederum liefert das smn-
Theorem eine geeignete Funktion r € R,



Aufgabe 6
(a) Die Menge A ist nicht rekursiv.
(b) Nach (2) des ®-Theorems (8.7) gilt
Def(®;) = Def(y;)
fir alle : € N. Es folgt fiir alle i,n € N:
®;(n) # div < pi(n) # div.

Also gilt .
(i,n) € Def(us) <= (i,n) € Def(u,),

d.h.. A = Def(u,). Nach Satz 8.16 (Unldsbarkeit des Halteproblems)
ist die charakteristische Funktion von Def(u,) nicht berechenbar. Da-
mit ist A nicht rekursiv.

Aufgabe 7

(a) Es sei m € Z. Dann lasst sich m wie folgt darstellen:

1
0—(—m)
1

m=0 falls m > 0
m = .
falls m < 0.

Also gilt im ersten Fall m = v{m,0,0), und m = v(0, —m, 0) im zwei-
ten. Damit ist v surjektiv, also eine Nummerierung von Z.

(b) Zuerst zeigen wir vz < v. Dazu definieren wir f : N — N durch
f(i,5) = (i,5.0)
fiir alle (i, j) € N. Die Funktion f ist berechenbar wegen Satz 5.3 (u. a.).
Ferner gilt
i—J
1

vgf(i,j) = vg(i. 4, 0) = =i—J=vz(i,])



fir alle (¢, j) € Def(vz) = N. Damit ist vz < v.

Nun zur umgekehrten Reduzierbarkeit. Wir definieren g :C N — N
durch
. (qi —j,k+1),0) fallsi>j
9, J, k) == R =
(0,q(j — i, k+1)) fallsi <y,

fir alle (i.j. k) € Def(v): dabei ist ¢ die berechenbare Funktion aus
Satz 3.5(10). Wegen dieses Satzes und, wiederum, wegen Satz 5.3 ist g
berechenbar. Da auflerdem im Falle : < 5

o~

-5
kE+1

gilt, ergibt sich
| vegi. j, k) = v (i, J, k)
fiir alle (i, j, k) € Def(v), also v < vg.

Aufgabe 8

Wir skizzieren die Arbeitsweise einer Typ-2-Maschine M, die eine Funktion
far :C€ ¥ — T¥ berechnet, so dass

fop) = pfu(p)

fiir alle p € Def(p) gilt. Daraus folgt dann, dass f (p, p)-berechenbar ist. Bei
Eingabe von p = uo#u1#... € Def(p) verhalt sich M wie folgt:

Fiir jedes k = 0.1, ... berechnet die Maschine M ein Wort vx €

Def(viat), so dass Tx = T + 5 gilt. Dabei gibt M die Folge

q = Vo#HV1F... aus ‘
Eine solche Maschine gibt es, da nach der Bemerkung im Anschluss an Bei-

spiel 10.1.6 des Kurses die Operation ,,+5" auf Q (Vrat, Vrat)—berechenbar ist.
“Fiir alle 7,k € N mit ¢ > k gilt nun

|7 —Tx| = (@ +5)— (ux+5)|
' = |T — x|
< 27K



und es gilt

lim 7z = lim (T +5) = lim 7 +5 = p(p) +5.

k=00 k—oo

Dabei gilt das zweite Gleichheitszeichen wegen der Stetigkeit von ,+5¢ auf
Q. Es folgt g € Def(p) und '

pfu(p) = p(q) ='p(p) +5 = fo(p),

was zu zelgen war.





