Einfithrung in die Theoretische Inf_ormétik A
Losungshinweise zur Klausur am 17.03.01

Aufgabe 1

a) P=((Ry: (R1—; Ro+t)),(Ry : (Ra—; Ro+))) leistet das Gewiinschte.

b) Wir zeigen zunidchst per Induktion nach z:

VaVyVz.(min{t | 7((F1—; Ro+))(z,%,9,0,..)(1} = 0} = z)
AT((Bi—; Ro+)Y(z,2,4,0,..) = (2 + 2,0,4,0, ...)

IA (x=0): Es gilt 7((R1~; Ro+))°(z,2,9,0,..) = (z + 7,0,9, ...)
=(z+0,0,y,...) :

IS (z ~ z+1): Esgilt 7{(R;—; Ro+)) {2,z +1,9,0,...) = (z+1,2,4,0, ...)

und somit nach Induktionsbehauptung:

7((Ri~; Ro+))Hzz +1,1,0,.)(1) >0 fir 0 <t <z
und weiter '
7((R1—; Ro+))* 2,z + 1,9,0,...)

= 7((Ry—; Re+)}{z + 1,2,%4,0,...)

= (z+1+2,0,9,0,...)

Vollig analog zeigt man ebenfalls

VyvaWz (min{t | 7({Hz—; Ro+))(2,2,¥,0,..)(2) = 0} = ¢)

A ((Ro—; Ro+))¥(z,2,9,0,..) = ( + ¥, 2,¥,0, ...).

Mit @ := (Ry : (Ri—; Bo+)) und @ := (R; : (Ra~; Ro+)) folgt somit
VyszZT(Q)(Z? T, Y, 03 ) = (2"|"ii’:, D! Y, 0! ) und VyVCEVz.T(Q’)(z, .Yy, 01 ) =
(z+y,z,0..),

insgesamt also

T(P)(O,LE, ¥, 0, ) = T(Q,) DT(Q)(O: z,y, 0, ) = T(Q’)(ﬂ::& Y, 0, )
= (z+y,0,0,...).



Aufgabe 2

a) Man kann eine solche Numerierung leicht durch Konkatenation einer Standard-
numerierung und der Semantikfunktion von LOOP-Programmen definieren.

Wir definieren ¥ : IN — LOOP hier aber mittels der Standardnumerierung ¢
von P und Satz 7.12 (Rechenzeitsatz).

Sei h: IN* — IN die berechenbare Funktion aus Lemma 8.4, d.h.
h(i, n,t) = { 1+ @i(n), falls ®i(n) S ¢

0, sonst.
Sei nun ¥ definiert durch W (i, ¢,n) (x) = h{i,z,¢- An(z) + ¢) = 1 fiir alle
,e,n,r €N '

Aus dem Rechenzeitsatz folgt nun sofort, dass das Bild von ¥ tatsichlich
LOOP ist.

Die Berechenbarkeit von ug folgt sofort aus der Berechenbarkeit von k, A(n, z) :=

A,(z) und den Projektionen der Umkehrung der Cantorschen Tupelfunktion.
b) Sei f:IN — IN definiert durch f(z) = max{ue(i,y) {4,y £ z} + 1.

Aus der Berechenbarkeit von ug folgt die Berechenbarkeit von f.

Sei nun r € LOOP gegeben. Dann existiert ein n € N mit r = ,,. Fiir alle
z 2 n gilt nun

flz) = max{ug(i,y) |ty Sz}+1
2 ug(n,z)+1
> r(x).
Aufgabe 3

Sei f € R gegeben. Wir zeigen, dass zu jedem ng € IN ein n 2 ng existiert mit
P = Ef(n)- '

Sei hierzu np € IN gegeben. Sei 1 € PV gegeben, so dass V§.(j < ngp = h # ;). Sei
weiter 7 € IN mit ¢; = h gewihlt und g : IN — IN definiert durch

(n) = i, falls n < ng
S =N f(n), sonst

(fiir alle n € IN). Offensichtlich gilt ¢ € R und es existiert somit nach dem
Rekursionssatz {8.10) ein » € IN mit i, = ©g(n)-

Nehmen wir nun an, n sei kleiner als ng. Dann ist pyq) = ¢; = h und nach Definition
von h : h = p, im Widerspruch zu ¢, # h. Somit gilt n 2 ng und weiter ¢, =
Pain) = Pf(n)-

-



Aufgabe 4

Wir zeigen zunéchst Teil ¢):

Sei eine Teilmenge A C IN, A # @ und A rekursiv gegeben. Sei A zunichst
endlich, d.h. es existierteinn € Nund ap < a; < ... < a, mit {ag, ..., 2.} = A.

a;, fallsi < n

Offensichtlich leistet dann f: IN — IN mit f(i) = { ... sonst

das Gewiinschte.

Sei nun A nicht endlich. Dann existiert nach Satz 9.4 eine wachsende, also
auch monotone, Funktion f € R mit Bild(f) = A.

Sei umgekehrt eine monotone Funktion f € R gegeben. Falls Bild(f) endlich
ist, so ist Bild(f) auch rekursiv. Sei also Bild(f) nicht endlich. Mit f ist
dann auch die Funktion A : IN — IN, definiert durch A(0) = 0,h(n + 1) =
min{m | m > h(n) A f(m) > f(h(n)}}, berechenbar. Weiter gilt offensichtlich
Bild(f o h) = Bild(f). Da f o h wachsend ist, folgt die Behauptung aus Satz
9.4.

b) Sei f beschrinkt. Dann ist Bild{ f) endlich und somit rekursiv. Somit existiert
nach Teil ¢) eine monotone, berechenbare Funktion g mit Bild(g) = Bild(f).

a) Nehmen wir an, die Aussage sei korrekt. Nach Satz 9.10 (1) existiert dann zu
jeder r.a. Menge A & IN eine monotene Funktion f € RW mit Bild(f) = A.
Nach Teil ¢) wire somit jede r.a. Menge auch rekursiv. In Satz 9.14 wurde
aber gezeigt, dass es r.a. Sprachen gibt, die nicht rekursiv sind (Bsp. K,).
Widerspruch.

Aufgabe 5

Sei h: IN* — IN die berechenbare Funktion aus Lemma 8.4, d.h.

. s P, <
h(i.n, t) = L+ i(n), falls &i(n) £ t (fir alle ¢,n,t € IN).
(), sonst

Sei weiter B := {(i, j, {u,v1),v) | v 2 vs A h{i,u,v) = h(j,u,v)}.

Aus der Berechenbarkeit von h folgt die Berechenbarkeit von ¢fg, also die Rekursi-
vitat von B.



Weiter gilt

pi=; & Vup(u)=p;u)
& Vu[(Vurh(i,u, ) = h(f,u,v1) = 0) V (3v.k(i, ¢, v) = k(j,u,v) > 0)]
< Yuvedu(v 2 v A ARG, u,v) = R({j,u,v))

& Y{u,v) . (1,7, (u,v),v) €B

und somit Ag = {(i,7) | Vudv. (i, j,u,v) € B}.

Aufgabe 6

Wir zeigen zunéchst fiir vy., definiert durch 00— 1,1+ 2:

P

(") Vog(n) = v{n + 1).

Beweis: Sei vs+(n) = agap-1...00 mit a; € {0,1}. Dann gilt n = 3% (a; + 1)2'.
Weiter gilt

¥y
n+l = 3 (a;+1)2+1
1=}

K _ K .
= Y 241+) a2

=0 i={}

K
= 2K+1 + Z ai2%,
: =0
also auch v(n + 1) = agag—1...0o-

a) Nach Lemma 7.4 ist vy~ surjektiv, also auch v nach (*).

b) Seien f,h:IN — IN definiert durch f(n)=n=1,h(n)=n+ 1
Offensichtlich sind f und ¢ berechenbar und es gilt
o fl) = = 1) = |

voh(n)=vin+1)=wvg(n).

g, fallsn =20
v(n), sonst

H

Da v{0) = ¢ folgt hieraus vs» o f = v und v o h = vy, also vg. = v.



