Allgemeine Hinweise zur Klousur:

Bitte beachten Sie den Anhang. Sie diirfen in dieser Klausur ohne Beweis voraus-
setzen, dass die im Anhang (Satz 3.5) aufgefithrten Funktionen berechenbar sind.

Aufgabe 1 (15 Punkte)

a} Geben Sie ein WHILE-Programm / an, das die Funktion f : N? — IN, f{z, y) =

x +y fir alle z.y € IN, berechnet. d.h.
f=ACor(Plec EC

(5 Punkte)
b} Zeigen Sic, dass das von Thnen in a) gewiihlte WHILE-Programm das Gewiinschte
leistet.

(10 Punkte)

Aufgabe 2 {15 Punkte)
Bezeichne LOOP die Menge der einstelligen LOOP-berechenbaren Funktionen.

a) Definieren Sie explizit eine Numeriernng ¥ : IN — LOOP, so dass die univer-
selte Funktion vy : IN X IN — IN, definiert durch wg {4, x) = W,(x), berechenbar
ist. {Begrindung)

(8 Punkte)

Geben Sie eine berecheubare Funktion f € R an, die schneller wiichst als
jede LOOP-berechenbare Funktion, nnd beweisen Sie dies fiir f.

—
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Hierbei wiichst eine Funktion f schueller als eine Funktion g, falls ein n € IN
-exisilert, so dass fz) > g(r) fiir alle £ > n.

{7 Punkte)

Aufgabe 3 (15 Punkic)

Zeigen Sie:

Zu jeder Funktion f € RY gibt es unendlich viele Zahlen n mit ©n = Ofin)



Aufgabe 4 {15 Punkic)

Welche der folgenden Aussagen trifft zu? (Beweisen Sic Ihre Antwort)
a) Zu jeder berechenbaren Funktion f : IN — IN existiert eine monotone, bere-
chenbare Funktion g : IN — IN mit Bid(f) = Bild{g).
(5 Punkte}
b} Zu jeder berechenbaren, beschrinkten Funktion f : IN — IN existiert eine
monoctone, berechenbare Funktion g : IN — IN mit Bild(f) = Bild(g).
(3 Punkte)
¢} Eine Menge 4 € IN, 4 # ¢ ist genau dann rekursiv, wenn eine monotone,
berechenbare Funktion f: IN — IN mit Bild(f) = A existiert.
{5 Punkie)
Eine Funktion f : IN — IN heifit hierbei monoton, falls fiir alle 4, j € IN gilt ¢ S7=

J = f(7). Wir nennen f beschrinkt, falls ein ¢ € IN existiert, so dass fliy e
fiir alle ¢ & 1IN,

Aufgabe 5 (15 Punkte)

Zelpen Sie:

Es existiert cine rekursive Menge B, so dass

Ag = {{i.9) | (vuI0){{i, j.u. vy € B} .

Aufgabe 6 {15 Pur.tkte)

Sei X= {11} und v : IN — E* wic folgt definiert:
#(0) = ¢ und fiir n > 0 sci

pn) = A Qey.ap (mit o € 0,1} fir 0 <4 < k—1), falls n = 2% + Ef“_f(}a.i?.

a) Zeigen Sie, dass v eine Numericrung von %* {st.
(5 Punkte)
b) Zeigen Sie fiir eine Standardmunerierung e von &F : s = 0.

(10 Punkte)

b



ANHANG
Satz 3.5 Die wie folgt definierten Funktionen f und Tests ¢ sind berechenbar.

(1} 0 N — IN,0{) := 0 (nullstellige Nullfunktion).
(2 Z:IN — IN, Z(z) := 0 (elnstellige Nullfunktion).
(3,]. S IN— IN, S{z) := 2 + 1 {Nachfolgerfunktion).
(1) Vi IN — IN.V{x) ;== r = 1 {Vorgingerfunktion).
(&} (k)

() prl™  IN® — P () = fli 1 <6< (Projektion).

{\f),' T(J,

) o=k fir n, k€ IN (konstante Funktionen).
(T} flz y) = r+y (Summe).

(8) fla.y) = =y (arithmetische Differenz).

(9) fla.y) = x-y {Produkt).

(10} ¢.r: ©IN? = INmit o = gle,y) -y + r{x.y) und r{z,y) < y fiir y # 0 und
gla,yj=r{z,y) =div firy =0 (Quotient und Rest).

(11) fle y) = 2¥ mit 0° :== 1 {Exponentiation).
(12) flx) = (/7 falls 2 Quadratzahl, div sonst).
(13} max(x,y).

(14 minr, ).
{15) #(x) := (1 falls 2 Primzahl, 2 sonst).
(16} f(x) = die z-te Primzahl.

(L7 iy == (1 falls v <y, 2 sonst). (Entsprechend fiir <, =, >, >, # anstelle von
<)

(18} Essei A € IN endlich. f{z) = {0 falls x € A. 1 sonst).

(197 Es sel g IN — IN bereclienbar. f(z) := (die kleinste Zahl y mit gly) =
falls & Bild{g), div sonst). ' :

(20} Es sei g 1 IN — IN berechenbar, und es gelte (vy)g(y) < gy + 1}). Dann sei
Hay=max{y | gly) < x}.



Definition 5.10

Fiir jedes 7 € IN sei R; eine Kurzschreibweise fiir die Zeichenreihe RO. .. 0 { R gefolgt
von ¢ Nullen}.

a) Iir jedes ¢ € IN sind R+ und R~ WHILE-Programme.

by Wenn die Zeichenreihen P und @ WHILE-Programme sind und i € IN ist,
daun sind anch

(P:@Q)
A | P1Q)
(R; : P)

- WHILE-Programme.

¢} Keine anderen Zeichenreihen sind WHILE-Programme.

Definition 7.2

Es sei X ein Alphabet, n = card (£). Es seia: {1,...,n} — X eine Bijektion {eine
Ordnungsfunktion). Wir schlmbm a; :=afi). Es sei 0 : £ — IN definiert durch
alg) =

{f(:a_...a,,k*._‘...aha;ﬂ} = ‘éknl‘ -+ g J’n + ~I~«?1n+ro

"

fiir alle & € IN.dg,..dg € {1,....n}. Dann heift v : IN — ©*. definiert durch
v= o7t eine Standardnumerierung von L.

Lemma 8.4

Dic wie folgt definierte Funktion b : IN® — IN ist berechenbar.

s .f‘ _ ] T+ pi(n) falls &,(n) existiert und ;{n) <t
' ! 0 SOnSt.

Satz 9.18
Esserd :C IN — IN definiert durch d{7} = die fir alle i € IN.
(1} Fir jedes /& P {d) sind die Mengen My = {i| ;= f}und N\ My =
{i {5 f} vicht r.a.

(2} Die Mengen Aq := {{i,j) | @i = @,} und IN™\ Ag = { i,0) | v # ey} sind
_ \ 3 , 4G J ¥ F g
nicht r.a.



