Losungshinweise zur Klausur 1653/1657 vom 20. Februar 2010

Aufgabe 1 (12 Punkte)

Es wird jede richtig beantwortete Frage mit 1 Punkt, jede falsch beantwortete
Frage mit -1 Punkt und jede nicht beantwortete Frage mit 0 Punkten bewertet. Insge-
samt konnen fiir jede Teilaufgabe nur nicht negative Punktzahlen erzielt werden.

Um eine Frage zu beantworten, kreuzen Sie das entsprechenden Késtchen in der Zeile an.

Falls Sie eine Frage nicht beantworten wollen, dann machen Sie bitte kein Kreuz in der
Zeile.

Vergessen Sie bitte nicht, Ihre Losung fiir diese Aufgabe abzugeben!

(i) Welche der folgenden Aussagen ist/sind korrekt?

korrekt falsch

[ 1 [X] Jede wortberechenbare Funktion ist auch zahlenberechenbar.
Falsch: Die Vorbereiche von zahlenberechenbaren und wortberechenbaren
Funktionen unterscheiden sich.

[ ] [X] Eine Funktion f:C IN — IN ist berechenbar genau dann, wenn
es eine Maschine M mit fy; = f gibt.
Falsch: In der Definition wird eine Registermaschine gefordert. Zu beliebigem
f:€ IN — IN kann man eine Maschine M mit f = f; definieren.

[ ] [X] Eine Menge M C IN ist rekursiv-aufzihlbar genau dann,
wenn die Funktion

0 fallsme M

dfy :CIN =N, dfp(n) = { div  sonst

existiert.
Falsch: Wenn diese Funktion berechenbar ist, so ist M rekursiv aufzdhlbar.
Die Existenz alleine reicht nicht.
[ ] [X] Alle Nummerierungen von £* sind bijektiv.
Falsch: Fiir eine Nummerierung ist nur Surjektivitit gefordert. Lediglich die im
Kurstext eingefiihrten Standardnummerierungen sind bijektiv.
[X] [ ] Eine Zahlenfunktion ist genau dann berechenbar, wenn
sie p-rekursiv und WHILE-berechenbar ist.
Korrekt: Satz 4.4.4 (KE 2) und Satz 6.3.2 (KE 4).
[X] [ ] Eine Menge M C IN ist rekursiv-aufzihlbar genau dann,
wenn die Funktion

dy :CIN—-N, VneNdyn) = {

berechenbar ist.

Korrekt: Nach Definition ist eine Menge M r.a. wenn M =Def(f) fiir
eine berechenbare Funktion f gilt. Mit f ist aber auch ds berechenbar,
da dpr(n) = 2™ + f(n) ~ f(n) fiir alle n € IN gilt.

2" fallsne M
div  sonst



(ii) Welche der folgenden Mengen ist rekursiv, rekursiv aufzihlbar aber nicht rekursiv,
nicht rekursiv aufzihlbar?

rekursiv r.a. \ rekursiv nicht r.a.

[X] [ ] [ 1 {G2)]®(z) <i-z}
rekursiv: Dies folgt sofort aus dem ®-Theorem.
[ ] [X] [ 1 {G2) ] wi(z) <i-2}

r.a.: Dies folgt aus dem utm-Theorem.
nicht rekursiv: Mittels Diagonalisierung: Angenommen, die
Menge ist rekursiv. Dann ist die Funktion f, definiert durch
f(3) =% + ¢f(i,i) = 1 fiir alle i € N, ebenfalls berechenbar, wobei
cf die charakteristische Funktion der obigen Menge bezeichne.
Somit gilt f = ¢; fiir ein 4 > 0 und weiter
(@) <i® & pi(i) <i® & cf(i,i) =1 & f(i) =42

Widerspruch.

[ [X] [ 1 {6,2) | ®(z) > i 2)
r.a.: Dies folgt aus Lemma 7.2.3.
nicht rekursiv: Wenn die Menge rekursiv wire, so wire
auch M = {(i,z) | ®;(z) definiert, ®;(z) # - z} rekursiv.
Die charakteristische Funktion von K, wire somit wegen
cfk, (%) = efm(i,1) + cfn(i,i) (fiir alle i € IN)berechenbar,
wobei nach dem ®-Theorem die Menge
N = {(¢,z) | ®i(z) =i -z} rekursiv ist.

[ ] [ ] [(X]  {G35) | @i = pirs}
nicht r.a.: Wahle ein ¢ so dass ¢; total ist. Mit der
angegebenen Menge wire auch M, = {j | ¢; = ¢} rekursiv
aufzéhlbar, da die Menge {j < i | ¢; = ¢:} endlich und damit
r.a. ist. Dies steht im Widerspruch zu Satz 8.3.9.

[ ] [ ] (X] {(7) | Bi(i+9) = pies(0)}
nicht r.a.: Sei ¢ mit ¢; die nirgends definierte Funktion.
Nach dem smn- und utm-Theorem existiert dann ein r € R()
mit ,;)(z) = div & ¢;(j) existiert nicht (fiir alle z, j € IN).
Es gilt somit fiir alle j mit 7(j) > :

j € N\ K, gdw. (¢,7(j) = 7) ist in der angegebenen Menge.

Den Fall 7(j) < 7 kann man leicht durch eine Wertetabelle
abhandeln. Insgesamt erhilt man eine Reduktion von IN \ K,
auf die angegebene Menge.

[ ] [X] [ ] {(%,z) | ®;(z) ist Primzahl}
r.a.: Dies folgt aus Lemma 7.2.3.
nicht rekursiv: Man kann jedes Bandprogramm so mani-
pulieren, dass fiir alle Eingaben gilt: Wenn das Bandprogramm
halt, so ist der Wert der Schrittzahlfunktion eine Primzahl.
Anders ausgedriickt: Es existiert eine totale rekursive Funktion
r: IN — IN so dass ¢; = ¢,;) und ®;(z) ist entweder nicht
definiert oder eine Primzahl (fiir alle i,z € IN). D.h. r liefert
uns eine Reduktion von K, auf die angegebenen Menge.



Aufgabe 2 (8 Punkte, je 2 pro Teilaufgabe)

Geben Sie Definitionen an fiir:
(i) die Eingabekodierung einer k-stelligen Registermaschine: Definition 3.1.1 (KE 1).
(ii) primitiv-rekursive Funktionen: Definition 6.2.1 (KE 4).

(iii) entscheidbare Mengen: Definition 3.2.3 (KE 1).

(iv) Nummerierung einer Menge M: Definition 6.1.1 (KE 4).

Aufgabe 3 (6 Punkte, je 3 pro Teilaufgabe)
Formulieren Sie

(i) das ®-Theorem: Satz 7.2.7 (KE 5).

(ii) den Aquivalenzsatz von Rogers: Satz 7.4.4 (KE 5).

Aufgabe 4 (16 Punkte)
Gegeben sei das folgende While-Programm P:

((WHILE Ry # 0 DO ((Ry—; R+); Ro+); (WHILE R, # 0 DO (Ry—; Ro+)))

(i) Welche einstellige Funktion AC o 7(P) o EC wird von P berechnet. (3 Punkte)
(i) Zeigen Sie Ihre Aussage aus Teil (i). (13 Punkte)

L6sung:

(i) Sei f = ACo7(P)o EC. Dann gilt f(n) =2 -n fiir allen € IN.
(ii) Sei im Folgenden @, das While-Programm
@1 = WHILE R; # 0 DO ((R,—; Rz2+); Ro+)
und @, das While-Programm
Q. = WHILE R; # 0 DO (Ry—; Rg+)).
Man zeigt zunéchst per Induktion nach t:
Vt € N.Vro, 1,72 € N.7(((R1—; Re+); Ro+))¥(ro,71,72,0, ...) = (ro+t, 71 ~t, 7241, 0, ...)

Hieraus folgt nun sofort

T(Ql) = T((WHILE Rl :}": 0 DO ((Rl-}R2+)! R0+))(0!'r1) O! 01 )
= 'E'(((Rl“"; R2+):)RO+))T1 (01 T1, 0: 01 )
=T, 0, T1, 0, 0,



fiir alle 7, € IN. Weiter zeigt man per Induktion nach t:
Vit € IN.V'J"o, To € IN.T((RQ—; Ro'l-))t(‘?"o, 0, Ta, 0,0, ) = (7‘0 4, 0,7‘2 - t, 0, 0, )
Hieraus folgt nun

7(Q2) =T(((WHILE R; # 0 DO (Rp—; Ro+)))(r1,0,71,0,...)
= T((Rz—; R0+))Tl (Tla 0,71,0,...)
= (‘}"1 + 71, O, 0, )

fiir alle 7, € IN. Insgesamt erhalten wir

f(z) = ACo7(P)o EC(z) = AC o1(P)(0,z,0,0,...)
= AC o 7(@2) ° 7(@1)(0,2,0,0,...) = AC 0 7(Q2)(z,0,2,0,0, ...)
— AC(2-7,0,0,..) =2

fiir alle z € IN.

Aufgabe 5 (8 Punkte)

Zeigen Sie mittels Diagonalisierung, dass es nicht berechenbare Funktionen gibt.

Loésung:

Sei f: N — IN definiert durch f(i) = 0, falls ¢;(i) = 1 und f(i) = 1, sonst (fiir alle
i € IN). Behauptung: f ist nicht berechenbar.

Beweis: Wenn f berechenbar wire, so gébe es ¢ mit ¢; = f, da ¢ eine Nummerierung der
berechenbaren, einstelligen Funktionen ist. Dann gilt aber weiter

f@)=le@(i)=1& f(@@) =0
im Widerspruch zu f(i) € {0,1}.

Aufgabe 6 (14 Punkte)

Sei ¥ ein endliches Alphabet. Geben Sie eine bijektive Funktion f : (X*)* — T* an, so dass
fiir alle g : (£*)¥ — X* gilt: g ist berechenbar genau dann wenn die Funktion ¢’ : * — T*,
definiert durch ¢'( f(w)) = g(w) fiir alle w € (£*)*, berechenbar ist. (Beweis)

Losung:

Sei vs eine Standardnummerierung von £*. Definieren wir nun f mittels f(wy,...,w;) =
ve(T® (gt (wy), .., va(wy)), dh. f = vg o™ o 157! so sind die Bedingungen in der
Aufgabenstellung erfiillt: Die Bijektivitét von f folgt aus der Bijektivitdt der Funktionen
vg und 7). Sei weiter g : (£*)F — E* gegeben. Dann gilt nach Lemma 4.2.4 und Satz
6.1.6:

g berechenbar <> vg' o g o U5, berechenbar < v o go v o (7*))~1 berechenbar
& vgovg'ogovso (n®)~! o yg! berechenbar
& go(vgom® oz ™)1 = go f-1 berechenbar.



Aufgabe 7 (14 Punkte)

Zeigen Sie:
Es gibt eine totale, berechenbare Funktion f : IN> — IN mit

P13 (7) = (ei())?

fiir alle 4, j € IN. Insbesondere existiert f(i, ), falls ¢;(j) existiert.

Losung:

Sei g :C IN? — IN definiert durch g(i,j) = (¢:i(4))? fiir alle 4,j € IN. Nach dem utm-
Theorem ist g berechenbar, so dass nach dem smn-Theorem eine berechenbare, totale
Funktion 7 : IN — IN mit ¢,;)(j) = g(%, j) fiir alle 4, 7 € IN existiert. Definieren wir nun f
durch f(z,7) = r(q) fiir alle 4,7 € IN, so gilt

05637 = erap(4) = (i(5))?

fiir alle 7, j € IN. Mit r ist auch f berechenbar.

Aufgabe 8 (8 Punkte)

Zeigen Sie:
Eine Menge A C IN ist genau dann rekursiv aufzéhlbar, wenn es eine berechenbare Funk-
tion f :C IN — IN gibt mit

a) Vi,j € IN.(f(i) existiert und f(j) existiert und i < j) = f(i) < f(j) und
b) f(IN) = A.

Lésung:

Sei A rekursiv aufzéhlbar. Nach Definition existiert dann eine berechenbare Funktion g :C
IN — IN so dass Def(g)= A. Mit g ist auch die Funktion f C IN — IN, f(i) = i+g(i) = g(7)
fiir alle ¢ € IN, berechenbar. Es gilt nun

A = Def(g) = Def(f) = f(N).

Ferner ist Bedingung (a) erfiillt, da f eine Einschrinkung der Identitdtsfunktion auf IN
ist.

Sei nun f eine berechenbare Funktion mit den Eigenschaften (a) und (b) aus der Aufga-
benstellung. Dann ist die Funktion g :C IN? — N, g(4, (i, z,t)) = |1 + j — h(s,z,t)| (fir
alle j,¢,z,t € IN) berechenbar, wobei h die berechenbare Funktion aus Lemma 7.2.1 sei.
Es folgt A = f(IN) = Def({(g)). Somit ist A rekursiv aufzshlbar.




Aufgabe 9 (14 Punkte, je 7 pro Teilaufgabe)

a) Zeigen Sie, dass die Menge K = {i € IN | Vz € IN.¢;(z) = =} nicht rekursiv ist.
b) Ist K r.a. 7 (Beweis)

Losung:

a) Es gilt K = ¢~ !({id}), wobei id die Identititsfunktion auf IN bezeichne. Die Be-
hauptung folgt somit aus dem Satz von Rice.

b) K ist nicht r.a.: Da id # d, wobei d die nirgends definierte Funktion ist, kann man
— analog zum ersten Teil — Satz 8.3.9 anwenden.

Mit Hilfe des Hinweises kann man dies aber auch direkt durch eine Reduktion IN \
K, < K zeigen. Hieraus folgt dann mit Satz 8.3.1 und Satz 8.3.5 die Behauptung.
Sei g : IN?2 — IN definiert durch

) t+1 falls ®;(7) <t
g(z,t):{ t sonst ¥

Nach dem ®-Theorem ist g berechenbar und somit existiert nach dem smn-Theorem
eine Funktion f € R mit o) (5) = g(4,7) fiir alle 4, € IN. Es gilt nun

i€ IN\ K, & Vt.~(®;(i) <t) & Vig(i,t) =t & f(i) € K

f gibt uns somit die gewiinschte Reduktion.



