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Aufgabe 1

(&)

(b]

(e)

Sein & M. Wir beweisen die Aussage durch vollsténdige Induktion iiber
te M.
{=0Firi=0gilt

ES*(4,(1,n,2,0,0,0,..]) = (4,{1,n,2,0,0,0,...)})

und damit die gewiinschte Behauptung.
t —=t+1 Sei 2! < n, Dann ist insbesondere 2° < n und mit der

Induktionsvorausseizung erhalten wir

ES*+1(4, (1,n,2,0,0,0,..))

ES%(4, (t + 1,n,2'%1,0,0,0,...))

ES(2,(t +1,7n,2"",0,0,0,...)) da 27! < n
ES(3, (t+2,n,2.0,0,0,..))
(4,(t+2.n,2%,0,0,0,..),

also die Behauptung fiir t + 1. Damit ist die Induktion abgeschlossen.

Sel e M. Wir erhalten

ESieelnI+ 1 (0 n,0,0,0,..))
= ESeet-U43(2 (0, n,1,0,0,...))
= EgWlesin)=l+213 (1 7.1,0,0,..])
= ESMesirl-141(4 (1.0, 2,0,0,...})
= ES(4, (log(n), n, 2" 0,0,...))
dies gilt fiir n € {0,1} da dann log(n) = 1 ist und
fiir n = 1 nach (a), da dann 2'%")~1 < n nach Definition von log
= (5, (log(n), n, 2™ 0,0,..))
da 2= = » nach Definition ven log.

Insgesamt folgt daraus fir(n) = log(n) fiir alle n € M, also for = log.

Da alle im Flufidiagramm von M vorkommenden Tests und Funktionen
berechenbar sind (insbesondere auch diejenigen an den Marken 3 und
4), folgt mit dem Satz fiber die verallgemeinerten Registermaschinen,
daf die Funktion fi; berechenbar ist. Daher ist nach (b} die Funktion
log = far berechenbar.



Aufgabe 2

(a)

()

Vit dem Gleichheitstest ¢ © B' — N und der Exponentialfunktion
£ M — M zur Basis 2 aus dem Anhang der Klausur erhalten wir

tn) = Zg[n: ) = Zg{ﬂm eli)]
=0 [T

fiir alle n & M, Man iiberlegt sich, dafi diese Identitét gilt, da n Zwei-
erpotenz ist, genau dann wenn fiir ein ¢ = 0,...,n gilt, daf n = 2¥ ist,
Ein formaler Beweis 1aBit sich zum Beispiel durch vollstindige Induk-
tion fithren. Wir nutzen nun obige Gleichung aus, um zu zeigen, dafl
t primitiv-rekursiv ist. Dazu definieren wir eine Funktion f: W — N
durch

k
Fln k)= gln,eli))
i=ll

fiir alle n, k € M. Dies fithrt zu der folgenden Rekursionsgleichung

fir, 0 = gin, 1)
fink+1) = ginelk + 1))+ fln, k)

Um dies in der gewiinschten Form auszudriicken, definieren wir eine
Funktion ¢' : B — M durch

g'(n) = g(n,1) = Sub{g, pr}", &} )(n)

filr alle n € M (mit den Bezeichnungen aus dem Anhang der Klausur}.
Weiterhin definieren wir h : B — N durch

hin ki) = glnelk+1))+i=s{g{n,eS(k)) i)
= s{g(prin, ki), eSprs (n, &, 1)), pri (n, k, 1)
Sub(s, Sub{g, pri, Suble, Sub(S, pri 1)), pry Jin, k. 1)

fiir alle n, k¢ € M. Dies zeigt, dall ¢' und h primitiv-rekursiv sind.
Damit ist auch f = Prkig', ) eine primitiv-rekursive Funktion. We-
gen t{n) = f(n,n) = Sub(f, pr':t”.]:ur[l”}{n} ist damit auch ¢ primitiv-

relursiv.

Wir zeigen nun mit Hilfe der primitiv-rekursiven Funktion { aus {a}, dafl
auch L primitiv-rekursiv ist. Dazu nutzen wir die Rekursionsgleichung

L{0) =" f
Lin+1) = Lin)+itn+1)

aus, die filr alle n € M erfilllt ist (wie man zum Beispiel durch vollstindi-
ge Induktion zeigen kann). Um die gewiinschte Form fiir das Schema




der primitiven Rekursion zu erhalten, schreiben wir L(0) =1 = cﬁ‘” (]
und wir definieren k' : B* — M durch

hWind) = i+tn+1)=s(115(n))
- s[pr:';jj[n,!.]I,i.’:'r'pr%?:'{n,-é}]

—  Sub(s, pri, Sub(t, Sub( S, pri™ ) (m, )

fiir alle n. ¢ & M. Dann ist &' primitiv-rekursiv (da ¢ nach {a) primitiv-
rekursiv ist) und somit L = Prk{el”, &) auch primitiv-rekursiv,

Aufgabe 3

(a) Wir betrachten die einstellige Bandmaschine M mit dem Ein- und Aus-
gabealphabet ¥, die durch folgendes Flufidiagramm gegeben ist:

—T+ R o — L HALT
| 4=

Offenbar iiberspringt die Maschine alle fithrenden Nullen in der Einga-
be und gibt das restliche Wort als Ausgabe aus. Damit berechnet die
Bandmaschine M genau die gewiinschte Funktion f.

(b} Wir betrachten die einstellige Turingmaschine M mit dem Ein- und
Ausgabealphabet I, die durch folgendes Flufidiagramm gegeben ist:

—T* LR li

HALT

Diese Maschine fiberspringt zundchst alle fiihrenden Nullen der Einga-
be, kopiert dann alle folgenden Einsen und Nullen der Reihe nach auf
das Ausgabeband und geht schliefilich an den Anfang des Ausgabeban-
des zuriick. Damit berechnet auch diese Turingmaschine M’ genau die
gewiinschee Funktion f.




Aufgabe 4
Sei f :C M = N definiert durch
FliE, 3hon) = u,li, {J.n})

fiir alle i, j,n € M. Gemaf utm-Theorem ist f dann berechenbar und geméf
smn-Theorem gibt es ein s € B'Y, so daf

war(n) = flk,n)
fiir alle n, k € M gilt. Wir erhalten
esun{ng = fUE Jhon) = w,li, {4, n}) = @ilj. n)

fiir alle ¢, j.ne M

Aufgabe 5
{a) Sei f:C M — M definiert durch

) { i falls u (2,0} < 2004
fli) == ! _ 1
. div  sonst

fiir alle i € M. Gemaf utm-Theorem ist f eine berechenbare Funktion,
wie man zum Beispiel mit Hilfe einer verallgemeinerten Registerma-
schine zeigen kann. Es gilt Def{ f) = A. Also ist A rekursiv-aufzihlbar.

ih) Wir betrachten die Menge
F:={fe PY| f{0) < 2004}.
Offenbar ist F 2 0 {da zum Beispiel die Funktion ¢’ zu F gehért) und
andererseits ist auch F # P'Y (da zum Beispiel die nirgends definierte
Funktion nicht zu F gehéirt). Also folgt mit dem Satz von Rice, dafi

e l[F]l=A

nicht rekursiv ist.-




Aufgabe 6

(a) Wir definieren eine Funktion f:C N —+ N durch
fli,n) == u,li,n)

fiir alle i, n € W, Nach dem utm-Theorem ist [ berechenbar und es gilt
Def( f) = H. Damit ist H rekursiv-aufzihlbar.

(b) Nach (a) ist H rekursiv-aufzihlbar. Gilt nun 4 = H, so folgt mit Satz
9.3.5.4 (Satz 9.16(4) in &lteren Kursversionen), dafi auch A rekursiv-
aufzihlbar ist.

(¢) Sei nun A rekursiv-aufzihlbar. Dann gibt es ein 1 € M mit Def(p;) = A.
Die Funktion f : M — N mit f(n) = {i,n} fir alle n € N ist offenbar
berechenbar und es gilt

finj)e H = (in)eH
== neDeflp)=4

fiir allen e M, d.h. A < H.

Aufgabe 7
Wir definieren eine Funktion F : B — N durch

(i, 7. k) falls te +i+bk+b<je+j+ak+a

cUég, 9 kY, {a, byey) = :
F({i,j. k), {a,b,c}} { {a.b,c) sonst

fiir alle 4, j. k. a, b, c € M. Mit Hilfe einer verallgemeinerten Registermaschine
lifit sich leicht zeigen, dafl F eine berechenbare Zahlenfunktion ist. Weiterhin
gilt
PPy pgli, . k) fallsic+ i+ bk 4+ b= je+jtak+a

thl{?'J'J":I:':-u'.b'C:I] { fal:z‘l:-l':hb-l'::l 5':']15';
B woli, g, k) falls (i — j)(e+1) < {a - bk +1)

vgla, b, ¢} sonst

vgli, j.k) falls vgli, 1. k) < vola,b,c)

vgia, b, c) sonst
= minfugli, . k), vgla,b, o)}
= flugli, j. k), vola, b c})

fiir alle 4, j, k,a,b,c € N, d.h. f ist (#1g, 1g. Mig)-berechenbar.




Aufagabe 8

Seien wy, w; € Def(t) Worter mit veufwo) = 0 und #ge(un) = 1 (dies
gilt beispielsweise filr wy := Ogl und wy = lgl). Wir konstruieren eine
Typ-2-Maschine M, die ¢ :C R — R berechnet. Die Maschine M soll sich
bei Eingabe einer Folge p = wp#u#uaF... € Def(p) mit z == plp) wie
folgt verhalten: die Warter ug, u,, ... auf dem Eingabeband werden eingelesen,
solange bis ein i € M gefunden ist, fiir das gilt

Vrat bty ] < -2~ oder Fear [T} = 270

Trifft der erste Fall zuerst zu, dann schreibt die Maschine g = wy#Fuwy#wo#...
auf das Ausgabeband (fiir dieses g gilt offenbar plg) = 0); trifft der zweite Fall
suerst zu. dann schreibt die Maschine g = wy #w, #w,#... auf das Ausgabe-
band {und hier gilt analog p{g) = 1}. Wird kein passendes i € M gefunden,
dann sucht die Maschine unendlich lange und schreibt gar nichts auf das
Ausgabeband. Wir miissen noch begriinden, daf die Maschine M korrekt
arbeitet, dafl also

tolp) = pig)

fiir jede Eingabe p € Def(tp) und die zugehdrige Ausgabe g = Furlp) gilt.
Zuniichst erwiihnen wir, daf gemif der Definition der Cauchy-Darstellung p
der reellen Zahlen fiir jedes p = up#tu; #ua#... € Def(p) und fir alle : € N
gilt |z — vy (m;)] € 27°. Weiterhin gilt

|~I' - "-"'ral:{"-ﬂ'l:ll = 27" und J-'"r;u:{ul] < =2 =z =0
unc analog
|t — ppac ()| = 27 und Pyl > 27 =z >0

Daraus folgt bereits, dafi wenn die Maschine M zu p € Def(tp) ein passendes
i & M findet und folglich ¢ gemih dem obigen Algorithmus ausgibt, dann gilt
auch

t{}={ﬂ falls pip) =z <0

1 falls pip) =z > 0 = P&k

Zu zeigen bleibt, daB die Maschine M fiir alle p = wp#u #uy#... € Defltp)
wirklich ein passendes i € M findet. Ist aber p{p) = r < 0, dann gibt es auch
ein i € N, so dall * < —27**! gilt. Daraus folgt dann

f-"'”.r{ﬁj_l:l E I + ?_J { _E_i.

Dieses i wire also passend und wiirde folglich von der Maschine M gefunden.
Im Falle p(p) = r > 0 zeigt man analog, dafl dann ein i € N mit v (w) > 27
existiert. Insgesamt folgt daraus, dafl M die gewiinschte Funktion ¢ berechnet.





