1653 Einfithrung in die Theoretische Informatik A
Klausur am 3. Februar 2002

Es miissen Thnen 9 Seiten Klausurtext vorliegen:

o das Deckbiatt fiir Thre Losungen,

eine Teilnahmebescheiniegung zur Vorlage beim Finanzamt,
{

diese Yorbemerkungen,

o 3 Blatter mit 8 Aufgaben,

3 Seiten Anhang.
Priifen Sic zundchst die Vollstindigkeit Threr Klausur-Unterlagen.

Fir die Bearheitung der Klausuraufgaben haben Sie 3 Stunden Zeit. Einen
Leistungsnachweis zum Kurs 1654 erhalten Sie. wenn Sie in dieser Klausur
mindestens 36 der moglichen 90 Punkte erreichen.

Als Hilfsmittel sind nur Papier und Schreibzeug zugelassen. Die Benutzung
anderer Hilfsmittel wie z.B. Kurstext etc. ist nicht erlaubt! Bitte benutzen
Sie keinen Rleistift zum Schreiben.

Filllen Sic bitte zunidchst das Deckblatt fiir [hre Losungen aus. Schreiben Sie
auf jedes Ihrer Lésungsblatier oben rechts [hren Namen und Thre Matrikel-
sumimner. Falls es sich um ein Fortsetzungsbiatt zu einer Aufgabe handels,
seben Sie bitte zusdtzlich die Nummer der Aufgabe an.

Bei Abgabe Threr Losungsblitter heften Sie diese bitte moglichst nach Auf-
oaben sortiert, beginnend mit dem Deckblatt und der Bescheinigung fiir das
Firnanzawt, zusammen. Dic Vorbemerkungen. die Aufgabenblitter und der
Anhang brauchen nicht abgegeben zu werden.

Bei der Bearbeitung der Klausuraufgaben winschen wir Thnen viel Erfelg.
Wir senden Ihnen dic korrigierten Aufgaben so rasch wie moglich -~ etwa in
arei Wochen - zuriick.

AMit frenndlichen Griflen

IHRE KURSBETREUER



Aufgabe 1 (13 Punkte)
Eine cinstellige verallgemeinerte Registermaschine M sei durch das folgende
Flussdiagramm gegeben:

Roi=Ro+1 Ry = Q(Rl,g}

HALT

Dabei seien ¢ und » die berechenbaren Funktionen aus Satz 3.5(10): siehe

Anhang.
Sei auflerdem [ :C N — N die durch
_ div. falls n =0,
fln) = ‘ .
max{m & N | 2™ teilt n}. fallsn >0,

definierte Funktion mit Definitionsbereich Def( f) = N\ {0}.
fay (8 Punkte)
Sei n € N. Beweisen Sie durch vollstandige Induktion tiber ¢, dass fiir
alle t € N gilt:

rin.2 =0 = ES1.{0.n.0.0.0....1)

= (1.{t.7/20.0,0.0,...)).

(b .73 Punkte)
Folgern Sie aus der Aussage in {(a), dass fiy = f gilt.

Aufgabe 2 {10 Punkte)

Zeigen Sie. dass die folgenden beiden Funktionen f und g primitiv-rekursiv
sind. Geben Sie dazu an, wie man f und g mittels der Operatoren Sub und
Prk - -d.h. durch Substitution und primitive Rekursion— aus den primitiv-
rekursiven Grundfunktionen uud den nach Satz 7.10 primitiv-rekursiven
Funktionen gewinnen kann; siehe Anhang.

(a) (6 Punkte)
fi N —Nmit f{z)=73,

hY {4 Punkte)
g M — N mit g{x.y) = (3")
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Aufgabe 3 (10 Punkte)

Sei ¥ := {0,1}. Wir definieren eine Funktion g :C £* — ¥* mit Def{g) =
T\ {0}* durch :

. div. falls w € {0}",
ALY R

der Rest des Wortes w ab der letzten-1. sonst.

Das heifit. wenn w mindestens eine 1 enthilt und 7 die Zahl-der Nullen am
Ende vor u ist. dann soll g(w) = 101 = 10...0 sein.

{
Geben Sie graphisch das Flussdiagramm einer Bandmaschine an, die die
Funktion g berechnet. Ein Korrektheitsbeweis ist nicht erforderlich.

Aufgabe 4 (1{) Punkte)

Sei einerseits f :C M -» N die Funktion aus Aufgabe 1 und h :C N — N
definiert durch:

h{n) = 20

Das heifit. es ist h(0) = div, und fir n > { ist h(n} die maximale Zweierpo-
tenz. ¢ie n teiit.

Sei andererseits ¥ = {0.1} und ¢ :€ £* — ¥~ die Funktion aus Aufgabe 3.
Definiercr: Sie eine Simulationsrelation Sim C N x ¥*. so dass A5im g gilt
(siehe Anhang). und beweisen Sie. dass 7 Sim g gilr.

Aufgabe 5 (11 Punkie)

(a) (5 Punkie)
Zeigen Sie. dass es eine Funktion r € B'*' gibt mit

crin(r) = il £ 2))
fiirallei.z € N.

(b)) (6 Punkte}
Zeigen Sie. dass es eine Funktion s € R' gibt mit

. Y:sﬂx.y](\:) = @y — ?y(z} + @z(l')

fiir alle z.y. 2 € N,
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Aufgabe 6 (14 Punkte)

Seien A, B. ' C N drei paarweise disjunkte Mengen von natlirlichen Zahlen,
dérer Vereinigung die ganze Menge N der natiirlichen Zahlen ist. Das heift,

es soll gelten:
ANB=0 BNC =0, CrA=0 und AUBUC =N

‘a) (6 Punlte)
Zeigen Sie: wenn die drei Mengen A. B und C alle rekursiv-aufzihlbar

sind, dann sind sie alle drei sogar rekursiv.

(b)) (4 Punkte)
[st es moglich, dass zwei der drei Mengen rekursiv sind, die dritte aber
nicht? Begriinden Sie [hre Antwort.

{c} {4 Punkte)
Ist es moglich, dass eine der drei Mengen rekursiv ist, die anderen
beiden aber nicht? Begriinden Sie Ihre Antwort.

Aufgabe 7 (12 Punkte)
Eire Menge 4 € N sei definiert durch:
A= {i € N| (7)) ist definiert und grofler als 2002}
(a) {4 Punkte)
Zeipen Sie, dass A rekursiv-aufzihilbar ist.

by {8 Punkte)
' Zeizen Sie, dass A nicht rekursiv ist.

Aufgabe 8 (10 Funkte)

Sei v : N — Z die durch v={7, j} := i — j definierte Nummerierung der Menge
der ganzen Zahlen.

Zeigen Sie. dass die Funkticn f: Z — Z. die durch

2

flzli=1—=

fitr alle = € Z definiert ist, eine {v=. v=)-berechenbare Funktion ist.



Anhang

Satz 3.5 { Berechenbare Funktionen)
Die wie folgt definierten Funkzionen f und Tests ¢ sind berechenbar.

(1) 0: N — N, §{) := 0 {nullstellige Nullfunktion;.

(2) Z:N — N, Z(z) =0 (einstellige Nullfunktion).

(16)

SN — N. S(x):=x+ 1 {Nachfolgerfunktion).

V:N— N V{z}:=z =1 {Vorgingerfunktion}.

) prEA"' : NF e N, prgk](:rj. oo Tk) o= 3y fiir 1 <4 < k (Projektion).
i flwy.. .. 7.} =k fir n.k € N (konstante Funktionen).
flz.y) =1 +y (Summe).

flz.y) = r =y {arithmetische Differenz).
fFlr.y) = x -y (Produkt).

— w2

g7 TN —— Nmitr=qglz.y)-y+r(e.y) und riz,y) <y fir g #0
und g{x, y) = r{z.y; =T fiir y = 0 (Quotient und Rest).

Flr.y) == ¥ mis (° := 1 (Exponentiation).
flay = (/7 falls r Quadratzahl. | sonst).
max{x. ).

min{a. y).

Hal:= (1 falls x Primzahl. 2 sonst).

Flry = die z-te Primzahl,

(17) t{r.y) := {1 falls x < y, 2 sonst). (Entsprechend fur <, =, >, >, #

angtelle von <.)

(18) Es sei A C N endlich. f(z}:= (0 falls 2 € A, 1 sonst).

{19) Es sei g : N — N berechenbar. f{z) := (die kleinste Zahl y mit

giy) = x falls r € Bild(g). T sonst).

(20) Essei g : N — N berechenbar. und es gelte (vy) g{y) < g{y+1). Dann

sei f(z) 1= max{y | gly) < =}



Definition 5.6 {primitive Rekursion, ... )

!

2) Es seien ¢ : N¥ — N ound A : N2 — N Die durch die beiden

Gleichungen

Fx0) = g}
fliy+ 1) = hldy flz,y)

{fur alle 7 ¢ N* und y € N} eindeutig bestimmte Funktion f : Nt —
N wird mit Prk{y. #) bezeichnet. Man sagt: f entsteht aus ¢ und i durch
primitive Rekursion.

Definition 7.9 {primitiv-rehursive Funbtionen)

Essei Gro=10. 2. Sy u{pe™ i ke N1 <# <) die Menge der primitiv
refursiven Grundfunktionen, 8. Satz 3.9,

Fir gy - N — Nound Ay, ey 0 N¥ s N sei Sub{g. by, . .. e () =
Gl (F) ... hy(E)) fitr alle 7 € WY Es sei Prk die in Definition 5.6 erklirte
primitive Rekursion.

Eine Funktion f : N* -— N heifft primitiv-rekursiv. gdw. wenn sie sich
in endlich vielen Schritven aus der Menge Gr durch wiederholtes Anwenden
der Operatoren Sub und Prk erzeugen lafls. Wir bezeichnen die Menge der
primitiv-rekursivers Funktionen mit PRE.

Satz 7.10 {einige promstu-rekursive Funktionen)

Die wie folgr definierten Fusktionen sind primitiv-rekursiv:

I

|

1)

K] T T (k) N — .
G B N ey ) = ot alle Aono& N (koustante
Funkrionern).

(2 5 N — R os{inyl o= o4y (Summe).
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= ] {(Vargingerfinktion.

= =y (arithmetische Differenz ).

(3) m o N2 — Nmi{z. gy o= o -y (Multiplikation).



&

Definition 4.4 {Simulation;
>, D' seien Mengen, und es sei Sim € D x [)'. Statt (d.d') € Sim schreiben
wir dSimd und sagen auch: & simuliert d (buzgl. der Simulationsrelation
Sim ).
(1} Seien f € D ~ Dund f :C D' — LV gegeben, Wir sagen “f
simuliert § (bzgl. Sim )" und schreiben dafiir fSim f', gdw. fiir alle
d.d mit d Simd gilt:
Fid) existiert == f'(d') existiert

/

und

F{d) existiert ==+ f{d}Sim f(d).

(23 Seien £ G D s {l.... k) und ¢/ :C D' — {1.... Kk} gegeben. Wir
sagen “t' simuliert t {bzgl. Sim )" und schreiben ¢ Sinit’, gdw. fiir alle
d.d" mit dSimd" gilt

Hd) existiert == #{d) existiert

und

td) existiert === {(d) = t'(d").



