Einfiihrung in die Theoretische Informatik A
Losungshinweise zur Klausur am 10.02.01

Aufgabe 1

a) M berechnet die Funktion fis : IN — IN mit fy(z) = z? fiir alle z € IN. Der
Test tar : IN — IN von M ist die konstante Funktion t3; = 1.

b) (i) Wir zeigen per Induktion nach z die folgende allgemeinere Aussage:

(VzVy3n)(ES™(1,(0,z,v,%,0,...)) = (1,(0,0,z + y,z + ¥,0, ...)))

IA: (z = 0) Die Behauptung gilt offensichtlich mit n = 0.

IS: (z~z+1)
Es gilt ES*(1,(0,z + 1,9,9,0,...)) = (L, (0,z,y + 1,y + 1,0,...)).
Weiter existiert nach der Induktionsbehauptung ein m € IN mit
ES™1,0,z,y+1,y+1,0,...)) = (1,(0,0,z +y+ 1,z +y+1,0, )
n = m + 4 leistet also das Gewiinschte.

(ii) Wir zeigen wiederum eine allgemeinere Aussage:
(V2VuVzVy3n)(ES™(6, (z,u,y, 2,0,...)) = (6, (z + z,u + 2, v, 0, =)
IA: (2 = 0) Die Behauptung gilt fiir n = 0.
IS: (z~ 2z+41)
Es gilt ES*(6, (z,u,y,2+1,0,...)) = (6,(z + 1,u + 1,9, 2,0, )
Weiter existiert nach der Induktionsbehauptung ein m € IN mit
ES™6,(z+Lu+1,9,20,..)=(6,(z+14+2,u+1+27y,0,..)).
n = m + 4 leistet also das Gewiinschte.
(iii) Wiederum zeigen wir eine allgemeinere Aussage:
(VyYuVzVz3n)(ES™(10, (z,y, 2, 1,0, ...)) = (10, (z,0, z, u + v, 0, "))
IA: (y = 0) folgt wiederum mit n = 0.
IS: (y~y+1)
Zunichst gilt ES*(10, (z,y+1, 2,u,0,...)) = (10, (z,y, z,u+1,0, )
und weiter existiert nach der Induktionsbehauptung ein m € IN mit
ES™(10,(z,y,z,u + 1,0,...)) = (10,(z,0,z,u + y + 1,0, ...)). Also
folgt die Behauptung mit n = m + 3



c¢) Wir zeigen zunichst folgende Aussage per Induktion:
(VyVzVz3n)(ES™(5,(2,0,y,2,0,...)) = (5, (2 + y - z,0,0, z, 0, )

IA: (y =0) folgt mit n = 0.

IS: Zunéchst existieren nach Teil b), Aussagen (ii) und (iii), Zahlen m,p € IN
mit
ES™PH(5,(2,0,y + 1,1,0,...))

= ES™PH(6,(2,0,y+1,2,0,...))
= ESPY(6, (2 + z,z,y + 1,0,...))

= ESP*2(10, (2 4+, 2,y + 1,0, )
= ES*(10, (2 + 2,0,y + 1,2,0,...))

= (5,(2+1z,0,y,z,0,...)).

Weiter existiert nach der Induktionsbehauptung ein ¢ € IN mit

ES(5, (2 +2,0,9,2,0,..))= (5, (2 +z+y - 2,0,0, z,0,...)), so dass die
Behauptung mit n = ¢+ m + p + 4 folgt.

Teil a) folgt nun aus Teil b), Aussage (i) und obiger Induktionsbehauptung
wie folgt:

Zu z € IN existieren m, n mit ES™(1, (0, z, 0, 0, ) =(1,(0,0,z,z,0,...)) und
ES"(5,(0,0,z,2,0,...)) = (5,(z - z,0,0, z, 0, ),
insgesamt also ES™"*%(1,(0,z,0,0,...)) = (0, (2%,0,0,,0,...)).

Aufgabe 2

Man kann diese Aufgabe leicht mit Hilfe einer verallgemeinerten Registermaschine
und einem geeigneten Induktionsbeweis l6sen. Wir nutzen hier aber die Abschlufei-
genschaften der berechenbaren Funktionen (Satz 5.7).

Seien 7 :C IN* — IN und ¢ : IN> — IN die Funktionen aus Satz 3.5 (10) und (17).
Dann ist nach Satz 5.7 und Satz 3.5 (7), (8), (9) auch die Funktion fi:IN2 - IN?
definiert durch fy(z,y) = (#(z? (y +2)?) = 1) - r(z, (y + 2)2), berechenbar. Es gilt
fi(z,y) =0 ((y +2)? > 22 oder (y + 2)? teilt T).

Dann ist aber auch die Funktion f, : IN — IN, definiert durch
92(z) = @(f1)(z) = min{y | fi(z,y) = 0}, berechenbar. Es gilt nun
T > 0 ist Produkt paarweise verschiedener Primzahlen

& (v” teilt nicht z) fir alle 2 Sy<rz
< folz) >z -2




Somit ist wegen f(z) = (2=t(z =2, fo(z)))+(1=(1+z))-(2~z) auch f berechenbar.
Den zweiten Summanden benétigen wir, da f(1) = 1.

Aufgabe 3

Nach Satz 7.6 gilt fiir Standardnumerierungen v : IN — £* der Worte iiber X :
Eine Funktion vgr=! :C £* — ¥* ist genau dann berechenbar, wenn auch

g :C IN — IN berechenbar ist.

Fiir ¥ = {a} ist die Funktion v : IN — £*,»(n) = a" die Standardnumerierung.

1, falls z Primzahl

Mit [2+¢]: IN— IN,[2 = t](z) =2 = ¢(z) = { 0, sonst

(siehe Satz 3.5 (15)) ist auch die Funktion v[2 ~ ¢]v~! berechenbar. Es gilt nun aber

vi2=tlv Ha™) = v[2=t](n)
- V)
= a” = f(n),

wobei z = 1, falls n Primzahl ist und z = 0, sonst.

Aufgabe 4

a) g kann berechenbar gewshlt werden:
Nach Satz 8.5 (utm-Theorem) ist zuniichst die zweistellige Funktion

7:C IN* - IN mit g(z,9) = u(uy(z,9),y) + 1 (z,y € IN) berechenbar.
Nach Satz 8.6 (smn-Theorem) existiert dann auch eine berechenbare Funktion
g:IN — IN mit @) (x) = G4, ) = @y (z)(z) + 1 fiir alle i,z € IN.

b) f kann ebenfalls berechenbar gew#hlt werden. Nach Satz 8.7 (®-Theorem)
existiert eine berechenbare Funktion g : IN* — IN mit

. <
90, 7, 1) = { 1,falls ®;(z) < t.

0, sonst
Nach dem utm-Theorem (Satz 8.5) und Satz 3.5 (11) ist dann auch die Funk-
tion f :C IN* — IN, definiert durch fG,z,y) = [3(1 + g)(i, )]*¥) | berechen-
bar.

Setzt man f'((i,z),y) = f(3,2,y) so existiert nach dem smn-Theorem (Satz
8.6) eine berechenbare Funktion




f:IN — IN mit Cian® = f((i,2),)

fliz,y)
= [®i(2)]*

f:IN?> - NN, definiert durch f(s,z) = f((, z)) leistet also das Gewiinschte.

c) h kann nicht berechenbar gewihlt werden.
Angenommen, es gibe ein berechenbares h mit der angegebenen Eigenschaft.

Nach dem utm-Theorem wire dann auch die Funkt_ion h:IN — IN, definiert
durch A(0) = uy(h(0),0) + 1 und A(z + 1) = max(k(z) + 1, u,(h(z), z) + 1),
(somit ist A monoton) berechenbar. Es gilt dann fiir ein j € IN,h = @; und
weiter

en(7) = max{p;(y) |y < 5}
max{h(y) | y < j}
R(5) Z on(5) +1

Widerspruch.

Aufgabe 5

Nach Satz 9.18 ist weder Ag = {(i,7) | ¢; = ¢;} noch IN?\ Aq rekursiv aufzihlbar.
Nach Satz 9.9 ist dann auch weder 7®(Aq) noch IN \ 7®(Aq) rekursiv aufzshlbar.
Es gilt fiir f: IN* — I, £((3, 7)) = (3, j,1)

(i) f ist berechenbar und

(i) 7@ (Aq) < A.

Nach Satz 9.16 gilt dann auch IN\ 7®(Aq) < A und mit A wire auch 7@ (Aq), mit
IN'\ 4 wire auch IN \ 7®(Agq) relursiv aufzshlbar.




Aufgabe 6

a) (i) Sei f: IN?* — N definiert durch f(z,y) = (z +1)(y + 1) = 1. Dann ist f
berechenbar und es gilt
() Uup(y) = {i€IN|p(e) teilt z + 1 oder p(i) teilt y + 1}
= {i€IN|p() teilt (z+1)- (y+1)}
= 1(fl(z,y))
Somit ist U (v, 1p, 1 )-berechenbar.
(i) Sei nun g: IN®* — IN definiert durch
9(z,9,0) = [1=(r(z,2) +r(y2)]- 2+ 1= [1= (r(z,2) +7(y,2)]

2, falls 2 teilt z und 2 teilt y.
1, sonst

und

9z y,n+1) = g(z,y,n)- (1= (r(z,p(n + 1)) + r(y, p(n + 1))
+1=[1=(r(z,p(n+1)) + r(y,p(n + 1)))])

(
g(z,y,n) - p(n + 1), falls p(n + 1) teilt z und y,
g(z,y,n), sonst

Nach Satz 3.5 und Satz 5.7 ist g und damit auch f : IN?2 — IN, definiert
durch f(z,y) =g(r + 1,y + 1,z + y + 2) ~ 1, berechenbar.
Man verifiziert leicht

vpf(z,y) = {i|p(5) teilt  + 1 und p(s) teilt y + 1}
= vp(x) Nvy(y).

vp(J), falls ¢;(7) definiert
@ sonst
Nehmen wir nun an, es gelte v < v,. Sei dann f : IN — IN berechenbar
mit v =y, o f.
Dann gilt i € K, < f((3,1)) # 0, dh. N\ K, = g7'({0}) mit der
berechenbaren Funktion g : IN — IN, ¢(z) = f({3, 1)). Mit {0} wire dann
nach Satz 9.16 auch IN\ K, und somit K, entscheidbar, im Widerspruch
zu Satz 9.14.

b) Seiv : IN — E(IN) definiert durch v((1, j)) =





