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Allgemeine Hinweise zur Klausur:

_ Bitte beachten Sie den Anhang. Sie durfen in dieser Klausur ohne Beweis voraus-
' setzen, dass d1e im Anhang (Satz 3.5) aufgefuhrten Funktmnen berechenbar sind.

Aufgabe 1 (15 Punkte)

Die einstellige Registermaschine M sei durch das folgende FluBdiagramm gegeben:

9 13
“"".Ru:"—'Ro'F! R2= Rz‘ll

‘—,Rlz R, -l HALT 1 R; :=R3+ls

a) Welche Funktion und welchen Test berechnet M7
(§ Punkte)

b) Beweisen Sie 2 der 3 folgenden Aussagen:

(i) (VzIn)(ES™(1,(0,2,0,0,..)) = (1,(0,0,z,2,0,0,..))},
(i) (Vz¥y¥zan)(ES™(6,(2,0,9,2,0,..)) = (6,(z + 2, 2,%4,0,0,...)))
(iif) (Va¥yvzIn)(ES™(10, (2,¥.2,0,...)) = (10,(2,0, 2,9,0,..)))

(5 Punkte)

c) Beweisen Sie Thre Antwort aus Teil a). Hierbei diirfen Sie die Aussagen (i),(ii)
und (iii) aus Teil (b) ohne zusitzlichen Beweis nutzen.

(5 Punkte)

-



Aufgabe 2 (15 Punkte) _
2.&1gen Sle Die Flmktlon f ]N w IN deﬁmert durch

f@) = 1, falls z das Produkt paa:fwelse verschedener Prlmza.hlen ist
* 0, sonst. E

(fiir alle ), ist berechenbar.
(Beispiel fitrr f{z): f(10)=1,da10=5.2,f(50)=0,da 50=5-5-2.)

Aufgabe 3 (15 Punkie)

Zeigen Sie, dass die Wortfunktion f : {a}" — {a}*, definiert durch

a, falls n Primzahl
g, sonst.

ey ={

(fiir alle n € IN), berechenbar ist.

Aufgabe 4 (15 Punkte)

Bezeichne ¢ die Standardnumerierung von PY und & die zugehtrige Standard-
komplexitit.

Welche der folgenden Funktionen kénnen berechenbar gewihlt werden?
(Beweisen Sie Thre Antwort.)
a) 9:IN = IN mit @u5)(2) = Ppym{x) + 1 flir alle i,z € IN,
(5 Punkte)
b) f:IN* = IN mit ¢;0(y) = (B:(z))"® fiir alle 4,z,y € IN, (es sei 0° = 1).
(3 Punkte) |

¢) b IN = IN mit wag(z) = maz({0}U {pi(y) |y £ = Ay € Def(:)}) fiir alle
i, € IN.

(5 Punkte)

Hierbei bezeichne max A fiir A & IV das Maximum von A.



- ‘Aufgabe 5 (15 Punkte)

‘Weder die Menge A = {{i, j, k) | ¢; = p; oder ; = @i} noch ihr Komplement IN\ 4
ist rekursiv aufzihlbar. | ' o :

Aufgabe 6 (15 Punkte)

Bezeichne im Folgenden p(i) die i-te Primzahl, d.h. p(0) = 2,p(1) = 3,p(2) =5
etc. Weiter sei 1, : IN — E(IN) die folgende Numerierung der endlichen Teilmengen
E(IN) = {A CIN| A endlich} von IN:

up(:r:)_z {i € N | p(¢) teilt z + 1}

(A?’ a) Zeigen Sie: Die Vereinigungs- und Durchschnittsoperation

U: B(IN)® — E(N),U(4,B)=AUB

N: B(N)? — E(N),"(4,B) = AN B

sind (v, Uy, ¥p) berechenbar.
{7 Punkte)

b) Geben Sie eine Numerierung v von E(IN) an, die nicht zu v, dquivalent ist,
dh vEu,.

(8 Punkte)
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.A_N_H.,A.N_G.

Satz 3.5 Die wie folgt deﬁmerten Funktmnen I und Tests t smd berechenbar

(1) 0: IN® — IN,0() := 0 {nulistellige Nullfunktlon)
2) Z :IN — IN, Z(z) := 0 (einstellige Nullfunktion).
3) §:IN — NN, S(z) := z + 1 (Nachfolgerfunktion).
4) V:IN — N, V(z) := z = 1 (Vorgéngerfunktion).

(
(
(
(5) pr,m IN* —s, pr} )(xl, ,Zx) = z; fir 1 €14 <k (Projektion).
(6) f(z1,...,zna) =k fiir n, k € IN (konstante Funktionen).

{ ,y) =z +y (Summe).

{ (z,v) ;= z = y (arithmetische Differenz).

(9) f(z,y) =z -y (Produkt).

(10) g7 $N? — N mit & = g(,3) -y + (2,) und 7(z,y) <y fiir y # 0 und
glz,y) = r(z,y) = div fir y = 0 (Quotient und Rest).

(11) f(z,y) := z¥ mit 0° := 1 (Exponentiation).
(12) f(z) := (V7 falls x Quadratzahl, div sonst).
(13) maz(z,y).

(14) min{z,y).

(15) ¢(x) := (1 falls z Primzahl, 2 sonst).

(16) f{z):= die z-te Primzahl.
(

17) #{z,y) := (1 falls ¢ < y, 2 sonst). (Entsprechend fiir <,=,>, >, # anstelle von
<)

(18) Es sei A C IN endlich. f(z):= (0 falls z € A, 1 sonst).

(19) Es sei g : IN — IN berechenbar. f(z) := (die kleinste Zahl y mit g(y) =
falls z € Bild(g), div sonst).

(20) Es sel g : IN — IN berechenbar, und es gelte (Vy)g(y) < g{y + 1}. Dann sei
f(z) =maz{y| g(y) < z}.




