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Kurs 1601, WS 2003/2004: Musterlésungen zur Klausur

zu Aufgabe 1 Mengen (10 Punkte)
=|c|2le]/
(1) AnB % (AN B)
(2) ANB x [ x| x (AUB)
(3) A X P(A)
(4) {4} x P(4)
| (5) 0 X % P(A)
(6) P(A) X P(A)UP(B)
- (7) P(AUB) X P(A)UP(B)
(8) A 5 Ax B
(9) [ (Ax BYU (A" x B') X (AUA) x (BUB')
(10) | (A% B)N (A" % B || % %] = (ANnA’) x (BN EB')
Erlduterungen:

Zu (1) und (2): Die in (2) behauptete Gleichheit ist eines der De Morganschen Gesetze, Aus

ANBCAURB

folzt

ANB2(AUB),

also
L

ANB=(AUB)C(ANB),

daher gilt die in (1) behauptete Teilmengenbeziehung. Die umgekehrte Inklusion gilt nicht:
Fiir
0:=1{1,2,3,4},A:={1,2}, B:={2,3}

AnNB=1{3,4}n{1,4} = {4}

(An B)={2} = {1,3,4}.
Zu (3) und (4): Die Elemente von P(A) sind alle Teilmengen von A, insbesondere ist also
A £ P(A) und folglich {4} C P(A), jedoch nicht A C P(A).

Zu (5): Die leere Menge ist Teilmenge einer jeden Menge. Als solche ist sie sowohl Element
als auch Teilmenge jeder Potenzmenge.
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Zu (6) und (7): (6) ist klar, da fiir alle Mengen A, B gilt A C AUB. Ist M eine Teilmenge von
A, dann ist M auch eine Teilmenge von AU B, d.h., jedes Element von P(A) ist auch Element
von P(AU B). In die andere Richtung gilt die Inklusion nicht: Z.B. ist AUB € P(A)UP(B).

Zu (9): Sei
(z,y) € (Ax B)U (A" x B").
Dann folgt
((z,y) € (A x B)) oder ((z,y) € (4" x B')).
Also ist

(z€Aundy € B) oder (r€ A und y € B'),

also inshesondere

zeAUA und ye BUB".

Die umgekehrte Inklusion gilt nicht:

Sel
Qi=1{1,2,3.4}, A ={1,2}, 4" :={8.4}, B = {2.3},. B =[1,4}.
Dann iat
(AUA) x (BUB)=0x1,
aber z.B. ist
(1,1) € (Ax B)u (4’ x B.
Zu (10):

(z,y) € (Ax B)N (4’ x B')
& reAyeBundre A ye B
< zeAnA.yeBNE
& (z,y)€(ANA) x (BNB)
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zu Aufgabe 2 Relationen (10 Punkte)
zu Teil 1 (5 Pkt.):

M :={2,3,5}, My :={2,4,8,10}, (z,y) € teilt : es existiert ein n € N mit nr = y. Dann
ist

o teilt = {(2,2), (2,4), (2,8), (2,10), (5,10)}

e graphische Darstellung:

2
e ——
3 \
8
5
e Matrixdarstellung:
2 4 8 10
v B S W | 4
1
3000 0 i
slo o0 1 T teilt y
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zu Teil 2 (5 Pkt.):
Auf N (hier sei 0 & N) ist die durch

(€1,31) ~ (22,90) S Ty - Yp =221
beschriebene zweistellige Relation ~ eine Aquivalenzrelation:

Symmetrie und Reflexivitdt von ~ folgen sofort aus der Symmetrie von =. Zu zeigen bleibt
die Transitivitit, also

fxlrylj ot {zﬂr ..'Uﬂ} und tzﬂry‘zj S {1'139?:"3) = [-'171: yl:l 7o {IEry3}
Sei also
(T1,91) ~ (T2, 92) d.h. 21 - Yo = 25 - 11 (1)

und
(T2, 92) ~ (T3,¥3) dh. zo - Y3 = 33 - 45 (2)

Da alle x; und 3 von Null verschieden sind, kénnen wir (1) und (2) nach z; bzw. ys auflésen
und erhalten

(1) zi= Taiy sowie (2) y3 = el
Ya g
und damit folgt
1 r
1Yz = i, Uz = Ll T3
U Ua T

also folgt (z3,1;) ~ (3, 93).

)
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zu Aufgabe 3 Funktionen (12 Punkte)
G = {2n|neN}
U = {2n+1|neN}
P := {p]|p ist eine Primzahl}

injektiv | nicht injektiv | surjektiv | nicht surjektiv

fi : PxP—=HN

(r.y) — zy 4 ‘ ®

Begriindung:
w Da beispielsweise f1(2,3) = 6 = f1(3, 2) gilt, ist f; nicht injektiv.

J1 ist auch nicht surjektiv, denn beispielsweise 8 lisst sich nicht als Produkt zweier Primzahlen
darstellen.

injektiv | nicht injektiv | surjektiv | nicht surjektiv

fﬂ . F‘nP—*N

(Zy) o zy® | x x

Begriindung:
Fir die Injektivitét ist zu zeigen:
falz,m1) = fol@a, o) = (21,11) = (22, 32)

el also
folzy, 1) = folz2, ¥2),

also
p 2
Il = T2l

fiir Primzahlen z;, 22, y1, . Dann gilt
2
71 | Tows.

Allgemein gilt: Teilt eine Primzahl ein Produkt, dann teilt sie eines seiner Faktoren, d.h. es
gilt
(1) z; | 22 oder (2) ;| ¥3.

Da beide x; Primzahlen sind, folgt aus (1) schon z; = z» und damit
ui =,

woraus auch
T =t
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folgt.

Gilt (2), dann haben wir wegen der Primzahleigenschaft

dann ist aber

also ebenfalls

Ty =1, d.h. youd = 2293,

yi = Zoys und somit y; = 2, = 2 = Iy,

fIh

1) = (T2, ).

fa ist nicht surjektiv: Beispielsweise hat 16 kein Urbild.

| injektiv

1
nicht injektiv | surjektiv | nicht surjektiv

fs

GxU—HN

(z,y) — zy

Begriindung:

f3(6,3) = 18 = f3(2,9), also ist f3 nicht injektiv.

J5 ist nicht surjektiv, denn im Bild von f; liegen nur gerade Zahlen.

|

injektiv

—

nicht injektiv | surjektiv | nicht surjektiv

T4

NxN—N

(z,y) — =y

, | e

Begriindung:

f4(4,2) =4-22 =16 =142 = f,(1,4) = §, ist nicht injektiv.

Sei n € N. Esist fy(n,1) =n-1%2 = n, f, ist also surjektiv.

i
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zu Aufgabe 4 Aussagenlogik — Normalformen (10
Punkte)

zu Teil 1 (5 Pkt.):

G = (B — (A —C)) A=((CV-DV-E)— (AA-BA-D))

i Formel G’ G=G|G#
) (AN =BV C)A(=AV BV D) A(C V=DV -E) x
(2) (AVv-=BVC)A(-AVEBVCV-E) ®
(3)1 CV-E X
(4) (AV-BVC)A(—AVBVD)A(CV-DV-E)A(mAVBVCV-E)|x
(5) (AV-AVCV-D)A(BY-DV-E) X

Die folgende Tabelle stellt abweichende Wertverldufe dar:

l B|C|D|E | Ausw;(G) _fusw I {GE
()| T | F|F|F|F F T
2w TI|F|T|F|F F T
w2uH) | F|T|EIF|F F T

'

zu Teil 2 (5 Pkt.):
Disjunktive Normalform zu:

G==(A4d+« (B—=C))
Wir verwenden die Aquivalenz —~(F — G) = F A =G

G = ~((A—=(B=C)A((B—C)— A))
= ~(A—+(B—=C)V~((B—C)— 4
= (AA=(B—=C))V((B—C)A-A)

(AABA-C)V ((mBVC)A-A)

(AABA=C)V(mAAN-B)V (-AAC)
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zu Aufgabe 5 Aussagenlogik

zu Teil 1 (4 Pkt.):
Die Formel
Gi==(A—B)V~(B— A)

hat die beiden Modelle 1. Iy mit

L III:_A.J = T JT]_I[BIJ = F und
¢ L(A)=F L(B)=T

zu Teil 2 (5 Pkt.):

(9 Punkte)

Formel entspricht | entspricht nicht
(1) {G’—ﬂ{fiﬂﬂj}ﬂ[ﬂﬂ—'ﬂjﬂ{;ﬂ—r (GnDQ | rx ]
(2) (Cvﬁ{AﬁDJ}ﬂMﬂ[EV—-(C’hD}] X
(3) [ ((A— D) — C)A(B—-=D)A(-Bv —(C A D)) X
(4)| ((AA=D)VC)A(B— =D)A ~(BACAD) X
|_{5] f{A-—%D}ﬂCjﬂ{B—-ﬁﬁﬂ}ﬂ{BU—'{C'ﬂD)J X

Die jeweils unterstrichenen Teilformeln zeigen, an welcher Stelle die Formel nicht mit dem
angegebenen Sachverhalt libereinstimmt. In (1) ist die Implﬂ:anionarichtung falsch, in (2)

fehlt ein Negationszeicher.

zu Aufgabe 6 Aussagenlogik

(10 Punkte)

L. . : :
| stimmt ' stimmt nicht
=l |

i M

]

(1) Auswi(AAB) = I(4) . I(B) x
(2) Auswi (G A G) = Ausw(G) - Auswi(@) ><
(3) Ausus(G) =1 - Auswy(G) % |
(4) Auswr(G) = Ausw;(~G) X

|£} .4usu1;[AHBJ=1-ma.z{f{ﬂj-[I—I(B}j,I{BL{l—IL’_A}]} | x
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|

Zu (3): Beispielsweise fir G':= AV -4 ist Ausw;(G) = Auswy(G) = 1 fiir jede Belegung I.
Zu (4): Beispiel: G := AV B,I(A) = 1,I(B) = 0: Dann ist

Auswz(G) =1 # 0 = Ausu(—G)

\5) l&sst sich folgendermafBen erkldren:

1 falls I(A) = I(B),

A (A — B) =
e ) {D sonst

Fiir I(A) = I(B) ist maz{I(A)- (1 — I(B)),1(B)(1 — I(A))} = 0, und fiir I(A) s I(B) ist
maz{I(A)-(1—1I(B)),I(B)-(1—I(A))} = 1, wie man leicht nachpriift. Daraus ergibt sich
#iie angegebene Rechenvorschrift.

zu Aufgabe 7 Pradikatenlogik (9 Punkte)

zu Teil 1 (3 Pkt.):

F

—

zu Teil 2 (3 Pkt.):
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zu Teil 3 (3 Pkt.):

zu Aufgabe 8

Fl —— FQ
Fy

Punkte)

F =

Préadikatenlogik - Normalformen (6

_

F = (Vz A(z) — (3y B(z,y))) A (Vz C(z) — (-3y B(z,v)))

(Vz —A(z) V 3y B(z,y)) A (Vu C(u) — =3v B(u,v)) Bereinigen

(Vz3y -A(z) v B(z,y)) A (Vu-C(u) V Vv =B(u,v))
(VzIy —A(z) v B(z,y)) A (Vu¥v =C(u) V =B(u, v))
VrdyVuVv (-A(z) vV Bz, y)) A (-C(u) V ~B(u,v))

Quantor vorziehen; — aufldsen
(Quantor vorziehen

(Quantor vorziehen
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zu Aufgabe 9 Pridikatenlogik - Modellierung (12

Punkte)
-J_ll ¥ q 8 S | | TEsF|I F |1 ps F
‘_H"_ Yz {?—Ely Ez’nk&--}gﬁ;:n[y,z}} — Eﬁ[z} V sechs(z))) ¥
| (2) | 3z, y, 2 links_neben(y, x) A links_neben(z, z) A (karo(y) A kreuz(z)) x
| (3) | ¥aV¥y ((kreuz(z) V pik(z)) A ~vier(z) A neben(z,y)) — herz(y) %
(4) | Yo ((kreuz(x) V pik(z)) A —vier(z)) — (3y neben(z, y) A herz(y)) X
(5) Yz pik(r) — (acht(z) v (Jy links_neben(y, z) A hem{y}) %
(6) vz sieben(z) — (pik(x) — (—3y links_neben(z,y))) X

(3) besagt, dass alle schwarzen Karten, die nicht den Wert 4 haben, nur Herzkarten als Nach-
barn haben. Das stimmt offensichtlich nicht, beispielsweise liegt in der dritten Reihe eine

Karokarte neben der Kreuz-2.

zu Aufgabe 10 Prédikatenlogik

E:= {F e F|F erfillbar}

{F € F | F falsifizierbar}
A:= {F e F|F allgemeingiiltig}

zu Teil 1 (7 Pkt.):

richtig falsch
ECA4 ] w
ACE X
WCA b4
ENW=40 .
{~F|FedA}CW |x
EUW=F X
(BUW)NA=1 X

(12 Punkte)
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zu Teil 2 (5 Pkt.):

(1) - F 2

(2) Fil=ak F F F

3)| FEGund F E -G F F F

4)| FEGund FIE-G| F.G

(5) |EFund E-FVG| FG G | FG
Erlauterungen:

Zu (1) Gilt = —F, dann muss F erfiillbar sein, denn wire F unerfiillbar, dann wire —F*™
allgemeingiiltig (also = —F). Ob F auch falsifizierbar ist, ldsst sich aus ¥ —F nicht ableiten.

Zu (2): F | —F ist gleichbedeutend mit der Allgemeingiiltigkeit der Formel F' — —F, welche
dquivalent ist zu —F. Ist =F allgemeingiiltig, dann ist F unerfiillbar.

Auch aus (3) kann durch Umformungen auf die Allgemeingiiltigkeit von —F geschlossen wer-
den: (F —= G)A(F — -G) = (-FV-G)A(-FV-G)=~-FV(-FA-G)V(-FAG)=-F.

Ist wie in (4) zwar G, aber nicht =G aus F ableitbar, dann muss F erfiillbar sein, anderenfalls
konnte man aus F ( “ex falso quod libet”) auf jede Formel schliefien. Ob F allgemeingiiltig
ist oder nicht kann nicht geschlossen werden. Auch G muss erfiillbar sein, denn jedes Modell
von F ist auch Modell von &, und da F, wie bereits gezeigt, mindestens ein Modell besitzt,
besitzt auch & ein Modell.

Zu (5): Ist F allgemeingiiltig und impliziert G, dann ist auch G allgemeingiiltig.





