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Mathematik I / Mathematik fiir Informatiker I, WS 00/01
Nachklausur vom 07.04.2001:
Losungshinweise zu den Nachklausuraufgaben
Aufgabe 1
Wir zeigen Z k(k +1) = in{n+ 1){(n+2) fir alle n € N durch vollsténdige
k=1
Induktion nach n. .
Induktionsanfang n = 1: Esgilt 3 k(k+1)=1-2=3-1-2-3.
k=1
Induktionsschritt n -+ n + 1: Sel n € N, es gelte die Induktionsvoraussetzung
S k(k+1) = in(n+1)(n+2). Dann folgt
k=1
n+1 n
D k(k+1) =) k(k+1)+ (n+1){n+2)
k=1 k=1
= gn(n +1){n+2)+ (n+1)(n+2) [nach Induktionsvoraussetzung]
1 -
= g(n +1}(n+2)[n + 3.
Dainit ist die Behauptung durch vollstandige Induktion bewiesen.
Aufgabe 2

a) Sei V' ein Vektorraum iiber einem Kérper K. Nach Definition 2.3.1 heifit eine

Teilmenge UV von V' Uniervektorraum von V, wenn
Ul U nicht-leer ist.,
U2 w4+ €U firalle u, o' € U gilt, und

U3 oauel firalle e € K und alle w € U gilt.

Ty
b) (1) Die Menge U, := { T | 23,20 € R,y + 20 > 0} © RY ist kein
T, — Ty
1 1
Untervektorraum von B3, da | 1] = 1 € U] (wegen 1+ 1 > 0), aber
0 1-1
1 -1
(L1 =1|-1] ¢U; (wegen (1) +(-1) < 0).
0 4]
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X+ Ty
(2) Die Menge Uy := {| iy € R? | 21,22 € R} C R? ist ein Untervektorraum
Lo — Iy J,
von R*:
0 0+0 0
i1: Wegen 0] = 0 gilt Ogs = | 0 | € Uy, also ist L5 nicht-leer.
0 0—-0 0
T+ ay 3| -+ xh
U2:  Fiir T ) xh € U, pilt
Ty = Ty Ty — T
)+ T )+ T (x1 + 22) + (2] + 25)
Ty + Th = T2 + T4
Ty — T1 xh -1} (9 =z} + (xh — 21}

(z1 +27) + (@2 + 27)
= To + 2% e Uy,

(22 + o) — (21 + 1)

denn z, + 2,z + 25 € R,

Ty + T
U3: Firae K und Ty e Uy gilt
T — Xy
T+ I alzy + 23) ar| + ars
a Ty = (ary = azxs; € Uy,
To — I a{zy —~ 1)) 0o — QI

denn axy,ax. € R.

Aufgabe 3

a) (1) Nach Definition 3.1.2 heiflen die Vektoren vy, ..., v, linear unabhdngig, wenn
fir alle a1,...,a, € K aus ajv1 + ... + guv, =0 notwendig ¢; = ... = a, folgt.
{2) Eine Menge von Vektoren {v;,....v,} wird nach Definition 2.5.12 (a) genau
dann als Erzeugendensystem von V' bezeichnet, wenn Lin{{v,...,v,}) =V gilt.
(3) Eine Menge von Vektoren {v1,...,vn} heifit nach Definition 3.1.8 (b) Basis
von V, wenn die Vektoren vi,...,v, linear unabhingig sind und {v,...,v,} ein

Erzeugendensystem von V' ist.

A
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—1 2 2 ,
b) (1) Die Vektoren | 3 |,16],]|3| € R® sind linear unabhingig:
0 0 1
-1 2 2 0
T 3 +IZo (6] +2313] =10
0 0 1 0
ergibt z3 =0, 32y +6x, =0 und —x 4+ 22, =0, also z; = 1y, = 25 = 0.
-1\ [2\ /2
(2) Die Vektoren | 3 |,|6].]3| € R® bilden eine Basis des R®:
0 0 1
Da diese Vektoren nach (1) linear unabhingig sind, gilt
~1 2 2
dimLin{| 3 |,|6].,]|3])=3,
0 0 1
-1\ 2\ [2
also Lin(| 3 6 3 |) = R?® nach Satz 3.3.15. Somit bilden die angegebe-
0 0 1

nen Vektoren ein Erzeugendensystem und damit auch eine Basis von R® (wegen
der in (1) nachgewiesenen linearen Unabhingigkeit).

Aufgabe 4

a) Siehe 4.2.1.
M|

b) (1) z = | zy | € B® liegt genau dann im Kern von f, wenn f{z) =0 ist und
e

dies ist genau dann der Fall, wenn » Ldsung des folgenden homogenen, linearen
Gleichungssystems ist:

T + 239 — dzy = 0
G T + 6o — 227 = 0.

— 215 — 23 =1

Dieses 1gsen wir, indem wir zunéchst die dritte Gleichung nach 3 aufldsen und
T3 = —229 erhalten. Einsetzen in die zweite Gleichung liefert 0 = z; + 62y — 224 =
Ty + bry + 4y = 1 + 10z, also 7, = —10zy. Damit besagt die erste Gleichung
0 = 21+ 229 — 43 = —10z9 + 229 + 815 = 0 und liefert damit keine weitere Bedin-
gung an .

x| i) — 10z

Jedes © = | z; | € Kern f hat damit notwendig die Gestalt | z, | = Zo

Ty I3 '—2.'.(12
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—10 -10
o | 1 |. Folglich ist Kern f C Lin(| 1 [)}. (vgl. 3.3.9 ¢)).
-2 -2
—10 —-10
Ist umgekehrt a | 1 € Lin{] 1 |) beliebig, so zeigt Einsetzen in f, dass
-2 -2
~10 ~10 ~10
flal 1 |)=0,as0a] 1 € Kern f. Damit ist Kern f = Lin(| 1 |)
-2 -2 ~2
-10
gezeigt. Also erzeugt { } den Untervektorraum Kern f des R® und da
-10 ~10
1 | # 0 ist, ist linear unabhingig (3.4.4 a)) und somit {] 1 |}
-2 -2 -2
insgesamt definitionsgeméf eine Ba31s von Kern f (vgl. 3.4.8).
—10
(2) Danach (1) Kern f = Lin(| 1 )3 {0} ist, ist f nach dem Injektivititskri-
=2
terium 4.2.9 nicht injektiv.
Aufgabe 5
Wir bestimmen alle Lisungen des linearen Gleichungssystems
& 3z, + 3y — @y =1
211 + 229 =2

~4xy — dze + 223 = 0.

{iber R mit dem Gauflschen Algorithmus.

Koeffizientenmatrix | rechte Seite | Umformungen /
Umbenennungen
3 -1 1 Zy — 17
2 2 0 2 dann Z; & Z»
-4 -4 2 0
1 1 0 1 Zy — Zy — 32,
3 3 -1 1 Zyv— Zy+ 42,
-4 —4 2 0
1 i 0 1 Zav—r Zy + 225
0 0 -1 ~2
0 0 2 4
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Koeffizientenmatrix | rechte Seite Umformungen /

! Umbenennungen
1 1 ( 1 S5 3 53
0 0 -1 -2 Ty = T, Ty = ah
0 0 ¢ 0
1 (i 1 1
0 -1 0 -2
0 0 (+ 0]

Das Gleichungssystem ist losbar, man kann 1y, = 2, beliebig vorgeben und erhilt

—zy = =2, also 13 = 25 = 2,

!
T =1-2y=1—1x,,
also ist
l—-2z

L(G) ={ |z € R}.

| S

Aufgabe 6
a) Siehe 5.4.1.
b) Siehe Beweis zu 5.4.2.

Aufgabe 7
a) (1) Siche 7.5.4, {2) siehe 7.5.1.
b) Seien A, A Eigenwerte von A mit A; $ Ay, Wir zeigen

Eig,(A) N Eig,(Xe) = {0},

Wegen 0 € Eig,(Ar), 0 € Eigy(Ae) ist {0} C Eig, (M) NEig,(A2).
Ist umgekehrt v € Eig, (A1) N Eig,(A2), so folgt

)\1?}' = Av = )\2’0,

also (A} — Ao)u = 0. Wegen M — Ay # 0 folgt v = 0. Damit ist die Behauptung
zezeigt.



