1181LK00

MInf I, LK

Mathematik I / Mathematik fiir Informatiker I, WS 00/01
Klausur vom 17.02.2001:

Losungshinweise zu den Klausuraufgaben

Aufgabe 1
Wir zeigen

= 1 n

e (2%k-1)(2k+1) 2n+1

fir alle » € N durch vollstindige Induktion nach n.
Induktionsanfang n = 1: Es gilt

Zl: _ 11
e (2k — 1) 2k+1)—1-3‘2-1+1‘

Induktionsschritt 7 — n+ 1: Sei n € N, es gelte

n 1 n |
Z k—1)(2%k+1) 2n+1 (Induktionsvoraussetzung)
k= _ |

Dann folgt

n+l n

1
?;1(2k—1 2k + 1) kE {2k — 1) 2k+1)+(2n+1)(2n+3)
1

2n+1 (2n+1)(2n+3)
_ n(n+3)+1  2mP43n+1
T (@n+1)(2n+3)  (2n+1){2n+3)
_{p+@n+1)  n+1
20+ 1)(20+3)  2(n+1) 1

[nach Induktionsvor.]

Damit ist die Behauptung durch vollstéindige Induktion bewiesen.

Aufgabe 2
a) Sei V ein Vektorraum iiber einem Kérper K. Nach Definition 2.3.1 heifit eine
Teilmenge U von V' Untervektorraum von V', wenn

Ul U nicht-leer ist,
U2 u+v' el firalle u,u' € U gilt, und

U3 qauelU firalle a € K und alle u € U gilt.
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T+ I
b) (1) Die Menge U; = {| z, | 21,22 € R} C R® ist nach Proposition 2.3.2
1
0
kein Untervektorraum von R?, da Ogs = | 0 ¢ U1 (wegen 1 # 0).
0
L1+ I
(2} Die Menge U, := T € R® | zy,7; € R} C RS ist ein Untervektorraum
Ty — To
von R3:
0 0+0 0
Ul: Wegen |0 = 0 gilt Ops = [ 0| € Uy, also ist U, nicht-leer.
0 0-0 0
T, + 9 T + 14
U2:  Fiir T3 , ] € Uy gilt
T — T .’Ei - 32!2
T+ Zg zy + 2, (21 + x2) + (2] + 5)
g} + .CE; = x + $J]'_
T~ Ta Ty — T (71 — x2) + (2} — )
(z1 + 1) + (22 + 75)
= I + xi € U2,
(21 + 21) = (22 + z5)
denn z, + z},z2 + 25 € R.
Ty o
U3: Fireec K und T el gilt
Ty — To
T1 + Lo a{Ty + z2) azry + azs
a 1 = az = azy € U,
I1— I a(zy ~ zo) QT — ars

denn az;,az; € R.

«i Aufgabe 3
a) (1) Nach Definition 3.1.2 heifien die Vektoren V1,...,Un linear unabhingig, wenn
fir alle a;,...,0, € K aus ayv; + ...+ a,v, = 0 notwendig a; =... = a, folgt.

~
w2



1181LK00 -3 - MInf I, LK

(2) Eine Menge von Vektoren {uv,,.. .yvn} wird nach Definition 2.5.12(a) genau

dann als Erzeugendensystem von V bezeichnet, wenn Lin{{vy,...,v.}) = V gils.
(3) Eine Menge von Vektoren {vy,...,v,} heiBt nach Definition 3.1.8 (b) Basis
von V', wenn die Vektoren u,...,v, linear unabhingig sind und {vy,..., v, } ein
Erzeugendensystem von V ist.
3 6 9
b) (1) Die Vektoren | 4|, |7, | 10| € R® sind nicht linear unabhdngig, sondern
5 8 11
3\ 6 9 0
linear abhingig: 14| +(-2) 7’ +1(101=1]0
5 ) 0

3
(2) Die Vektoren | 4 {,
)

10) € R bilden kein Erzeugendensysiem von R?,

L1n( ) # R3 nach Satz 3.3.15.

denn nach (1) gilt dim Lm(( ) ( ) £ 2 (vgl. Basissatz 3.3.1), also

(3) Die Vektoren ) 10| € R® bilden keine Basis des R®, da diese
Vektoren nach (1) mcht linear unabhangig sind.

Aufgabe 4
a) Siehe 4.2.1.
I
b) z = |25 | € R® liegt genau dann im Kern von f, wenn f(z) = 0 ist und
T3 :
dies ist genau dann der Fall, wenn z Lésung des folgenden homogenen, linearen
Gleichungssystems ist:
21, + z3 =0
G 1+ T2+ z3 =0.
T + 3z + 223 =0
Dieses lésen wir, indem wir zunichst die erste Gleichung nach z3 auflésen und
T3 = —2z, erhalten. Einsetzen in die zweite Gleichung liefert 0 = z, + 29 + 23 =
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L1+ 33— 23 = ~2; + 135 also 1, = zy. Damit besagt die dritte Gleichung
0=z, +322+ 223 = 2, + 32, — 4z; = 0 und liefert damit keine weitere Bedingung
an .
Iy 5] ¥4
Jedes z = | 2, | € Kern f hat damit notwendig die Gestalt |z, | = { =
T3 T3 -2
1 1
Z1 | 1 ]. Folglich ist Kern f C Lin{({ 1 |). (vgl. 3.3.9 c)).
-9 -2

Ist umgekehrt a | 1 | € Lin(] 1 ) beliebig, so zeigt Einsetzen in f, dass

=2/ —2
1 1 1
fla] 1 |)=0,als0a| 1 | €Kernf. Damit ist Kern f=Lin(| 1 {) gezeigt.
-2 -2 -2
1 1
Also erzeugt {| 1 {} den Untervektorraum Kern f des R® und da 1 | #£0"
-2 -2

ist,ist | 1 | linear unabhéingig (3.4.4 a)) und somit {| 1 |} insgesamt defini-
-9 -2
tionsgemé&f eine Basis von Kern f (vgl: 3.4.8).

Aufgabe 5
Wir bestimmen alle L&sungen des linearen Gleichungssystems
G =22y + 29 + 3 = -5

2z — 2z, = 4

=511 + 5zy — T3 = —0

iber R mit dem Gaufschen Algorithmus.

Koeffizientenmatrix | rechte Seite Umformungen /
Umbenennungen

-2 2 1 -5 Zy — 32,

2 -2 0 4 dann Z; + Z,
-9 5 -1 -9

1 -1 0 -2 Zy— Zy + 27,
-2 2 1 -5 Ly > Z3 + 52,
—~5 5 -1 -9




1181LK00

-5 MInf I, LK

Koeffizientenmatrix | rechte Seite | Umformungen /
Umbenennungen

! 0 2 Ay

0 1 -1

0 0 -1 1

1 -1 0 2 Sz ~ Sg

0 0 1 -1 Ty =I5, T3 = Ib

0 0 0 0

1 0 -1 2

0 1 0 -1

0 0 0 0

Das Gleichungssystem ist 16shar, man kann z} = z, beliebig vorgeben und erhalt

1‘3“—-"’1"2 = -"1,

$1=2+.’L"3=2+$2,

also ist
24z
L(G)={ z | z € R}
-1
Anufgabe 6

a) Siehe 5.4.1.

b) Sei A € Mat,(K). Wir beweisen die Aquivalenz folgender Aussagen:
(1) A ist invertierbar.

(2) Fiir alle B € Mat,(K) mit AB=0 ist B=0.

(1}=>(2): Ist A invertierbar und B € Mat,(K) mit AB =0, so folgt
B=(AT'A)B=A"Y(AB) = A0 =0.

(2)=>(1): Es gelte (2). Annahme: A ist nicht invertierbar. Nach dem Aquivalenz-

‘satz fiir Invertierbarkeit (5.4.8) ist dann 1, : K» — K™, v — Av nicht injektiv,

es gibt also ein v € K™, v # 0 mit Av = 0. Nun sei
B:=(v,0,...,0) € Mat,(K).
(Die Spalten 2,...,n von B enthalten also nur Nullen.) Dann ist
AB = (AU,AD,...?AO) =(0,0,...,0) =0.

Aus (2) folgt nun B =0 im Widerspruch zu v % 0. Also war die Annahme falsch.
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Aufgabe 7

a) Siehe 7.5.4.

b) Seien v; ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A; und v, ein Eigenvektor von
A zum Eigenwert ;. Es gelte \; 3£ )y, Wir zeigen: v, v; sind linear unabhingig.
Es seien a,b € K mit

(1) avy + by = 0.
Wir multiplizieren (1) von links mit A, wegen Av; = Mvy, Avy = Ay erhalten wir
(2) aAiv; + bAsve = 0.
Von (2) subtrahieren wir nun das A,-fache von (1):
(2)=A2(1) a{A; — A)v; = 0.

Wegen v # 0 und Ay — My # 0 folgt @ = 0. Aus (1) folgt dann b = 0. Also sind
%1, vz linear unabhingig.



