y

1181K99 -1- MI/Minfl K

Aufgabe 1

Seien M, N Mengen.
2 Punkte a) Wiesind M UN und M NN definiert?
8 Punkte b) Zeigen Sie: M C N < MUN=N.

4 Punkte Aufgabe 2
Bestimmen Sie fiir die komplexe Zahl
1 -2
T3+ 4
Rez, Imz, |z|, und geben Sie 27! in der Form a + bt mit a,b € R an.

r4

4 Punkte Aufgabe 3
Zeigen Sie: Fiir alle n € N gilt:

3

Aufgabe 4
2 Punkte a) Essei V ein Vektorraum iiber einem Korper K. Wann heit eine Teilmenge U -
von V ein Untervektorraum von V7 ‘

b) Entscheiden Sie, welche der folgenden Teilmengen des R3 Untervektorrdume von
R? sind, und begriinden Sie Ihre Entscheidung:

Iy
2 Punkte (i) U, :={ (3:2) € R® | z; # 72},

Z3

3
2Punkte (ll) Ug 2={($2) ER”:):; +12—4$3=0},
I3

4
2 Punkte (iii) Us:={ (xg) € R |z, + 22 > 73} -

I3

Aufgabe 5
a) Es seien V ein Vektorraum iiber einem Korper K, n € N und vq,...,Un €V
paarweise verschieden.

2 Punkte (i) Wann heiflen die Vektoren vi,...,0a linear unabhingig?

2 Punkte (ii) Wann heiBt {v;,...,vn} ein Erzeugendensystem von V'?

2 Punkte (iii) Wann heiit {vi,...,vs} eine Basis von v?
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5 Punkte

5 Punkte

2 Punkte
2 Punkte

2 Punkte
6 Punkte
8 Punkte

2 Punkte

4 Punkte

b) Gegeben sei der folgende Untervektorraum des R-Vektorraumes R3:

I
UZ'—:{(xz) €R3 i$1“2$2+23=0}.

T3

(Sie brauchen nicht zu zeigen, dass U ein Untervektorraum von R3 ist.)
Bestimmen Sie eine Basis von U und die Dimension von U. Begriinden Sie lhre
Angaben.

Aufgabe 6
Bestimmen Sie die Lésungsmenge des folgenden linearen Gleichungssystems von
drei Gleichungen in drei Unbekannten iiber R:

T, — ITp + 4z3 = 2
G 2ry + z2 — I3 = 7
3 — 3z3 = 1.

Aufgabe 7

a) Seien V,W Vektorrdume iiber einem Korper K und f:V — W eine lineare
Abbildung. Wie sind folgende Begriffe definiert?

(i) Kern f,

(ii) rang f.

b) Die Abbildung f : R® — R® sei definiert durch

T 2r — =z T
f((y))::: (——x+3y+5z) fiir alle (y) e R3.
z 2z + 3z z

(i) Zeigen Sie, dass f linear ist.
(ii) Bestimmen Sie dimKern f und rang f.
(iii) Ist f injektiv, surjektiv oder bijektiv?

Aufgabe 8
Es seien K ein Kérper und n € N.
a) Wann heift eine Matrix P € Mat,(K ) invertierbar?

b) Seien P,Q € Mat,(K) invertierbar. Zeigen Sie:
PQ ist invertierbar mit (PQ)™ = QP L.
(Die Aussage steht im Kurs, soll hier aber nochmal bewiesen werden.)




1181K99

~3- M1/ MInfl K

2 Punkte
2 Punkte

4 Punkte
6 Punkte

3 Punkte

Aufgabe 9

a) Es seien K ein Korper, n € N und A € Mat,(K). Definieren Sie folgende
Begriffe:

(i) Eigenwert von A,

(ii) Eigenraum Eig,(A) von A zum Eigenwert A.

b) Sei A € Mats(R) definiert durch

-1 -2 2
Ars( 1 2 —1).
0 0 1

(i) Berechnen Sie das charakteristische Polynom und die Eigenwerte von A.

(ii) Geben Sie zu jedem Eigenwert von A eine Basis des zugehorigen Eigenraums
an.

(iii) Untersuchen Sie (mit Beweis), ob A diagonalisierbar ist, und bestimmen Sie
gegebenenfalls eine Matrix P € GL3(R), so dass P-1AP eine Diagonalmatrix ist.




