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Mathematik fiir Informatiker I (Bachelor), WS 00/01
Klausur vom 17.02.2001:

Lésungshinweise zu den Klausuraufgaben

Aufgabe 1

(1) f:N— N, n— f(n) :=2n —1 ist injektiv, denn aus 2n — 1 = 2m — 1 mit
m,n € N folgt 2n = 2m, also n =m.

f ist nicht surjektiv, denn fiir jedes n € N ist 2n — 1 ungerade, also ist z.B.
2 ¢ Bild f. Damit ist f auch nicht bijektiv.

(2) g:R— R, z+— g(z) := 2* — 2z ist wegen g(0) = 0 = ¢(2) nicht injektiv,
also auch nicht bijektiv.

Wegen g(z) =2 -2z =(z—1)?-1> -1 ist 2. B. -2 ¢ Bildg, also ist g nicht
surjektiv.

Aufgabe 2
Wir zeigen

n

Z 1 _ T
=~ (2k-1)(2k+1)  2n+1

fiir alle n € N durch vollstindige Induktion nach n.
Induktionsanfang n = 1: Es gilt

Z‘: 1 11
~ (2k-1)(2k+1) 1-3° 2.1+1

Induktionsschritt n — n+1: Sei n € N, es gelte

L)

1 " '
; (2k—1)(2k+1) 2n+1 (Induktionsvoraussetzung)
Dann folgt
”il 1 - ERI _— + L
£~ (2% -1)(2k+1) = (2k—1)(2k+1)  (2n+1)(2n+3)
n 1
- h Indukti _
2n+1 + (2n +1)(2n + 3) [nac nduktionsvor. |
_ n(2n+3)+1 2?4 3n+1
CCn+1)(2n+3) (2n+1)(2n+3)

S 2+ 1)(2n+3)  2n+1)+1

Damit ist die Behauptung durch vollstindige Induktion bewiesen.
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Aufgabe 3

a) Sel V' ein reeller Vektorraum. Nach Definition 4.3.1 heifit eine Teilmenge U
von V' Untervektorraum von V|, wenn

Ul U nicht-leer ist,
U2 wu+o €U firalle u,v’ € U gilt, und

U3 auelU firalle a € R und alle u € U gilt.

X1+ xa
b) (1) Die Menge U, := {| 2 | 21,22 € R} C R® ist nach Proposition 4.3.2
1
0
kein Untervektorraum von R®, da Ogs = | 0| € U; (wegen 1 #£0).
0
)+ xp
(2) Die Menge U := {| =, € R*| 1,7, € R} C R® ist ein Untervektorraum
T — I
von R3:
0 040 0
Ul: Wegen (0] = 0 gilt Ogs = | 0 | € Us, also ist U, nicht-leer.
0 0-0 0/
I +zo :1:1 + $2
U2: ) e Uy gilt
Ty — Ty —
) + T2 xl + :E2 (1 + z2) + (2] + z5)
= z1 + 4
Ty — T2 - b (zy — z2) + (2] — z3)

(x1 + 7)) + (z2 + 25)
= T + 2} e s,
(.’L‘l + .‘13’1) — (.’L‘Q + SCIQ)

denn ) +1l7'1,$2 +$’2 € R.

I+ T2
U3: Fira€R und T € U, gilt

L1 — T2
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x4+ 29 a{z1 + z2) azr; + azrs
a T = ax = az cls,
Ty — I a(z) — z3) ar; — axs

denn az;,az; € R.

Aufgabe 4
Wir 16sen G nach y auf und erhalten y = —%a:, also

L(G)={( ) fz,y € R, 3m+4y:0}:{(z) |z,y e R, y = -3z}

T
Y

={(—zx) [a:E]R}={x(_1§) | z € R}
= Lin( (_lé))

Demnach bildet ( ! ) eine Basis des Losungsraumes L(G) von G.

-3
1

Aufgabe 5
a) (1) Nach Definition 5.3.1 heifien die Vektoren vy, ..., v, linear unabhingig, wenn
fiir alle ay,...,a, € R aus ayv1 + ... + apv, = 0 notwendig a; = ... = a, folgt.
(2) Eine Menge von Vektoren {vy,...,v,} wird nach Definition 5.1.9 (a) genau dann
als Erzeugendensystem von V bezeichnet, wenn Lin({vq,...,v,}) =V gilt.
(3) Eine Menge von Vektoren {v,...,v,} heifit nach Definition 5.3.7 (b) Basis
von V', wenn die Vektoren vy, ...,v, linear unabhéngig sind und {v;,...,v,} ein

Erzeugendensystem von V ist.

b) (1) Die Vektoren (Z) , (2) € R? sind linear unabhingig:

(6= (0)-()

ergibt 3z,+5x2 =0 und 4z;+6z9 = 0, also (subtrahiere das Dreifache der zweiten
Gleichung vom Vierfachen der ersten Gleichung) 2z, = 0, das heifit 7, = z; = 0.

3 )
(2) Die Vektoren W le) € R? bilden eine Basis des R2:

Da diese Vektoren nach (1) linear unabhéngig sind, gilt
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6
ren ein Erzeugendensystern und damit auch eine Basis von R? (wegen der in (1)

also Lin( (2) , (5)) = R? nach Satz 5.5.1. Somit bilden die angegebenen Vekto-

nachgewiesenen linearen Unabhingigkeit}).

Aufgabe 6
a) Siehe 6.1.3.
1
b) z = [z, | € R® liegt genau dann im Kern von f, wenn f(z) = 0 ist und

T3
dies ist genau dann der Fall, wenn z Losung des folgenden homogenen, linearen

Gleichungssystems ist:

21, + z3=0
G Ty + 724+ 13 =0.

Ty + 3x2 + 223 = 0
Dieses losen wir, indem wir zunichst die erste Gleichung nach z; auflosen und
z3 = —2z; erhalten. Einsetzen in die zweite Gleichung liefert 0 = x; + 2o + 73 =
Ty + T — 277y = —x; + 79 also z; = x;. Damit besagt die dritte Gleichung
0=z, +329 + 223 = 71 + 3z, — 47y = 0 und liefert damit keine weitere Bedingung

Ty Xy I
Jedes z = | z, | € Kern f hat damit notwendig die Gestalt |z, | = | =y =
T3 T3 —2r
1 1
z1 | 1 |. Folglich ist Kern f C Lin(| 1 |). (vgl. 5.1.7 ¢)).
-2 -2

Ist umgekehrt a | 1 € Lin({ 1 }) beliebig, so zeigt Einsetzen in f, dass
-2 -2
1
fla|l 1 |)=0,alsoa| 1 | €Kern f. Damitist Kern f = Lin(| 1 |) gezeigt.
-2 -2 -2
: : 1
Also erzeugt {| 1 |} den Untervektorraum Kern f des R®* undda | 1 | #0
-2 -2
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1
ist,ist | 1 | linear unabhingig (5.3.3 a)) und somit {|[ 1 |} insgesamt defini-
-2 —2
tionsgeméf} eine Basis von Kern f (vgl. 5.3.7).

Aufgabe 7
a) Siehe 7.5.1.
b) Siehe Aufgabe 7.5.4 (1) im Fall p = n und die zugehérige Lésung L 7.11.



